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Abstract

Three steps in the development of the maximum likelihood (ML) method are presented. At first,
the application of the M. method and Fisher information notion in the model selection analysis is
described (Chapter 1). The fundamentals of differential geometry in the construction of the statistical
space are introduced, illustrated also by examples of the estimation of the exponential models.

At second, the notions of the relative entropy and the information channel capacity are introduced
(Chapter 2). The observed and expected structural information principle (IP) and the variational IP
of the modified extremal physical information (EPI) method of Frieden and Soffer are presented and
discussed (Chapter 3). The derivation of the structural IP based on the analyticity of the logarithm of
the likelihood function and on the metricity of the statistical space of the system is given.

At third, the use of the EPI method is developed (Chapters 4-5). The information channel capacity
is used for the field theory models classification. Next, the modified Frieden and Soffer EPI method,
which is a nonparametric estimation that enables the statistical selection of the equation of motions of
various field theory models (Chapter 4) or the distribution generating equations of statistical physics
models (Chapter 5) is discussed. The connection between entanglement of the momentum degrees of
freedom and the mass of a particle is analyzed. The connection between the Rao-Cramér inequality,
the causality property of the processes in the Minkowski space-time and the nonexistence of tachions
is shown. The generalization of the Aoki-Yoshikawa sectoral productivity econophysical model is also
presented (Chapter 5). Finally, the Frieden EPI method of the analysis of the EPR-Bhom experiment is
presented. It differs from the Frieden approach by the use of the information geometry methods. This
work is destined mainly for students in physics and econophysics. (At present only Polish version is
available).



Wistep

Tematem skryptu jest metoda najwi¢kszej wiarygodnosci (MNW) oraz informacja Fishera (IF) w
fizyce i statystyce. Problem dotyczy bardzo aktualnego sposobu konstrukcji modeli fizycznych, ktéry
wywodzi si¢ ze statystycznego opisu zjawisk, ktérego formalizm pozwala na opis catego spektrum
réznych teorii pola, klasycznych i kwantowych. Kluczowe w tym podejsciu pojecie (oczekiwanej) IF
wprowadzit Fisher na gruncie wlasnych rozwazan zwiazanych z oszacowywaniem parametréw mo-
deli, podlegajacych badaniu statystycznemu w ramach ogé6lnej metody ekstremalnej wartosci funkcji
wiarygodnosci L. IF opisuje lokalne wlasnosci funkcji wiarygodnoséci L = P(y|©), ktéra formal-
nie jest facznym prawdopodobienistwem (lub taczna gestoscia prawdopodobienstwa) danych y, lecz
jest rozumiana jako funkcja zbioru parametréw ©, ktéry z kolei tworzy wspéirzedne w przestrzeni
statystycznej. Analiza statystyczna modeli fizycznych idzie jak dotad dwoma nurtami.

Pierwszy z nich, geometryczny, probuje opisa¢ metode statystyczna wprowadzona w latach 20

poprzedniego wieku przez Fishera [1], twoérce podstaw techniki statystycznej otrzymywania dobrych
estymatoréw MNW, w jak sie okazalo naturalnym dla niej $rodowisku geometrii rézniczkowej. Roz-
wijajac MNW, juz w 1945 roku CR. Rao [2]| zauwazyl, ze macierz informacji Fishera okresla metryke
Riemanna i badal strukture modeli statystycznych z punktu wiedzenia geometrii Riemanowskiej. Z
kolei B. Efron [3] badajac jednoparametrowe modele i analizujac ich asymptotyczne wlasnosci dla pro-
cedur estymacyjnych, wprowadzit i odkryt uzytecznosc pojecia statystycznej krzywizny. A.P. Dawid
[4] wprowadzit pojecie koneksji na przestrzeni wszystkich dodatnio okreslonych rozkladéw praw-
dopodobienstwa, pokazujac, ze ze wzgledu na ta koneksje statystyczna krzywizna jest krzywizna ze-
wnetrzna. Jednak problemem Dawida byt nieskoriczony wymiar przestrzeni rozktadéw. W roku 1980
S. Amari [5] opublikowal systematyczne ujecie teorii Dawida dla modeli skoniczenie wymiarowych
i podal spdjne okreslenie a-koneksji (wprowadzonej wczesniej poza kontekstem statystycznej esty-
macji przez N.N. Chentsova). W 1982 S. Amari wraz z H. Nagaoka [6] wykazali dualno$¢ ptaskich
przestrzeni modeli eksponencjalnych z e-koneksja i modeli mieszanych z m-koneksja.
Procedury estymacyjne statystycznego opisu mechaniki kwantowe;j (falowej) poszty dwoma drogami.
Pierwsza z nich zwiazana jest z naturalnym dla mechaniki kwantowej formalizmem macierzy gestosci,
druga z konstrukcja zasad informacyjnych (entropijnych). W przypadku formalizmu macierzy gesto-
Sci, ich zbiér S = Ule Sy (S US; =0, ¢ # r) dla przypadku skoniczenie wymiarowych przestrzeni
Hilberta #, tworzy zbiér wypukty. Dla stanéw czystych, podzbiér S tego zbioru tworza punkty eks-
tremalne, a przestrzen stan6w czystych zwiazana z nim moze byc¢ utozsamiona z zespolona przestrze-
nig rzutowa CP*~1, (k = dim H). Na przestrzeni tej mozna wprowadzi¢ (z doktadnoscig do stakej)
metryke Riemannowska nazywana metryka Fubiniego-Study, ktéra jest kwantowa wersja metryki
Rao-Fishera. Statystyczna estymacja w modelach dla stanéw czystych zajmowali si¢ miedzy innymi
Fujiwara, Nagaoka i Matsumoto [7]. Natomiast w przypadku podzbioru Sy, zbioru S dualna struktura
z metryka mozne byc traktowana jako kwantowy analog metryki Rao-Fishera z +«a-koneksja.



Drugim nurtem, ktéry wytonit sie w ostatnich kilkunastu latach i ktérym szed} rozwéj zastoso-
wan MNW oraz pojecia obserwowanej i oczekiwanej IF w fizyce jest formalizm ekstremalnej fizyczne;j
informacji (EFI) opracowany przez Friedena i jego wspélpracownikéw, w szczegolnosei Soffera [8].
Ronstrukcje modeli fizycznych z wykorzystaniem informacji Fishera zapoczatkowal Frieden, podajac
metode wyprowadzenia z informacji Fishera cztonu kinetycznego modeli fizycznych. Nastepnie zapo-
stulowal wprowadzenie dwoch zasad informacyjnych stuzacych do ustalenia zwiazku pomiedzy po-
jemnoscia kanatu informacyjnego I oraz informacja strukturalna @), tzn. poprzez zapostulowana nowa
strukturalna zasade informacyjna skonstruowat on cztony strukturalne rozwazanych przez siebie mo-
deli. W odréinieniu od Friedena stosujemy jednak inne [9], bardziej fizyczne a mniej informacyjne,
podejécie do konstrukcji podstawowych zasad informacyjnych, postugujac sie pojeciem calkowitej
fizycznej informacji K = 14, a nie wprowadzonym przez Friedena pojeciem zmiany fizycznej infor-
macji. Réznica ta, chociaz nie powoduje zasadniczo rachunkowych zmian w sposobie wyprowadzenia
rownan ruchu badz réwnan generujacych rozktad dla rozwazanych do tej pory probleméw, jednak
zmieniajac pojecie informacji fizycznej oraz jej rozkladu na kinetyczne i strukturalne stopnie swobody,
idzie w linii prowadzonych ostatnio badan nad konstrukcja zasady ekwipartycji dla entropii. To inne
niz Friedenowskie podejécie do pojecia fizycznej informacji powoduje réwniez zmiany w pojmowaniu
istoty przekazu informacji w procesie pomiaru przy jej przekazie od strukturalnych do kinetycznych
stopni swobody. Pomimo réznic sama metode bedziemy dalej nazywac podejsciem Friedenowskim.
Gdyby pomina¢ chwilowo proces pomiaru, w metodzie Friedena prébkowanie przestrzeni jest wy-
konywane przez uktad, ktéry poprzez wihasciwe dla niego pole (i zwiazane z nim amplitudy) o randze
N bedacej wielkoscia proby, prébkuje jego kinetycznymi (Fisherowskimi) stopniami swobody do-
stepna mu przestrzen konfiguracyjna. Nastepnie, poniewaz IF jest infinitezymalnym typem entropii
Rulbacka-Leiblera, to zauwazajac, ze entropia Kulbacka-Leiblera jest wykorzystywana w statystyce do
przeprowadzania testéw wyboru modeli, pojawia sie przypuszczenie, ze IF moze poprzez narzucenie
na nia odpowiednich dodatkowych ograniczen, zapostulowanych w postaci wspomnianych dwoéch
zasad informacyjnych, wariacyjnej (skalarnej) oraz strukturalnej (wewnetrznej), doprowadzi¢ do wy-
prowadzenia réwnan ruchu badz réwnan stanu uktadéw fizycznych, najlepszych z punktu widzenia
owych informacyjnych zasad. Na tym zasadza si¢ Friedenowska idea estymacji fizycznych modeli.

Zasady informacyjne maja uniwersalna postac, jednak ich konkretne realizacje zaleza od fizyki
rozwazanego zagadnienia. Pierwsza z zasad informacyjnych, strukturalna, opisuje wewnetrzne cha-
rakterystyki uktadu zwiazane np. z jego spinem. Druga, wariacyjna, prowadzi do otrzymania wla-
sciwej relacji dyspersyjnej dla ukladu. Ciekawa sprawa jest, ze wiele rachunkéw mozna wykonac
dla przypadku, dla ktérego catkowita fizyczna informacja uktadu (oraz jej gesto$cé) dzieli sie na dwie
réwne (lub z czynnikiem 1/2) czesci, tzn. pojemno$¢ kanalu informacyjnego oraz informacje struk-
turalna, majac swoja calkowita wartoé¢ réwna zero. Frieden podal informacyjne wyprowadzenie
réwnania Kleina-Gordona dla ogélnego modelu pola z ranga N, z szczeg6lnym uwzglednieniem przy-
padku pola skalarnego z N=2. Dla pola spinorowego z N=8 otrzymal réwnanie Diraca a dla N=4
réownania Maxwella. Procedura jest na tyle ogdlna, ze umozliwia opis pdl Rarity-Schwingera, ogél-
nej teorii wzglednosci oraz wprowadzenie transformacji cechowania [8]. W oparciu o wprowadzone
zasady informacyjne Frieden podal réwniez informacyjne wyprowadzenie zasady nieoznaczonosci
Heisenberga oparte ze statystycznego punktu widzenia o twierdzenie Rao-Craméra dla informacji Fi-
shera oraz jej relacje z pojemnoscia informacyjna uktadu zapisana w reprezentacji pedowej, czyli po
dokonaniu transformacji Fouriera. Transformacja Fouriera pelni zreszta w calym formalizmie Friede-
nowskim role wyjatkowa, bedac jednym z typéw samosplatania wewnatrz przestrzeni konfiguracyjnej



uktadu, o czym wspomnimy nieco ponizej. Frieden podal réwniez wyprowadzenie klasycznej fizyki
statystycznej, tzn. jej podstawowych rozkladéw, Boltzmanna dla energii oraz Maxwella-Boltzmanna
dla pedu jak réowniez pewnych rozkladéw, ktére zinterpretowat jako odpowiadajace przypadkom
nier6wnowagowym. Rolejna sprawa bylo wyprowadzenie gérnego ograniczenia na tempo zmiany
entropii ukladu dla przyktadéw klasycznego strumienia czastek, gestosci rozktadu tadunku, cztero-
potencjalu elektrodynamicznego oraz strumienia czastek o spinie 1/2 [8]. Podat réwniez opis teorii
pomiaru z szumem wykorzystujac wariacyjny formalizm EFI pozwalajacy na opis redukcji funkc;ji fa-
lowej w trakcie pomiaru urzadzeniem dajacym swéj wlasny szum. Mianowicie po dokonaniu ekstre-
malizacji sumy informacji fizycznej K niemierzonego uktadu oraz funkcjonatu opisujacego wtasnosci
uktadu pomiarowego (a bedacego splotem funkcji log-wiarygodnosci dla funkcji przyrzadu splecionej
nieliniowo z rozkladem uktadu), otrzymal réwnanie ruchu, ktére (po przejsciu do nierelatywistycznej
granicy Schrodingera) daje réwnanie typu Feynmana-Mensky'ego z nieliniowym cztonem opisuja-
cym kolaps funkgji falowej w pomiarze. Ciekawe jest to, ze w tym przypadku w pelni ujawnia sie
traktowanie czasu na réwni ze zmiennymi przestrzennymi, czyli jako zmiennej losowej z rozktadem
prawdopodobienstwa. Przedstawiona w skrypcie postac¢ zasad informacyjnych [10] daje formalnie
te same rownania ewolucji funkcji falowej uktadu oplecionej funkcja pomiarowa przyrzadu, jednak
otrzymana interpretacja jest zdecydowanie bardziej spdjna niz Friedenowska, pozwalajac na jedno-
znaczne rozréznienie uktadu poza pomiarem od ukladu w pomiarze.

Przedstawione w skrypcie, fundamentalna posta¢ obserwowanej strukturalnej zasady informacyjne;j
oraz jej posta¢ oczekiwana, [9, 10|, wykorzystywane za Friedenem dla kazdego omawianego pro-
blemu, zostaly ostatnio wyprowadzone dla wartosci tzw. wspétczynnika efektywnosci x = 1 [10].
Zasada strukturalna sugeruje splatanie przestrzeni danych obserwowanych z nieobserwowana prze-
strzenia konfiguracyjna ukladu [10]. Zatem informacja strukturalna @) [10] reprezentuje réwniez in-
formacje o splataniu widocznym w korelacji danych w przestrzeni pomiarowej, a EFI moze by¢ wy-
korzystywana jako mechanizm w estymacji stanéw splatanych. Np. w przypadku problemu EPR-
Bohma, splatanie zachodzi pomiedzy rzutem spinu obserwowanej czastki i nieobserwowana konfigu-
racja taczna ukladu, a w przypadku relatywistycznych réwnan ruchu otrzymujemy splatanie kine-
tycznych i strukturalnych (masa) stopni swobody, czego wyrazem jest zwiazek stanu obserwowanej
czastki w czasoprzestrzeni z jej wlasnym stanem w przestrzeni energetyczno-pedowe;j. Ten drugi przy-
padek jest przyktadem wspomnianego samosplatania opisanego transformata Fouriera. Poniewaz ()
zwiazane jest tu z masa czastki, zatem w podejéciu informacyjnym mozna wyciagna¢ réwniez wnio-
sek, ze samosplatanie powinno pomdéc w odczytaniu struktury wewnetrznej czastek. W koricu pojecie
informacji Fishera i jej reinterpretacja przez Friedena jako czlonu kinetycznego teorii, pozwolila na
przeprowadzenie informacyjnego dowodu [9] o niewyprowadzalnosci mechaniki kwantowej (falowej)
oraz kazdej teorii pola, dla ktérej ranga pola NV jest skoficzona, z mechaniki klasyczne;j.

Temat skryptu dotyczy wiec fundamentalnego zagadnienia zwiazanego z okresleniem statystycz-
nej procedury estymacji modeli fizycznych. Jego realizacja wymaga znajomosci probleméw zwia-
zanych z stosowaniem statystycznej MNW oraz fizycznej EFI dla konstrukcji modeli fizycznych, jak
rowniez podstaw metod geometrii rézniczkowe;.

Na koniec uwaga stownikowa i podsumowanie tresci metody EFI. Pojecie “likelihood function” zostato
wprowadzony przez Fishera jako majace zwiazek z prawdopodobienstwem. Réwniez stownikowo po-
winno byc¢ ono przetlumaczone jako “funkcja mozliwosci”. Zastosowano jednak ttumaczenie “funkcja
wiarygodnosci”. Jako posumowanie istoty przedstawionej metody, powiedzmy, ze jest ona wyrazem



zastosowania informacji Fishera w teorii pola w ujeciu Friedena, ktérego inspiracja pochodzi z
obszaru optyki.

Temat skryptu zwiazany jest z dociekaniami, ktére dane mi bylo prowadzi¢ wspdélnie ze Sta-
womirem Mania, Dorotg Mroziakiewicz, Janem Stadkowskim, Robertem Szafronem i Sebastianem
Zajacem, ktérym za te dociekania i rozmowy dziekuje.

Dzigkuje mojej zonie Grazynie za uwazne przeczytanie tekstu skryptu.



Rozdzial 1

Metoda najwiekszej wiarygodnosci

7. powodu mozliwosci zastosowania metody najwigkszej wiarygodnosci (MNW) do rozwiazania
wielu, bardzo réznych problemoéw estymacyjnych, stata si¢ ona obecnie zaréwno metoda podstawowa
jak réwniez punktem wyjécia dla ré6znych metod analizy statystycznej. Jej wszechstronnoéé zwiazana
jest, po pierwsze z mozliwoscia przeprowadzenia analizy statystycznej dla matej probki, opisu zja-
wisk nieliniowych oraz zastosowania zmiennych losowych posiadajacych zasadniczo dowolny roz-
ktad prawdopodobieristwa [11], oraz po drugie, szczegdlnymi wlasno$ciami otrzymywanych przez
nia estymatordow, ktére okazuja si¢ by¢ zgodne, asymptotycznie nieobciazone, efektywne oraz dosta-
teczne [11]. MNW zasadza si¢ na intuicyjnie jasnym postulacie przyjecia za prawdziwe takich wartosci
parametréw rozkladu prawdopodobienistwa zmiennej losowej, ktére maksymalizuja funkcje wiary-
godnodci realizacji konkretnej probki.

1.1 Podstawowe pojecia MNW

Rozwazmy zmienna losowa Y [11], ktéra przyjmuje wartosci y zgodnie z rozkladem prawdopodo-
bieristwa p (y|0), gdzie 6 = (91,32, ..., 9%)T = (95)%_;, jest zbiorem k parametréw tego rozktadu (T
oznacza transpozycje). Zbior wszystkich mozliwych wartosci y zmiennej Y oznaczmy przez ).

Gdy £ > 1 wtedy 6 nazywamy parametrem wektorowym. W szczeg6élnym przypadku k£ = 1 mamy
0 = 9. Méwimy wtedy, ze parametr 6 jest parametrem skalarnym.

Pojecie proby i probki: Rozwazmy zbior danych y1,y2,...,yn otrzymanych w N obserwacjach
zmiennej losowej Y.

Razda z danych y,,, n = 1,2, ..., N, jest generowana z rozktadu p, (y,|6,) zmiennej losowej Y w po-
pulacji, ktéra charakteryzuje warto$é parametru wektorowego 6,, = (91, g, ..., )L = ((95)%_ ),
n = 1,2,..., N. Stad zmienna Y w n-tej populacji oznaczymy Y,,. Zbiér zmiennych losowych Y =
(Y1,Ya, ..., Yn) = (Y,,))_, nazywamy N-wymiarowa prébq.

Konkretna realizacje y = (y1,y2,..,yn) = (yn)2_, préby Y nazywamy probkq. Zbiér wszystkich
mozliwych realizacji y préby Y tworzy przestrzen proby (ukladu) oznaczana jako B.

Okreélenie: Ze wzgledu na to, ze n jest indeksem konkretnego punktu pomiarowego préby, rozklad
Pn(¥n|6rn) bedziemy nazywali rozkladem punktowym (czego nie nalezy myli¢ z np. rozkladem dys-
kretnym).



Okreslenie funkcji wiarygodnosci: ~ Centralngym pojeciem MNW jest funkcja wiarygodnosci

N

n—1, hazywana tez wiarygodnosciq prébki. Jest ona funkcja

L (y; ©) (pojawienia sie) probki y = (y,,)
parametru O.
Przez wzglad na zapis stosowany w fizyce, bedziemy stosowali oznaczenie P(y |©) = L (y; ©), ktére

podkredla, ze formalnie funkcja wiarygodnosci jest tqcznym rozktadem prawdopodobieristwa' po-

jawienia sie realizacji y = (y,)_; préby Y = (V;,)"_,, to znaczy:
N
P(©) =P (y|®) = [[ pn (ynltn) - (1.3)
n=1

Zwrocenie uwagi w (1.3) na wystepowanie y w argumencie funkcji wiarygodnos$ci oznacza, ze moze
by¢ ona rozumiana jako statystyka P (}7|®) Z kolei skrécone oznaczenie P(O) podkreéla, ze cen-
tralna sprawa w MNW jest fakt, ze funkcja wiarygodnoéci jest funkcja nieznanych parametrow:

O = (61,0,....00)T = (0,)N_, przy czym 6, = (D1, 92ns o, Vi)’ = (96)5_1)n s (14)

gdzie 6, jest wektorowym parametrem populacji okreslonej przez indeks préby n. W toku analizy
chcemy oszacowac wektorowy parametr ©.

7biér wartoéci parametréw © = (0,)"_; tworzy wspéirzedne rozkladu prawdopodobieristwa ro-
zumianego jako punkt w d = k x N - wymiarowej (podprzestrzeni) przestrzeni statystycznej S [6].
Temat ten rozwiniemy w Rozdziale 2.2.

Uwaga o postaci rozktadéw punktowych: W skrypcie zakltadamy, ze “punktowe” rozkYady p,, (y»|0»)
dla poszczegdlnych pomiaréw n w N elementowej prébie sa niezalezne?.

W ogédlnosci w tresci skryptu, rozklady punktowe p,, (y,|0,) zmiennych Y;, chociaz sa tego samego
typu, jednak nie spelniaja warunku (1.5) charakterystycznego dla préby prostej. Taka ogdlna sytuacja

ma np. miejsce w analizie regresji (Rozdziat 1.3).

'Miara produktowa: Niech bedzie danych N przestrzeni probabilistycznych {Q1, Fi, Pi}, ..., {Qn~, Fn, Pn}, gdzie Q,
Fn, Py sa, dla kazdego n = 1,2, ..., N, odpowiednio n-ta przestrzenia zdarzen, o - cialem na §2,, oraz miara probabili-
styczna. Wprowadzmy na produkcie 2 = 1 x ... x Qn tzw. o - cialo produktowe F = F1 ® ... ® Fn bedace najmniejszym
o - cialem zawierajacym zbiory postaci A1 x ... X Ay gdzie A; € Fi, .., An € Fn.

Na produkcie 2 mozna zdefiniowac¢ miare produktowa P taka, ze:

P(Al X A2 X ... X AN) = Pl(Al)Pz(Az) PN(AN) . (11)

Zmienne niezalezne: Zmienne losowe Yi,...,Yn o wartosciach w R okreslone odpowiednio na {Q1,F1, P}, .. ,
{Qn~, Fn, P~} nazywamy niezaleznymi, gdy dla kazdego ciagu zbioréw borelowskich By, ..., By zachodzi réwnosé:

P(Yl € By, Y2 € Bsy,...YN € BN) = P1(Y1 € B1)P2(Y2 € Bz) ...PN(YN € BN) . (1.2)

Poniewaz po prawej stronie (1.2) stoja zdarzenia losowe Y, *(B,,), gdzie By, nalezy do o - ciata B(R), zatem stwierdzenie
(1.2) oznacza, ze zmienne losowe sq niezalezne wtedy i tylko wtedy, gdy o - ciata F,, generowane przez zmienne losowe
Yo, n=1,2,..., N, sq niezalezne [12].

2W przypadku analizy jednej zmiennej losowej Y, rozktady te obok niezaleznoéci spelniaja dodatkowo warunek:

Pn (ynl0n) =p(¥10) , (L5)

co oznacza, ze proba jest prosta.
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Pojecie estymatora parametru: Zatézmy, ze dane y = (y,)Y_, sa generowane losowo z punkto-
wych rozkladéw prawdopodobienstwa p,(y,|0,), n = 1,2,..., N, ktére chociaz nie sa znane, to
jednak zalozono o nich, ze dla kazdego n naleza do okreslonej, tej samej klasy modeli. Zatem funkcja
wiarygodnosci (1.3) nalezy do okreslonej, d = k x N - wymiarowej, przestrzeni statystycznej S.
Celem analizy jest oszacowanie nieznanych parametréow O, (1.4), poprzez funkcje:

O=0() = (61,09, ....00)" = (0,)N_, gdzie b, = D1n, Vo, ooy V)" = ((95)_1)n , (1.6)

n=1
majaca d = k x N sktadowych.
Kazda z funkgji 9y, = @lm(f/) jako funkcja proby jest statystyka, ktéra przez wzglad na to, ze stuzy
do oszacowywania wartoéci parametru v, nazywamy estymatorem tego parametru. Estymator pa-
rametru nie moze zaleze¢ od parametru, ktéry oszacowuje®.

Podsumowujac, odwzorowanie:
©:8—R? , (L.7)

gdzie B jest przestrzenia préby, jest estymatorem parametru (wektorowego) ©.

N
n=1’

Réwnania wiarygodnosci: Bedac funkcja © = (6,,)
)T

funkcja wiarygodnoéci stuzy do konstruk-
cji estymatoréow © = (01, 0y,...,0x)" = (6,)N_, parametréw © = (6,,)N_,. Procedura polega na
wyborze takich (én)ﬁzl , dla ktérych funkcja wiarygodnoéci przyjmuje maksymalna wartos¢, skad
statystyki te nazywamy estymatorami MNW.

Zatem warunek konieczny otrzymania estymatoréw © MNW sprowadza sie do znalezienia rozwia-
zania ukladu d = k x N tzw. réwnan wiarygodnosci [1]:

gdzie zagadnienie maksymalizacji funkcji wiarygodnosci P(y |©) sprowadzono do (na ogét) anali-
tycznie rownowaznego mu problemu maksymalizacji jej logarytmu In P(y |O).

Okreslenie funkcji wynikowej: Funkcje S (©) bedaca gradientem logarytmu funkcji wiarygodno-

$ci:
9ln P(y|0) d1ln P(y|©)
601 aﬂln
S(0) = gé)lnP(y |©) = : gdzie (911161;9(3/|@) = : , (1.9)
9ln P(y|©) " dln P(y|©)
691\] 8"9kn

nazywamy funkcjq wynikowaq.

Po otrzymaniu (wektora) estymatorow o, zmahksymalizowanq wartos¢ funkcji wiarygodnoéci de-
finiujemy jako numeryczna warto$¢ funkcji wiarygodnosci powstala przez podstawienie do P(y |O)
wartoéci oszacowanej © w miejsce parametru O.

Przyktad: Rozwazmy problem estymacji skalarnego parametru, tzn. © = 6 (tzn. k = 1 oraz N = 1),
dla zmiennej losowej Y opisanej rozkladem dwumianowym (Bernoulliego):

P(ylo) = ( ;” ) oY (1— )" . (1.10)

3Natomiast rozklad estymatora oszacowywanego parametru, zalezy od tego parametru.
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P(16)

0,2+

0,14

0,0 i , — 0
0,0 ‘ 0,5 1,0
y/m

Rysunek 1.1: Graficzna ilustracja metody najwiekszej wiarygodnosci dla P (y|6) okreslonego wzorem
(1.10) dla rozktadu dwumianowego. Przyjeto warto$¢ parametru m = 5. Na skutek pomiaru zaobser-
wowano warto$¢ Y réwna y = 1. Maksimum P (y|f) przypada na warto$¢ 6 réwna punktowemu
oszacowaniu f = y/m = 1/5 tego parametru. Maksymalizowana warto$¢ funkcji wiarygodnosci

wynosi P (y ] é) .

Estymacji parametru # dokonamy na podstawie pojedynczej obserwacji (dtugoé¢ préby N = 1)
zmiennej Y, ktérej iloraz Y/m nazywamy czestosciq. Parametr m charakteryzuje rozklad zmiennej
Bernoulliego Y (i nie ma zwiazku z dlugoscia N préby).

Zatem poniewaz y = (y1), wiec P (y|0) jest funkcja wiarygodnosci dla N = 1 wymiarowej préby.
Jej logarytm wynosi:

1np(y|e):1n(Z‘>+yln9+(m—y)m(1—9) . (1.11)

W rozwazanym przypadku otrzymujemy jedno réwnanie wiarygodnosci (1.8):
1 1
5(9)=5y—71_0(m—y)‘ g—g =0 (1.12)
a jego rozwiazanie daje estymator MNW parametru 6 rozktadu dwumianowego, réwny:

i Y
0=—= 1.13
- (1.13)

[lustracja powyzszej procedury znajdowania warto$ci estymatora parametru 6 jest Rysunek 1.1 (gdzie
przyjeto m = 5), przy czym na skutek pomiaru zaobserwowano warto$¢ Y réwna y = 1.
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1.2 Whnioskowanie w MNW

7 powyzszych rozwazan wynika, ze konstrukcja punktowego oszacowania parametru w MNW
oparta jest o postulat maksymalizacji funkcji wiarygodno$ci przedstawiony powyzej. Jest on wstepem
do statystycznej procedury wnioskowania. Kolejnym krokiem jest konstrukcja przedzialu wiarygod-
nosci. Jest on odpowiednikiem przedzialu ufnosci, otrzymywanego w czestotliwosciowym podejsciu
statystyki klasycznej do procedury estymacyjnej. Do jego konstrukcji niezbedna jest znajomo$é roz-
kladu prawdopodobienistwa estymatora parametru, co (dzieki “porzadnym” granicznym wlasnosciom
stosowanych estymatoréw) jest mozliwe niejednokrotnie jedynie asymptotycznie, tzn. dla wielkosci
proby dazacej do nieskonczonoéci. Znajomos¢ rozkladu estymatora jest tez niezbedna we wniosko-
waniu statystycznym odnoszacym sie do weryfikacji hipotez.

W sytuacji, gdy nie dysponujemy wystarczajaca iloscia danych, potrzebnych do przeprowadzenia
skutecznego czestotliwosciowego wnioskowania, Fisher [13] zaproponowat do okreslenia niepewno-
$ci dotyczacej parametru © wykorzystanie maksymalizowanej warto$¢ funkcji wiarygodnoéci.

Przedziat wiarygodnosci jest zdefiniowany jako zbiér wartosci parametru ©, dla ktérych funkcja
wiarygodnosci osiaga (umownie) wystarczajaco wysoka wartosc, tzn.:

P (y|©)

dla pewnego parametru obciecia c, nazywanego poziomem wiarygodnosci.

o, Seb (1.14)

Iloraz wiarygodnosci:
P(y|©)/P(y|©) (1.15)

reprezentuje pewien typ unormowanej wiarygodnodci i jako taki jest wielkoscia skalarna. Jednak z
powodu niejasnego znaczenia okreslonej wartosci parametru obcigcia ¢ pojecie to wydaje si¢ by¢ na
pierwszy rzut oka za stabe, aby dostarczyc taka precyzje wypowiedzi jaka daje analiza czestotliwo-
$ciowa.

Istotnie, warto$¢ ¢ nie odnosi sie do zadnej wielkosci obserwowanej, tzn. na przyklad 1%-we (¢ =
0, 01) obciecie nie ma $cistego probabilistycznego znaczenia. Inaczej ma sie sprawa dla czestotliwo-
Sciowych przedzialéw ufnosci. W tym przypadku warto$¢ wspétczynnika o = 0, 01 oznacza, ze gdy-
bysmy rozwazyli realizacj¢ przedzialu ufnosci na poziomie ufnosci 1 — o = 0,99, to przy pobraniu
nieskoniczonej (w praktyce wystarczajaco duzej) liczby probek, 99% wszystkich wyznaczonych prze-
dzialéw ufnosci pokrytoby prawdziwa (teoretyczna) warto$¢ parametru © w populacji generalnej
(skladajacej sie z N podpopulacji). Pomimo tej stabosci MNW zobaczymy, ze rozbudowanie analizy
stosunku wiarygodnoéci okazuje sie byc istotne we wnioskowaniu statystycznym analizy doboru mo-
deli i to az po konstrukcje réwnan teorii pola.

1.2.1 Wiarygodnoéciowy przedziat ufnosci

Przyktad rozktadu normalnego z jednym estymowanym parametrem: Istnieje przypadek po-
zwalajacy na prosta interpretacje przedziatu wiarygodnosciowego jako przedziatu ufnosci. Dotyczy
on zmiennej Y posiadajacej rozklad Gaussa oraz sytuacji gdy (dla préby prostej) interesuje nas es-
tymacja skalarnego parametru 6 bedacego wartoscia oczekiwana E(Y') zmiennej Y. Przypadek ten
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omowimy ponizej. W ogdlnosci, przedzial wiarygodnosci posiadajacy okreslony poziom ufnosci jest
nazywany przedziatem ufnosci.

Czestotliwosciowe wnioskowanie o nieznanym parametrze 6 wymaga okreslenia rozktadu jego esty-
matora, co jest zazwyczaj mozliwe jedynie granicznie [6]. Podobnie w MNW, o ile to mozliwe, korzy-
stamy przy duzych prébkach z twierdzen granicznych dotyczacych rozktadu ilorazu wiarygodnoéci
[6, 13]. W przypadku rozkladu normalnego i parametru skalarnego okazuje sie, ze mozliwa jest kon-
strukcja skonczenie wymiarowa.

Niech wiec zmienna Y ma rozklad normalny N (6, 02):

2\ _ o (y —6)?
D (y|0, o ) = T exp < prycal I (1.16)
Rozwazmy prébke y = (y1,...,yn), ktora jest realizacja préby prostej Yi zal6zmy, ze wariancja

o? jest znana. Logarytm funkcji wiarygodnosci dla N (9, 02) ma postac:

N 1 &
In P (y)0) = —5 In(27o?) — 53 > (yn—0)? (1.17)
n=1

N

gdzie ze wzgledu na probe prosta, w argumencie funkeji wiarygodnosci wpisano w miejsce © = (0),_;

parametr 6, jedyny ktéry podlega estymacii.

Korzystajac z funkcji wiarygodnoéci (1.17) otrzymujemy oszacowanie MNW parametru 6 réwne? § =

N . . 2
¥ = % > ¥n, co pozwala na zapisanie réwnosci nyzl (yn—0)* = 22;1 ((yn —0)+ (6 — 9))

n=1
= Zgzl (yn — 0)% + Z,]yzl (6 — 6)2. W Kkoricu, nieskomplikowane przeksztatcenia prowadza do na-
stepujacej postaci logarytmu ilorazu wiarygodnosci (1.15):
Plo) N

lnm - (é - 9)2 . (1.21)

Statystyka Wilka: Widac, ze po prawej stronie (1.21) otrzymaliémy wyrazenie kwadratowe. Poniewaz
Y jest nieobcigzonym estymatorem parametru 6, co oznacza, ze warto$é oczekiwana E(Y) = 6, zatem
(dla rozktadu Y ~ N (6,0?)) érednia arytmetyczna Y ma rozktad normalny N (9, %)

* Posta¢ estymatora parametru skalarnego 6 rozktadu N (9 , 02): Korzystajac z réwnania wiarygodnosci (1.8) dla przy-
padku skalarnego parametru 6, otrzymujemy:

0
5(0)\9:9 =250 In P(y \0)‘8:{9 =0, (1.18)

skad dla log-funkcji wiarygodnosci (1.17), otrzymujemy:
. 1
f=y=— n - 1.19
Y=Y (119)
Zatem estymatorem parametru 6 jest érednia arytmetyczna:

. 1 X
0=Y == Yu. (1.20)

Estymator i jego realizowana warto$¢ bedziemy oznaczali tak samo, tzn. 6 dla przypadku skalarnego i 6 dla wektorowego.
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7 normalnoéci rozkladu Y wynika, ze tzw. statystyka ilorazu wiarygodnosci Wilka:
P (?yé)
2
7= N Y X1>
P (er)

ma rozktad y2, w tym przypadku z jednym stopniem swobody [13].

W =2In (1.22)

Woyskalowanie statystyki Wilka w przypadku normalnym: Wykorzystujac (1.22) mozemy wyko-
na¢ wyskalowanie wiarygodnoéci oparte o mozliwos¢ powiazania przedziatu wiarygodnosci z jego
czestotliwosciowym odpowiednikiem.

Mianowicie z (1.22) otrzymujemy, ze dla ustalonego (chociaz nieznanego) parametru 6 prawdopo-

dobienstwo, ze iloraz wiarygodnos$ci znajduje si¢ w wyznaczonym dla parametru obciecia ¢, wiary-
godnosciowym przedziale ufnosci, wynosi:

P P<~Y|0)>c =P 21nP()~/|é)
P(?|é) P(f/w)

Zatem jesli dla jakiego$ 0 < oo < 1 wybierzemy parametr obciecia:

< —2lnc| =P (x% < =2Inc) . (1.23)

c=e Mama (1.24)
gdzie Xi (1—a) Jest kwantylem rzedu 100(1 — )% rozkladu y-kwadrat, to spelnienie przez 6 zwiazku:
P (17|0)
P (37|é)
oznacza, ze przyjecie wartosci ¢ zgodnej z (1.24) daje zbiér mozliwych wartosci parametru 6:

P (f/w)
0, ——=
P (Y|9)

nazywany 100(1 — o) %-owym wiarygodnosciowym przedziatem ufnosci. Jest on odpowiednikiem

P sc|l=pP (ﬁ < X%,(l—a)) —1-a (1.25)

>co (1.26)

wyznaczonego na poziomie ufnosci (1 — ) czestotliowsciowego przedzialu ufnosci dla 6. Dla analizo-
wanego przypadku rozktadu normalnego z estymacja skalarnego parametru 6 oczekiwanego poziomu
zjawiska, otrzymujemy po skorzystaniu z wzoru (1.24) warto$¢ parametru obciecia réwnego ¢ = 0.15
lub ¢ = 0.04 dla odpowiednio 95%-owego (1 — o = 0.95) badz 99%-owego (1 — a = 0.99) przedziatu
ufnoéci. Tak wiec w przypadku, gdy przedziat wiarygodnosci da sie wyskalowac rozktadem praw-
dopodobieristwa, parametr obciecia ¢ posiada wtasnosé wielkosci obserwowanej interpretowanej
czestotliwosciowo poprzez zwiqzek z poziomem ufnosci.

Zwr6émy uwagge, ze chociaz konstrukcje czestotliwo$ciowego i wiarygodnoséciowego przedziatu uf-
nosci sa rézne, to ich losowosé wynika w obu przypadkach z rozktadu prawdopodobienistwa esty-
matora 6.

Cwiczenie: W oparciu o powyisze rozwazania wyznaczyé, korzystajac z (1.21) ogdlna postac prze-
dziatu wiarygodnosci dla skalarnego parametru ¢ rozktadu normalnego.
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1.2.2 Rozktady regularne

Dla zmiennych o innym rozktadzie niz rozktad normalny, statystyka Wilka W ma w ogélnosci
inny rozktad niz x? [13]. Jesli wiec zmienne nie maja doktadnie rozktadu normalnego lub dysponu-
jemy za mala prébka by méc odwolywac sie do (wynikajacych z twierdzen granicznych) rozktadéw
granicznych dla estymatoréw parametréw, wtedy zwiazek (1.22) (wiec i (1.24)) daje jedynie przybli-
7one wyskalowanie przedziatu wiarygodnosci rozkladem 2.

Jednakze w przypadkach wystarczajaco regularnych rozktadow, zdefiniowanych jako takie, w kté-
rych mozemy zastosowac przyblizenie kwadratowe:

ln]f((z:zs R~ —ljF <é) (é - 9)2 , (1.27)

powyzisze rozumowanie oparte o wyskalowanie wiarygodnoéci rozktadem x? jest w przyblizeniu
stuszne. Wielko$¢ iF (é), ktéra pojawila sie powyzej jest obserwowang informacja Fishera, a po-
wyzsza formula stanowi powazne narzedzie w analizie doboru modeli. Mozna powiedzie¢, ze caty
skrypt koncentruje sie na analizie zastosowania (wartosci oczekiwanej) tego wyrazenia i jego uogél-
nien. Do sprawy tej wrocimy dale;.

Przykltad: Rozwazmy przypadek parametru skalarnego # w jednym eksperymencie (N = 1) ze
zmienna Y posiadajaca rozklad Bernoulliego z m = 15. W wyniku pomiaru zaobserwowali$my
warto$¢ Y = y = 3. Prosta analiza pozwala wyznaczy¢ wiarygodnoéciowy przedzial ufnosci dla
parametru 6. Poniewaz przestrzen Vj parametru 6 wynosi Vy = (0, 1), zatem latwo pokazac, ze dla
¢ = 0,01, c = 0,1 oraz ¢ = 0,5 miatby on realizacje odpowiednio (0,019;0, 583), (0, 046; 0, 465)
oraz (0,098;0,337). Widac, ze wraz ze wzrostem wartosci ¢, przedzial wiarygodnosci zaciesnia sie
wokoét wartoéci oszacowania punktowego 0=y /m = 1/5 parametru 6 i nic dziwnego, bo wzrost
wartoéci ¢ oznacza akceptowanie jako mozliwych do przyjecia tylko takich modelowych wartosci
parametru 6, ktére gwarantuja wystarczajaco wysoka wiarygodno$¢ probki.

Powyzszy przyklad pozwala naby¢ pewnej intuicji co do sensu stosowania ilorazu funkcji wiarygod-
nosci. Mianowicie po otrzymaniu w pomiarze okreslonej wartosci y/m oszacowujacej parametr 6,
jestesmy sktonni preferowaé model z taka wartoscia parametru 6, ktéra daje wieksza wartosé (loga-
rytmu) ilorazu wiarygodnosci P(y|0)/P(y|0). Zgodnie z podejéciem statystyki klasycznej nie ozna-
cza to jednak, ze uwazamy, ze parametr § ma jakis rozktad. Jedynie wobec niewiedzy co do mode-
lowej (populacyjnej) warto$¢ parametru 0 preferujemy ten model, ktéry daje wieksza wartosé ilorazu
wiarygodnosci w prébcee.

1.2.3 Weryfikacja hipotez z wykorzystaniem ilorazu wiarygodnoséci

Powyzej wykorzystaliémy funkcje wiarygodnosci do estymacji wartosci parametru ©. Funkcje
wiarygodnosci mozna réwniez wykorzysta¢ w drugim typie wnioskowania statystycznego, tzn. w
weryfikacji hipotez statystycznych.

Rozwazmy prosta hipoteze zerowa Hy : © = ©( wobec ztozonej hipotezy alternatywnej H; : © # O,.
W celu przeprowadzenia testu statystycznego wprowadzmy unormowana funkcje wiarygodnosci:

P (y©o)

. (y|@) : (1.28)

16



skonstruowana przy zatozeniu prawdziwoéci hipotezy zerowej. Hipoteze zerowa Hy odrzucamy na
rzecz hipotezy alternatywnej, jesli jej wiarygodnosé P (y|©p) jest “za malta”. Sugerowaloby to, ze zto-
zona hipoteza alternatywna H; zawiera pewna hipoteze prosta, ktéra jest lepiej poparta przez dane
otrzymane w proébce, niz hipoteza zerowa.

Jak o tym wspomnieliémy powyzej, np. 5%-owe obciecie ¢ w zagadnieniu estymacyjnym, samo w
sobie nie méwi nic o frakgji liczby przedzialéw wiarygodnosci pokrywajacych nieznana wartos¢ sza-
cowanego parametru. Potrzebne jest wyskalowanie ilorazu wiarygodno$ci. Réwniez dla weryfikacji
hipotez skalowanie wiarygodnosci jest istotne. Stwierdzili$émy, ze takie skalowanie jest mozliwe wtedy
gdy mamy do czynienia z jednoparametrowym przypadkiem rozkladu Gaussa, a przynajmniej z przy-
padkiem wystarczajaco regularnym.

Empiryczny poziom istotnoéci: W przypadku jednoparametrowego, regularnego problemu z (© =
(0)N_,) jak w Przykladzie z Rozdziahu 1.2.1, skalowanie poprzez wykorzystanie statystki Wilka shuzy
otrzymaniu empirycznego poziomu istotnosci p. Ze zwiazku (1.22) otrzymujemy wtedy przyblizony (a
doktadny dla rozktadu normalnego) empiryczny poziom istotnosci:

p o~ (?‘Hj > (y’é0b8> =P |2In P(ff‘é) > —2Incyps
( ) P (y[6o) = (Y|¢90)
= P (X > —2In Cobs) ,  gdzie  cops = P (y|A90) (1.29)

przy czym Ops jest wartoscia estymatora MNW 0 wyznaczona w obserwowanej (obs) prébee y. Po-
wyzsze okreslenie empirycznego poziomu istotnosci p oznacza, ze w przypadku wystarczajaco regu-
larnego problemu [13], istnieje typowy zwiazek pomiedzy prawdopodobieristwem (1.25), a empirycz-
nym poziomem istotnoéci p, podobny do zwiazku jaki istnieje pomiedzy poziomem ufnoéci 1 — «, a
poziomem istotnosci « w analizie czestotliwosciowej. I tak, np. w przypadku jednoparametrowego
rozktadu normalnego mozemy wykorzysta¢ warto$¢ empirycznego poziomu istotnosci p do stwier-
dzenia, ze gdy p < « to hipoteze Hy odrzucamy na rzecz hipotezy H;, a w przypadku p > « nie
mamy podstawy do odrzucenia Hy.

Problem bledu pierwszego i drugiego rodzaju: Jednakze podobne skalowanie ilorazu wiarygod-
nosci okazuje si¢ by¢ znacznie trudniejsze juz chociazby tylko w przypadku dwuparametrowego roz-
ktadu normalnego, gdy obok @ estymujemy o2 [13]. Wtedy okreslenie co oznacza sformutowanie ,zbyt
mata” wartoé¢ c jest dos¢ dowolne i zalezy od rozwazanego problemu lub wczesniejszej wiedzy wy-
nikajacej z innych Zrédel niz prowadzone statystyczne wnioskowanie. Wybér duzego parametru ob-
ciecia ¢ spowoduje, ze istnieje wigksze prawdopodobienstwo popelnienia btedu pierwszego rodzaju
polegajacego na odrzuceniu hipotezy zerowej w przypadku, gdy jest ona prawdziwa. Wybér matego
¢ spowoduje zwiekszenie prawdopodobienistwa popelnienia bledu drugiego rodzaju, tzn. przyjecia
hipotezy zerowej w sytuacji, gdy jest ona bledna.
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1.3 MNW w analizie regres;ji

Analiza zawarta w calym Rozdziale 1.3 oparta jest na przedstawieniu metody MNW w analizie
regresji klasycznej podanym w [14] i [15].
W metodzie regresji klasycznej, estymatory parametrow strukturalnych modelu regresji sa otrzy-
mane arytmetyczna metoda najmniejszych kwadratéw (MNR). Zmienne objasniajace X,, = z,,
n =1, ..., N, nie maja wtedy charakteru stochastycznego, co oznacza, ze eksperyment jest ze wzgledu
na nie kontrolowany.

MNR polega na minimalizacji sumy kwadratéw odchylenn obserwowanych wartoéci zmiennej ob-
jasnianej (tzw. odpowiedzi) od ich wartosci teoretycznych spelniajacych réwnanie regresji. MNK ma
znaczenie probabilistyczne tylko w przypadku analizy standardowej, gdy zmienna objasniana Y ma
rozktad normalny. Jej estymatory pokrywaja sie wtedy z estymatorami MNW. Pokazemy, ze tak sie
sprawy maja.

Zal6imy, ze zmienne Yi,Y5, ..., Yy odpowiadajace kolejnym warto$ciom zmiennej obja$niajacej,
X1, T2, ..., TN, sa wzgledem siebie niezalezne i maja rozktad normalny ze $rednia p,, = E (Y |z, ) =
E (Y;,) zalezng od wariantu zmiennej objasniajacej x,,, oraz taka sama wariancje o(Y,,) = o2(Y).
Funkcja wiarygodnosci probki (y1, yo, ..., yn) dla normalnego klasycznego modelu regresji z para-
metrem © = i = (u,,)_;, ma postac:

N N
P =Pl = 15 Gulin) = [T o ex0 {0 (v = )?
n=1

o V2mo? 20
N
1 1 )
= mexp{—2E<Yn—Mn> } ) (1.30)
(2mo2)™/ 20%

gdzie f (yn|pn), n = 1,2..., N, sa punktowymi rozktadami gestoéci prawdopodobienistwa Gaussa.
Wida¢, ze maksymalizacja P(u) ze wzgledu na (u,))_; pociaga za soba minimalizacje sumy kwa-
dratéw reszt® (SK R):

N
SKR = Z(Yn _Mn)2 ) (1'31)

n=1
gdzie p, = FE (Y |z, ) jest postulowanym modelem regresji. Zatem w standardowej, klasycznej anali-
zie regresji, estymatory MNW pokrywaja si¢ z estymatorami MNK. Widac, ze procedura minimalizacji
dla SK R prowadzi do liniowej w Y;, postaci estymatoréw ji,, parametrow fi,,.

Problem z nieliniowym ukladem réwnan wiarygodnosci: Jednak rozwiazanie uktadu réwnan wia-
rygodnosci (1.8) jest zazwyczaj nietrywialne. Jest tak, gdy otrzymany w wyniku ekstremizacji uktad
algebraicznych réwnan wiarygodnosci dla estymatoréw jest nieliniowy, co w konsekwencji oznacza,
ze mozemy nie otrzymac ich w zwartej analitycznej postaci. Przyktadem moze by¢ analiza regresji
Poissona, w ktérej do rozwiazania réwnan wiarygodnosci wykorzystujemy metody iteracyjne. W ta-
kich sytuacjach wykorzystujemy na ogot jaki§ program komputerowy do analizy statystycznej, np.
zawarty w pakiecie SAS. Po podaniu postaci funkcji wiarygodnoéci, program komputerowy dokonuje

SSSE w literaturze angielskiej.
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jej maksymalizacji rozwiazujac uklad (1.8) np. metoda Newton-Raphson’a [13, 15], wyznaczajac nu-
merycznie wartoéci estymatoréow parametréw modelu.

Testy statystyczne: Logarytm ilorazu wiarygodnosci jest rowniez wykorzystywany w analizie regresji
do przeprowadzania testéw statystycznych przy weryfikacji hipotez o nie wystepowaniu braku do-
pasowania modelu mniej zlozonego, tzw. “nizszego”, o mniejszej liczbie parametréw, w stosunku do
bardziej ztozonego modelu “wyzszego”, posiadajacego wigksza liczbe parametréow. Statystyka wyko-
rzystywana do tego typu testéw ma postac [14, 13, 16]:

e

(1.32)

gdzie P (17|(:)1) jest maksymalizowang wartoscia funkcji wiarygodnoéci dla modelu mniej ztozo-

nego, a P (?\@2) dla modelu bardziej ztozonego. Przy prawdziwoéci hipotezy zerowej Hy o braku
koniecznosci rozszerzania modelu nizszego do wyzszego, statystyka (1.32) ma asymptotycznie rozklad
x? z liczba stopni swobody réwna réznicy liczby parametréw modelu wyzszego i nizszego.

Analogia wspotczynnika determinacji: Maksymalizowana warto$¢ funkcji wiarygodnosci zacho-
wuje sie podobnie jak wspétczynnik determinacji R? [14, 15], tzn. roénie wraz ze wzrostem liczby
parametréw w modelu, zatem wielko$¢ pod logarytmem nalezy do przedziatu (0, 1) i statystyka (1.32)
przyjmuje wartoéci z przedziatu (0, +00). Stad (asymptotycznie) zbiér krytyczny dla Hy jest prawo-
stronny. Im lepiej wigc model wyzszy dopasowuje si¢ do danych empirycznych w stosunku do mo-
delu nizszego, tym wieksza jest warto$¢ statystyki ilorazu wiarygodnosci (1.32) i wieksza szansa, ze
wpadnie ona w przedziat odrzucen hipotezy zerowej Hy, ktéry lezy w prawym ogonie wspomnianego
rozktadu x? [14, 15].
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1.3.1 Deuwiancja jako miara dobroci dopasowania. Rozktad Poissona.

Rozwazmy zmienna losowa Y posiadajaca rozktad Poissona. Rozktad ten jest wykorzystywany
do modelowania zjawisk zwiazanych z rzadko zachodzacymi zdarzeniami, jak na przyklad z liczba
rozpadajacych sie niestabilnych jader w czasie t. Ma on postac:

ek
p(Y =ylu) = v oraz y=0,1,...,00, (1.33)

gdzie p jest parametrem rozktadu. Zmienna losowa podlegajaca rozktadowi Poissona moze przyjac
tylko nieujemna warto$¢ catkowita. Rozktad ten mozna wyprowadzi¢ z rozkladu dwumianowego,
badz wykorzystujac rozktady Erlanga i wykladniczy [11].

Zwiazek wariancji z wartoscia oczekiwana rozktad Poissona: Rozklad Poissona posiada pewnag in-
teresujaca wlasciwos¢ statystyczna, mianowicie jego warto$¢ oczekiwana, wariancja i trzeci moment
centralny sa réwne parametrowi rozkladu p:

E(Y)=0*(Y)=pz=p. (1.34)

Aby pokaza¢ dwie pierwsze réwnosci w (1.34) skorzystajmy bezposrednio z definicji odpowiednich
momentéw, otrzymujac:

E(Y) = Y yp(Y=ylu= Zy Mye MZ “Z(yuyl),
y=1 ’

y=0

= e_“,uz a _“,uz =e tuet =p, (1.35)
= (y —1)! !

oraz, korzystajac z (1.35):

FY)=EY?) - [EMP=EN?) —p’ =)y p(Y =yl -4’

y=0
o0 _ o0 o0 l
pe . v - 7
D a0 M re BT BRI
o y! — " (y - 1) p. I
Y= y= =0
e ,Ul
e [le' +et| —pt=etuletut e —pt = (P p) —pt=p. (136
=0

Uwaga: Zatem otrzymalismy waznq wtasnosé rozktadu Poissona, ktéra moéwi, ze stosunek dysper-
sji o do wartosci oczekiwanej E(Y') maleje pierwiastkowo wraz ze wzrostem poziomu zmiennej Y
opisanej tym rozktadem:

o 1
BY) = ﬁ . (1.37)

Fakt ten oznacza z zalozenia inne zachowanie sie odchylenia standardowego w modelu regresji Po-

issona niz w klasycznym modelu regresji normalnej (w ktérym zaktadamy jednorodno$¢ wariancji
zmiennej objasnianej w réznych wariantach zmiennej objaéniajacej).

Cwiczenie: Pokazac (1.34) dla trzeciego momentu.
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Przyczyna nielosowej zmiany wartosci zmiennej objasnianej: Rozwazmy model regres;ji dla zmien-
nej objasnianej Y posiadajacej rozklad Poissona. Zmienne Y,,,n = 1,2, ..., N posiadaja wiec réwniez
rozktad Poissona i zaktadamy, ze sa parami wzajemnie niezalezne. Niech X jest zmienna objasnia-
jaca (tzw. czynnikiem) kontrolowanego eksperymentu, w ktérym X nie jest zmienna losowsa, ale jej
zmiana, jest rozwazana jako mozliwa przyczyna warunkujaca nielosowq zmiane wartosci zmiennej
Y.

Gdy czynnikéw X, X, ... X}, jest wiecej, wtedy dla kazdego punktu n préby podane sa wszystkie ich
wartosci:

Tin, Ton, - Thn , gdzie m=1,2 ..., N | (1.38)

gdzie pierwszy indeks w z;,, i = 1, 2, ..., k, numeruje zmienna objasniajaca.

Brak mozliwosci eksperymentalnej separacji podstawowego kanatu n: Niech z,, = (215, oy, ...,
Zkn) O0znacza zbior wartosci jednego wariantu zmiennych (X5, Xo, ..., X} ), tzn. dla jednej konkretnej
podgrupy n. Zwré¢my uwage, ze indeks proby n numeruje podgrupe, co oznacza, ze w pomiarze
wartosci Y, nie ma mozliwoéci eksperymentalnego siegniecia “w glab” indeksu n - tego kanatu, tzn.
do rozréznienia wpltywoéw na warto$é y,, ptynacych z réznych “pod-kanaléw” i, gdzie i = 1,2, ... k.

Model podstawowy: Zakladajac brak zaleznoéci zmiennej Y od czynnikéw X, Xo, ... X}, rozwaza

N
n=1’

sie tzw. model podstawowy. Dla rozktadu (1.33) i préby Y = (V5,) funkcja wiarygodnosci przy

parametrze © = y = (p1,,))_;, ma postac:

NV (HN_ MY"> exp (— Yoo )
~ . e . n=1Mn n=1Mn
P (Ym) - E T = Ty : (1.39)

N

jest wiec wyrazona jako funkcja wektorowego parametru p = (p,),—, gdzie kazdy z parametréw

pn = E(Y},) jest parametrem skalarnym. Rozwazmy uklad réwnain MNW:

ai [lnP (}N/mﬂ =0, n=12,..,.N. (1.40)

n

Dla funkcji wiarygodnosci (1.39) otrzymujemy:

N N N
lnP(f/\,u> :Z;Ynlnun—z_:l,un—z_:lln}/n! . (1.41)

Zatem rozwiazanie ukladu (1.40) daje:
pn=fin=Y,, n=1,2.... N, (1.42)

jako estymatory modelu postawowego. Zatem funkcja wiarygodnoséci (1.39) modelu podstawowego
przyjmuje w punkcie p zadanym przez estymatory (1.42) warto$¢ maksymalna:

(HnN:I Ynyn> exXp (_ 27]:7:1 Yn)
[T Ya!

gdzie zastosowano oznaczenie [i = (fi1, fi2, ...[iN ).

P (17|g) - , (1.43)
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1.3.2 Analiza regresji Poissona.

Niech zmienna zalezna Y reprezentuje liczbe zliczen badanego zjawiska (np. przypadkéw awarii
okreslonego zakupionego sprzetu), otrzymana dla kazdej z N podgrup (np. klienckich). Razda z tych
podgrup wyznaczona jest przez komplet wartosci zmiennych objasniajacych X = (X1, Xo, ..., Xi) =
x = (1,22, ..., T)) (np. wiek, poziom wyksztalcenia, cel nabycia sprzetu). Zmienna Y, okresla liczbe
zliczeni zjawiska w n-tej podgrupie, n = 1,2, ..., N. W konkretnej prébee (Y,,)_; = (y.)_,.
Okresélenie modelu regresji Poissona: Rozwazmy nastepujacy model regresji Poissona:

n = E(Yy)=lyr (2, 8), n=1,2,..,N, (1.44)

opisujacy zmiane warto$ci oczekiwanej liczby zdarzen Y,, (dla rozktadu Poissona) wraz ze zmiana
wariantu T, = (T1p, Tan, -, Thn)-

Funkcja regresji po prawej stronie (1.44) ma dwa czynniki. Funkcyjny czynnik funkgji regresji, r (z,, ),
opisuje tempo zdarzeri okreslanych mianem porazek (np. awarii) w n-tej podgrupie (tzn. jest czesto-
Scia tego zjawiska), skad r (x,,, 8) > 0, gdzie 5 = (5o, 51, ---, Bk ) jest zbiorem nieznanych parametréw
tego modelu regresji. Natomiast czynnik ¢, jest wsp6tczynnikiem okreslajacym dla kazdej n-tej pod-
grupy (np. klientéw) skumulowany czas prowadzenia badari kontrolnych dla wszystkich jednostek
tej podgrupy.

Poniewaz funkcja regresji® r (z,,, 3) przedstawia typowa liczbe porazek na jednostke czasu, zatem
nazywamy ja ryzykiem.

Uwaga o postaci funkgji regresji: Funkcje r (x,,, ) mozna zamodelowac na rézne sposoby [13]. Wpro-
wadZmy oznaczenie:

k
o= o+ S B sm (1.45)
j=1

Funkcja regresji r (x,,, ) ma ré6zna posta¢ w zaleznosci od typu danych. Moze mieé ona postac cha-
rakterystyczna dla regres;ji liniowej (wielokrotnej), v (z,,, 5) = A}, ktdra stosujemy szczegélnie wtedy
gdy zmienna Y ma rozktad normalny. Postaé r (x,,3) = 1/X} jest stosowana w analizie z danymi
pochodzacymi z rozktadu eksponentialnego, natomiast 7 (x,, ) = 1/(1 +exp(—A})) w modelowa-
niu regresji logistycznej dla opisu zmiennej dychotomicznej[14, 13].

Postac funkcji regresji uzyteczna w regresji Poissona jest nastepujaca:

k
j=1

Ogolniej méwiac analiza regresji odnosi sie¢ do modelowania wartoéci oczekiwanej zmiennej zaleznej
(objasnianej) jako funkcji pewnych czynnikéw. Postaé funkcji wiarygodnoéci stosowanej do estyma-
cji wspotczynnikéw regresji S odpowiada zatozeniom dotyczacym rozktadu zmiennej zaleznej. Tzn.
zastosowanie konkretnej funkcji regresji 7(x,, 5), np. jak w (1.46), wymaga okreslenia postaci funkcji

®Czynnik 7 (2, 8) nazywany dalej funkcja regresji, chociaz wlasciwie nazwa ta odnosi sie do calej E (Y;,).
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czestosci r(x,, ), zgodnie z jej postacia dobrana do charakteru losowej zmiennej Y przy ktérej ge-
nerowane s3 dane w badanym zjawisku. Na og6} przy konstrukcji (z,,, 3) pomocna jest uprzednia
wiedza dotyczaca relacji miedzy rozwazanymi zmiennymi.

Funkcja wiarygodnosci dla analizy regresji Poissona: Poniewaz Y,, ma rozklad Poissona (1.33) ze
srednia pip, p (Yolpn) = Y, e M on =1,2,.., N, zatem dane Y,, = 0,1, ..., 00 dla okreslonego
n =1,2,..., N sa generowane z rozkltadéw warunkowych:

[ Y
p(Yn‘ﬁ) _ [ nr(l'naﬂ)] e—én r(zn,B) ’ (147)
Y,!
wokol funkeji regresji, (1.44), o, = £y 7(2p, 8),dlan = 1,2, ..., N. Funkcja wiarygodnosci dla analizy
regresji Poissona ma wiec postac:

N (b (@, )" et (o P)

P(V18) = Hp vl =11 ¢ -
n=1 ne

I (2 B) exp = X0 b (@0, B) .

B [Io Yol | o

Aby w praktyce postuzyc sie funkcja regres;ji r(x,,, 5) bedaca okreslona funkcja zmiennej A} = 5y +
Z?:l Bjxjn, parametry 3o, B1, ..., B musza by¢ oszacowane. Estymatory MNW, Bg, 31, e Bk tych
parametréw otrzymuje sie rozwiazujac k + 1 réwnan wiarygodnosci:

B - .
wﬁp@@_mj_m%wk (1.49)

W przypadku regresji Poissona P (?m) jest okreslona zgodnie z (1.48).

Algorytmy IRLS: Zauwazmy, ze dla rozktadu Poissona zachodzi zgodnie z (1.34) oraz (1.44), o2 (Y;,) =
E (Y,) = lyr (xn, B), co 0znacza, ze wariancja o (Y,) zmiennej objasnianej nie jest stata lecz,
zmienia sie jako funkcja ¢,, oraz x,, wchodzqc w analize z réznymi wagami wraz ze zmiang n.
Na fakt ten zwrdcili$émy juz uwage przy okazji zwiazku (1.37). Poniewaz ukltad réwnan wiarygodnosci
(1.49) jest na 0g6} rozwiazywany iteracyjnymi metodami numerycznymi [14], a wariancja o2 (Y;,) jest
rowniez funkcja B, zatem na kazdym kroku procesu iteracyjnego wagi te zmieniaja si¢ jako funkcja
zmieniajacych sie sktadowych estymatora B. Algorytmy takiej analizy okresla sie ogélnym mianem
algorytméw najmniejszych kwadratéw’ iteracyjnie wazonych (IRLS).

Uwaga o programach: Rézne programy do analiz statystycznych, w tym SAS wykorzystujacy pro-

cedure PROC GENMOD, moga by¢ uiyte do znajdowania estymatoréw 5 MNW dla funkgji wiary-

8

godnosci (1.48). Réwniez obserwowana macierz kowariancji estymatoréw® oraz miary dobroci do-

"Nalezy jednak pamieta¢, ze zwrotu “najmniejszych kwadratéw” nie nalezy tu bra¢ dostownie, gdyz metoda najmniej-
szych kwadratéw ma sens jedynie wtedy, gdy rozklad zmiennej Y jest normalny (por. Rozdzial 1.3).

80bserwowana macierz (wariancji-) kowariancji V (3) estymatoréw 3 MNW jest zdefiniowana jako odwrotnogé¢ macie-
rzy obserwowanej informacji Fishera (2.4) [13]:

V(B):=F"'(B). (1.50)
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pasowania modelu, takie jak oméwiona dalej dewiancja, moga by¢ otrzymane przy uzyciu powyzej
wspomnianych programow.

1.3.2.1 Test statystyczny dla doboru modelu w regresji Poissona

Uwaga o wigkszej wiarygodnosci modelu podstawowego: Maksymalna warto$¢ funkcji wia-
rygodnosci P (y|p) wyznaczona w oparciu o (1.43) bedzie, dla kazdego zbioru danych i dla liczby
parametréow k + 1 < N, wieksza niz otrzymana przez maksymalizacje funkcji wiarygodnosci (1.48).
Jest tak, poniewaz w wyrazeniu (1.43) na funkcje wiarygodnosci modelu podstawowego nie narzuca
sie zadnych ograniczen na postaé yi,,, natomiast (1.48) wymaga aby p, = €7 (4, ).

Hipoteza zerowa o nie wystepowaniu braku dopasowania w modelu nizszym: Zgodnie z powyz-
szym zdaniem, analize doboru modelu regresji mozna rozpocza¢ od postawienia hipotezy zerowe;j
wobec alternatywnej. W hipotezie zerowej wyrdznimy proponowany model regresji. Wyboér modelu
badanego oznacza wybér funkcji wiarygodnosci (1.48) z nim zwiazanej. Stawiamy wiec hipoteze ze-
rowa:

HO :}un:gnr(xnvﬁ)an:1727"'>N7 (151)
ktéra odpowiada wyborowi modelu z funkcja wiarygodnosci (1.48), wobec hipotezy alternatywnej:
Ha: pp nie ma ograniczonej postaci, n=1,2,.... N | (1.52)

ktéra odpowiada wyborowi modelu podstawowego zawierajacego tyle parametréw i, ile jest punk-
tow pomiarowych, tzn. N, z funkcja wiarygodnosci (1.43).

Niech wiec P (}N/| B) jest maksymalna warto$cia funkcji wiarygodnosci okreslona jak w (1.48). Ozna-

cza to, ze w miejsce parametréw 3 = (So, f1, ..., Bk ) podstawiono ich estymatory B = (Bo, Bl, - 5k>
wyznaczone przez MNW, jako te ktére maksymalizuja funkcje wiarygodnosci (1.48). Podobnie rozu-

miemy funkcje wiarygodnosci P <l~/|ﬂ) modelu podstawowego.

Poniewaz celem kazdej analizy jest otrzymanie mozliwie najprostszego opisu danych, model p,, =
lnr (2, ) zawierajacy k + 1 parametréw [, bedzie uznany za dobry, jesli maksymalna wartos$é
funkcji wiarygodnosci wyznaczona dla niego, bedzie prawie tak duza, jak funkcji wiarygodnosci dla
nie niosacego zadnej informacji modelu podstawowego z liczba parametréw g, réwna licznie punk-
tow pomiarowych N. Sformulowanie ,prawie tak duza” oznacza, ze warto$¢ funkcji wiarygodnosci
P(y|/3) nie moze by¢ istotnie statystycznie mniejsza od P (y|fi). Zasadniczo powinno to oznacza,
ze musimy podac¢ miary pozwalajace na okreslenie statystycznej istotnosci przy postugiwaniu sie in-
tuicyjnym parametrem obciecia ¢ (Rozdzial 1.2). Okazuje sig, ze dla duzej préby, miary typu (1.53),
podane ponizej, uzyskuja cechy pozwalajace na budownie wiarygodnoséciowych obszaréw krytycz-
nych nabywajacych charakteru standardowego (czestotliwosciowego).

Okreslenie dewiancji: Wprowadzmy statystyke typu ilorazu wiarygodnosci:

P(Y|5)

. <§|ﬂ) (1.53)

D (5) — 2In
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nazywana dewiancjq (deviance) dla modelu regresji, w tym przypadku dla modelu Poissona z okre-
$lona postacia p, = £pr (24, 3). Sluzy ona do badania dobroci dopasowania modelu z zadana po-
stacia i, = €1 (zy, 8) w stosunku do modelu podstawowego, bez narzuconej postaci na fi,,, tzn. do
stwierdzenia, czy P(y|3) jest istotnie mniejsza od P (y|f1), co sugerowaloby istotny statystycznie brak
dopasowania badanego modelu p,, = ¢, (z,, ), do danych empirycznych. Jak pokazemy ponizej
dewiancja moze by¢ rozumiana jako miara zmiennosci reszt (tzn. odchylenia wartosci obserwowa-
nych w proébie od wartosci szacowanych przez model) wokd? linii regres;ji.

Przy prawdziwosci hipotezy Hy : p,, = €yr (2, 5), rozklad dewiancji D (/3’) dla regres;ji Poissona,
mozna asymptotycznie przyblizyé rozkladem chi-kwadrat (por. dyskusja w [13, 14]) z N — k — 1 stop-
niami swobody.

Zatem statystyczny test dobroci dopasowania, tzn. niewystepowania braku dopasowania badanego
modelu Hy : pi, = £,7 (x4, ), w stosunku do modelu podstawowego, przebiega w regresji Poissona
nastepujaco: Poréwnujemy otrzymana w prébie warto$¢ statystyki D(B ) z wartoscia krytyczna lezaca
w prawym ogonie rozkladu chi-kwadrat (o N — & — 1 stopniach swobody). Przyjecie przez D (B)
wartosci rownej lub wiekszej od krytycznej skutkuje odrzuceniem hipotezy zerowe;j.

Wyznaczenie liczby stopni swobody dewiancji: Podana liczba stopni swobody dewiancji D (B)

wynika z nastepujacego rozumowania. Zapiszmy (1.53) w postaci:
D (ﬁ) Y2 P (17|B) — 2P (17|,1) : (1.54)

co po skorzystaniu z (1.48) dla 3 = 3 ma postaé:

D ()23 ) =2 (V)220 (ﬂ yn!) o (ﬁ (tar (i 3))“) 159

Mozna zauwazyc, ze prawa strona tego réwnania ma N-stopni swobody. Istotnie, ze wzgledu na
(1.42)%, i = (fin) = (Yn), n = 1,2,..., N, liczba niezaleznych zmiennych po prawej strony po-
wyzszego roéwnania, ktérych wartosci trzeba okreéli¢ z eksperymentu, wynosi V. Natomiast drugi
sktadnik po lewej stronie ma liczbe stopni swobody réwna k + 1, co jest liczba estymatoréw parame-
trow strukturalnych 3 modelu regresji, ktérych warto$ci trzeba okresli¢ z eksperymentu. Poniewaz
liczba stopni swobody po prawej i lewej stronie réwnania musi by¢ taka sama, zatem liczba stopni

~

swobody dewiancji D(/3) wynosi N — k — 1.

Testy ilorazu wiarygodnoéci: Dewiancje dla hierarchicznych klas modeli moga stuzy¢ do budowy
testéw stosunku wiarygodnosci. Zwréémy szczegolnie uwage na funkcje wiarygodnosci (1.48) zawie-

rajaca zbior parametréw 5 = (B, 51, ---.., Ok ) z dewiancjq D (B) dana wyrazeniem (1.53). Przypu-
§¢my, ze chcemy zweryfikowac hipoteze o tym, ze k — r (gdzie 0 < r < k) ostatnich parametréw
bedacych sktadowymi wektora S jest réwnych zeru.

Hipoteza zerowa, o nieistotno$ci rozszerzenia modelu nizszego do wyzszego, ma wtedy postac:

Ho:Br41=0Fri2=...=B =0, (1.56)

W przyjetym przedstawieniu danych jak dla diagramu punktowego, N jest ogélnie liczba punktéw pomiarowych (réwna

liczbie wariant6w czy komorek). Tylko dla modelu podstawowego jest N réwniez liczba parametréw.
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Hipoteza alternatywna H 4 mowi, ze przynajmniej jeden z parametréw strukturalnych 5,41, 542,
..oy Bk jest rézny od zera.

Funkcja wiarygodnosci przy prawdziwo$ci hipotezy zerowej Hy, (1.56), ma postac taka jak w (1.48),
tyle, ze zastapiono w niej parametr J parametrem B(r):

By = (Bo, B1, -+, Br; 0,0,...,0) gdzie liczba zer wymnosi k —1 . (1.57)

Oznaczmy funkcje wiarygodnosci tego modelu jako P (f’\ Biry)sa B(r) niech bedzie estymatorem MNW
wektorowego parametru f3,, wyznaczonym przez rozwiazanie odpowiadajacego mu uktadu réwnan
wiarygodnosci (oczywiscie dla niezerowych parametréw Sy, 51, ..., 5;). Estymator B(T) = (BO, Bi, ...,

$,: 0,0, ...,0) maksymalizuje funkcje wiarygodnosci P <§~/]6(r)).

Test ilorazu wiarygodnosci dla weryfikacji hipotezy Hy przeprowadzamy postugujac si¢ statystykaq
ilorazu wiarygodnosci:

P (ﬁ@(m)

—21In s (?‘B)

(1.58)
ktéra przy prawdziwoéci hipotezy zerowej ma asymptotycznie rozklad chi-kwadrat z £ — r stopniami
swobody, co wida¢, gdy zapiszemy (1.58) jako réznice dewiancji:

P (V1)
P (ff\ ,&)

—2In M = —2In M +2In
P(?\B) P(?m)

oraz skorzystamy z podobnej analizy jak dla (1.55).

-D (B(T)) D (ﬁ) , (1.59)

Zatem, przy prawdziwosci hipotezy zerowej (1.56), ktéra mozna zapisa¢ jako Hy : 41 = Bri2 =

... = B = 0, réznica D(f;)) — D(3) ma dla duzej préby w przyblizeniu rozktad chi-kwadrat z k —r
stopniami swobody.

Whiosek: Jesli uzywamy regresji Poissona do analizowania danych empirycznych, modele tworzace
hierarchiczne klasy moga by¢ poréwnywane miedzy soba poprzez wyznaczenie statystyki ilorazu
wiarygodnosci (1.58), lub co na jedno wychodzi, poprzez wyznaczenie réznicy (1.59) miedzy parami
dewiancji dla tych modeli. Nalezy przy tym pamieta¢ o wniosku jaki juz znamy z analizy dewiancji,
ze im model gorzej dopasowuje sie do danych empirycznych tym jego dewiancja jest wieksza.

1.3.2.2 Podobienstwo dewiancji do SRR analizy czestotliwosciowej

Warunkowe wartoéci oczekiwane y,, = E(Yy,) = €pr(xy, 5),n = 1,2, ..., N, (1.44), sa w analizie
regresji przyjmowane jako teoretyczne przewidywania modelu regresji dla wartoéci zmiennej obja-
$nianej Y,,, zwanej odpowiedzia (uktadu). W prébie odpowiadaja im oszacowania, oznaczone jako Yo,
ktére w n-tej komédree sa nastepujace:

A

Vo =tlpr(zn,B), n=1,2.,N, (1.60)
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zgodnie z wyestymowana postacia modelu regresji. Wykorzystujac (1.60) mozemy zapisa¢ dewiancje
modelu (1.53) nastepujaco:

D (5> —2In @ o 12, V¥ exp (_ >
P (ﬁﬂ) HN_1 YY" exp (_ ZN Yn)

N
ZY ny, — ZY ZY InY,+>» Y,

(1.61)

tzn:

D (5) - zné [Yn In <§:> - (Yn - Yn)} . (1.62)

Podobienstwo D do SK R: Powyzisza posta¢ dewiancji oznacza, ze D(B) zachowuje si¢ w poniz-
szym sensie jak suma kwadratéw reszt SK R = Eﬁ;l(Yn — Y,)? w standardowej wielorakiej re-
gresji liniowej. Otéz, gdy dopasowywany model dokladnie przewiduje obserwowane wartosci, tzn.
Y, =Y, n=12.,N wtedy, jak SK R w analizie standardowej, tak D(B) w analizie wiarygod-
nosciowej jest réwne zeru [14, 17]. Z drugiej strony warto$é D(B) jest tym wieksza im wieksza jest
réznica miedzy wartoéciami obserwowanymi Y;, i warto$ciami przewidywanymi Y, przez oszaco-
wany model.

Asymptotyczna posta¢ D: W analizowanym modelu Y,,, n = 1,2, ..., N sa niezaleznymi zmiennymi
Poissona (np. zmiennymi czestoéci), natomiast wartosci Yy, sa ich przewidywaniami. Nietrudno prze-
konac sie, ze gdy wartoéci przewidywane maja rozsadng warto$é!?, np. Y,, > 3 oraz (Y, — }Afn) << Y,
n=1,2,.,N takie (Y,—Y,)/Y, << 1, wtedy wyrazenie w nawiasie kwadratowym w (1.62) mozna
przyblizyé przez (Y, — Y;,)2/(2Y;), a statystyke (1.62) moina przyblizyc statystyka o postaci:

N2

¥ )

v (v
Z , (1.63)

ktora (dla duzej préby) ma rozklad chi-kwadrat z N — k — 1 stopniami swobody [14].

107 auwazmy, ie statystyka (1.63) moze mie¢ mylaco duza wartosé gdy wielkosci Yy, s bardzo mate.
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1.4 Zasada niezmienniczosci ilorazu funkcji wiarygodnosci

7. powyzszych rozwazan wynika, ze funkcja wiarygodnosci reprezentuje niepewnoéc dla usta-
lonego parametru. Nie jest ona jednak gestoécia rozkladu prawdopodobienistwa dla tego parametru.
Pojecie takie bytoby catkowicie obce statystyce klasycznej (nie wlaczajac proceséw stochastycznych).
Inaczej ma si¢ sprawa w tzw. statystyce Bayesowskiej. Aby zrozumie¢ réznice pomiedzy podejsciem
klasycznym i Bagesowskim [18] rozwazmy transformacje parametru.

Przyklad transformacji parametru: Rozwazmy eksperyment, w ktérym dokonujemy jednokrotnego
pomiaru zmiennej o rozktadzie dwumianowym (1.10). Funkcja wiarygodnosci ma wiec posta¢ P() =

" 6% (1 — 6)™~*. Niech parametr m = 12 a w pomiarze otrzymano z = 9. Testujemy model, dla
x

ktérego 6 = 0; = 3/4 wobec modelu z § = 6, = 3/10. Stosunek wiarygodnosci wynosi:

( m ) 69 (1—6,)3
P60, =3/4 z
(01 =3/4) _ = 173.774 (1.64)
P(62 = 3/10) m f
05 (1 — 65)3
x
Dokonajmy hiperbolicznego wzajemnie jednoznacznego przeksztalcenia parametru:
v =1/0. (1.65)
Funkcja wiarygodnosci po transformacji parametru ma postaé P(¢)) = " (1/9)*(1 = 1 /)™=,
x
Wartosci parametru ¢ odpowiadajace wartosciom 6; i 03 wynosza odpowiednio ¢; = 4/3 oraz

1o = 10/3. katwo sprawdzi¢, ze transformacja (1.65) nie zmienia stosunku wiarygodnosci, tzn.:

P(r=4/3)  P(1=3/4) _
Blug —10/3) ~ P(01 = 3/10) 173.774 . (1.66)

Niezmienniczoé¢ stosunku wiarygodnoéci: Zatem widac, ze stosunek wiarygodnosci jest niezmien-
niczy ze wzgledu na wzajemnie jednoznacza transformacje parametru. Gdyby transformacja parame-
tru byta np. transformacja “logit” v» = In(/(1 — #)) lub paraboliczna 1) = 62, to sytuacja takze nie
ulegtaby zmianie. Rowniez w ogélnym przypadku transformacji parametru wlasnoé¢ niezmienni-
czosci stosunku wiarygodnosci pozostaje stuszna. Oznacza to, ze informacja zawarta w prébce jest
niezmiennicza ze wzgledu na wybdér parametryzacji, tzn. powinnismy by¢ w takiej samej sytuacji nie-
wiedzy niezaleznie od tego jak zamodelujemy zjawisko, o ile réznica w modelowaniu sprowadza si¢
jedynie do transformacji parametru. W omawianym przykladzie powinniémy réwnie dobrze méc
stosowac¢ parametr 6, jak 1/6, 6%, czy In(6/(1 — 0)).

Uwaga o transformacji parametru w statystyce Bayesowskiej: Natomiast sytuacja ma si¢ zupel-
nie inaczej w przypadku Bayesowskiego podejscia do funkcji wiarygodnosci [18], w ktérym funkcja
wiarygodnosci uwzglednia (Bayesowski) rozktad prawdopodobienstwa f(6|z) parametru §. Oznacza
to, ze Jakobian transformacji § — 1 parametru, modyfikujac rozktad parametru, zmienia réwniez
funkcje wiarygodnoéci. Zmiana ta zalezy od warto$ci parametru, réznie zmieniajac licznik i mianow-
nik w (1.64), co niszczy intuicyjnq wlasnoé¢ niezmienniczo$ci ilorazu wiarygodnosci ze wzgledu na
transformacje parametru [13].
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Rozdzial 2

Entropia wzgledna i informacja Fishera

W pozostalych czeséciach skryptu nie bedziemy zajmowali sie modelami regresyjnymi. Oszaco-
wywany wektorowy parametr ©, od ktérego zalezy funcja wiarygodnosci P(O) ma posta¢ © =
(01,09, ....08)" = (Hn)fyzl jak w (1.4), gdzie 0, = (V1n, D2, ., Ipn)? = ((195)]8“:1)”, skad liczba
wszystkich parametréw wynosi d = k x N. Aby nie komplikowac zapisu bedziemy stosowali ozna-
czenie © = (01, 0s, ...,04)7 = (Gi)le, gdzie indeks i = 1, 2, ..., d zastapil pare indekséw sn.

Niech © = <é1, ég, e éd) jest estymatorem MNW wektorowego parametru © = (601,0s, ...,04),
otrzymanym po rozwiazaniu uktadu réwnan wiarygodnosci (1.8). Rozwiazanie to, jako maksymalizu-
jace funkcje wiarygodnogci, musi spelnia¢ warunek ujemnej okreglonosci formy kwadratowe;':

d 9?In P

=, 06,00

|o—6 A0:AG; (2.2)

edzie przyrosty A6;, Af; nie zeruja si¢ jednoczeénie. W przypadku skalarnym (tzn. jednego parametru
© = 0 = U) warunek ten oznacza ujemno$¢ drugiej pochodnej logarytmu funkcji wiarygodnosci w
punkcie § = 6. Wieksza wartos¢ — 5)92 In P (y|0) ‘9:(5 oznacza wezsze maksimum In P w punkcie
0 = 0, tzn. wieksza krzywizne funkcji wiarygodnosci, a co za tym idzie mniejsza niepewnosc okreslenia
parametru 6.

2.1 Obserwowana i oczekiwana informacja Fishera

Poniewaz © moze by¢ w ogdlnoséci parametrem wektorowym, wiec jako uogdlnienie przypadku

skalarnego zdefiniujmy d x d -wymiarowa macierz’:

0? 9?In P
FO)= -0 _mpyle)=-(22L) 2
F(0) = ~pgger "' WIO) (aeia@»)dxd 23)

'W pelnym zapisie indeks6w, ze wzgledu na to, ze jeden punktowy parametr 6, = (1, 2n, ..., %en )" = ((9s)5=1)n
moze by¢ parametrem wektorowym, co ma miejsce gdy k > 1, zapis (2.2) oznacza:

k
&P
Z Z T 59 g le—6 Al Ay . (2.1)

Wkrétce i tak ograniczymy sie do sytuacji gdy k£ = 1, tzn. 6,, = 91, = V.
82 2

2 Bedziemy powszechnie stosowali skrécony zapis typu: ©2 = 0T = (0,6;)axq oraz 892 = 56907 = (#B%)dxd.
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Okreslenie obserwowanej informacji Fishera: Warto$c statystyki iF (©) zdefiniowanej jak w (2.3) w
punkcie © = © (oznaczona po prostu jako iF):

F =3 (6) = F(O)lg_g - (24)

nazywamy obserwowangq informacjq Fishera. W teorii wiarygodnoéci odgrywa ona kluczowa role.
Jako statystyka, czyli funkcja préby Y, jej realizacja w préobee y = (y1,y2, ..., yn) jest macierza licz-
bowa. Z faktu wyznaczenia iF w punkcie estymatora MNW wynika, ze jest ona dodatnio okreslona,
natomiast z (2.3) wida¢ réwniez, ze iF jest macierza symetryczna.

We wspélczesnych wyktadach iF jest zazwyczaj zapisane jako:

5 _ (9nP(©) Il P(6)
— U 06y 0 '

(2.5)

Obie definicje, tzn. (2.5) oraz (2.3), prowadza na poziomie oczekiwanym do tych samych konkluzji, o
ile [dy P(O) BlnaiP() =0, i=1,2,..,d(por.(2.31)). Zasadnicza zaleta zdefiniowania iF poprzez (2.5)
jest to, ze bardzo naturalne staje sie wtedy wprowadzenie tzw. a-koneksji na przestrzeni statystycznej
S [6]. Pojecie a-koneksji oméwimy w Rozdziale 2.2.

Przyklad estymacji wartosci oczekiwanej w rozktadzie normalnym: Jako przyklad ilustrujacy
zwiazek wielko$ci obserwowanej informacji Fishera (IF) z niepewno$cia oszacowania parametru, roz-
wazny realizacje proby prostej y dla zmiennej Y posiadajacej rozktad N (9, 02).

Zat6zmy, ze wariancja o jest znana, a estymowanym parametrem jest jedynie warto$¢ oczeki-
wana 6 = E (Y). Logarytm funkcji wiarygodno$ci ma postac:

N
InP (ylf) =—— ln 2mo?) 202 Z (2.6)

skad funkcja wynikowa (1.9) jest réwna:

0 1
S(0) = 55 P (yl6) = 72 (2.7)
=1

Rozwiazujac jedno réwnanie wiarygodnoscei, S (6) 9= = 0, otrzymujemy postac estymatora parame-
tru 0 (por. (1.19)):

. 1 X
O=y=yn2yn 28
YN nzly (2.8)
skad:
N /-
5(6) o2 (9_9) (2.9)
Natomiast z (2.4) oraz (2.3) otrzymujemy, ze obserwowana IF jest réwna:
= (f 9% In P (y|0) 95 (0) N
" (‘9) 802 lo—5 = T o0 lo=0= 3 - (2.10)
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7. (2.8) oraz z klasycznej analizy® [11] wiemy, ze wariancja:

o%(0) = o%(y) = 0?/N , (2.11)
zatem:
F(0) = — (2.12)
- 02(0) '

Whiosek: Otrzymali$my wiec wazny zwiazek méwiacy, ze wieksza obserwowana IF parametru 6
oznacza mniejsza wariancje jego estymatora 6.

Réwnanie (2.12) mozna zapisa¢ w postaci:
o2 (0)iF () =1, (2.13)

co w przypadku estymacji wartosci oczekiwanej rozktadu normalnego, jest sygnatem osiagniecia dol-
nego ograniczenia nieréwnosci Rao-Craméra [6]. Temat ten bedziemy rozwija¢ dalej.

Okreélenie oczekiwanej IF: Zdefiniujmy oczekiwana informacje Fishera nastepujaco:
I (8) = Fo (#(6)) = | duP(s/0) (6) (214

gdzie B jest przestrzenia proby (ukladu). Oznaczenie © w indeksie wartoéci oczekiwanej méwi, ze ©
jest prawdziwa wartoscia parametru, przy ktérej generowane sa dane y = (y1,ye, .., y N ), hatomiast
element rézniczkowy dy oznacza:

dy = dVy = dyidys...dyn . (2.15)

Oczekiwana v.s. obserwowana IF: Istnieja znaczace réznice pomiedzy oczekiwana a obserwowana
informacja Fishera [13, 19]. Oczekiwana informacja Fishera I ma sens jako funkcja dopuszczalnych
wartosci ©, nalezacych do przestrzeni Vg wartosci ©. Natomiast jak to wynika z MNW, obserwowana
informacja Fishera, iF(©), ma zasadniczo sens tylko w poblizu 0. Jako zwigzana z obserwowana war-
toécia wiarygodnosci, iF odnosi si¢ do pojedynczego zestawu danych i zmienia si¢ od prébki do prébki.
Oznacza to, ze nalezy o niej myslec¢ jako o pojedynczej realizacji statystyki iF (é) w proébcee, a nie jako
o funkcji parametru ©. Natomiast oczekiwana informacja I jest $rednia wartoscia dla wszystkich
mozliwych zestawéw danych w calej przestrzeni préby B, generowanych przy prawdziwej wartosci
parametru. Zatem [r(©) jest nie tyle uzytecznym wskaznikiem informacji dla konkretnego zbioru
danych, ile funkcja © moéwiaca jak trudno jest estymowac O, co oznacza, ze parametr z wieksza I
wymaga mniejszej probki do osiagnigcia wymaganej precyzji jego oszacowania.

Rontynuujac rozpoczety powyzej Przyklad rozkladu normalnego z estymacja skalarnego parametru
6, otrzymujemy po skorzystaniu z (2.10) oraz unormowaniu funkcji wiarygodnosci:

/dyP(y|0) =1, (2.16)

wartoéé oczekiwana IF dla parametru 6 rozktadu N (6, o?):

Ir(0) = /dyP(y‘@) iF (0) = /dyP(y‘Q)N _N

o2 o2’

(2.17)

3Poniewaz dla préby prostej wszystkie Yy, n = 1,2, ..., N, maja taki sam rozklad jak Y oraz dla n # n’ zachodzi
2

cov(Yn, Yr) = 0,zatem: 02(Y) = 0% (% 20 Vo) = 1503 (XN Vo) = = 20 0?(Ya) = =N (Y) = %
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Ze wizgledu na (2.11) wynik ten oznacza, ze zachodzi:
(N Ip(0) =1, (2.18)

co mowi, ze w estymacji wartoéci oczekiwanej rozktadu normalnego osiagamy dolne ogranicze-
nie nieréwnosci Rao-Craméra [6]. Nieréwno$¢ ta daje najwazniejsze ograniczenie statystyki infor-
macyjnej na jako$¢ estymacji w pojedynczym kanale informacyjnym. Sprawie nieréwnoéci Rao-
Cramera poswiecimy cze$¢ rozwazan skryptu.

Przyklad estymacji obu parametréw rozktadu normalnego: Rozwazmy dwuparametrowy (d = 2)
rozktad normalny. Niech y1, ..., y v jest realizacja préby prostej dla zmiennej Y o rozktadzie normal-
nym N (4, 0). Poniewaz 6] = 6; dlan = 1,2,..., N zatem wektor parametréw przyjmujemy jako
O = ((0/)2_)N_, = (6:)%, = (1, 0)". Funkeja wiarygodnosci proby ma wtedy postaé:

7 n=1 —

In P (y|©®) = —NIn(v27 o) P 22 (2.19)

Funkcja wynikowa z nig zwiazana jest réwna:
ol N (g
2 InP (y|®©) S (y—n)
5(0)= ( 2 1n P (y|O©) ) - ( N Seew? | (2.20)

gdzie y = % ny:l ¥Yn jest érednia arytmetyczna w probie. Zatem postacie estymatoréw MNW, tzn.
parametru warto$ci oczekiwanej p oraz odchylenia standardowego ¢ zmiennej Y, otrzymujemy roz-
wiazujac uktad réownan wiarygodnosci:

N (=
5(0)loe = ( fN(er Xéi) L (yn—p)? > lo—6 = ( 8 ) ) (2.21)

o o3

gdzie © = (4, 6)T i rozwigzanie to ma postac:

N

o . 1 _\2
p=y oraz 5=, Zl (yn—¥)". (2.22)
n—=

Obserwowana informacja Fishera (2.3) w punkcie © wynosi wiec:

~ N 2N (& Aﬂ 0
iF(O) = o? 7 =) = @ : 2.23
) < Wy—p) H+ay a-w?)le=e T 0 229

W Kkoricu oczekiwana informacja Fishera jest rowna:

Ir (0) = EoiF (6) = /B dy P(y|©) ¥ (©) = ( (2.24)

o Y=
JE o
N———

Uwaga o estymatorze o2 MNW: Widzac powyiszy rozklad jako N (u, 02) i w konsekwencji przyj-
mujac wektor parametréw jako (i, 02)”, oraz przeprowadzajac analogiczny rachunek jak powyzej,
mozna pokazaé, ze estymator wartosci oczekiwanej ma postac i =y, czyli tak jak w (2.22), natomiast

estymator wariancji wynosi 02 = % 25:1 (yn — 9)2. W jego mianowniku wystepuje czynnik N a
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nie NV — 1 jak to ma miejsce w przypadku nieobciazonego estymatora wariancji. Estymator o2 nie jest
tez efektywny (tzn. nie posiada najmniejszej z mozliwych wariancji). Jednak wtasnoéci te posiada on
asymptotycznie (N — 00), co jest charakterystyczne dla wszystkich estymatoréw MNW [11].
Sprawdzenie, ze przy odpowiednio dobranych tzw. oczekiwanych parametrach rozktadu normalnego,
estymacja obu parametréw jest efektywna dla skoniczonego N, pozostawiamy jako ¢wiczenie na ko-
niec tego rozdziatu, po tym jak zapoznamy si¢ z pojeciem dualnych uktadéw wpélrzednych.

2.1.1 Wartos¢ oczekiwana i wariancja funkcji wynikowej

Pokazmy, ze warto$¢ oczekiwana funkcji wynikowej S(0) = S (37]@), tzn. gradientu logarytmu
naturalnego funkcji wiarygodnosci, jest rowna zeru:

EoS (0)=0. (2.25)

Istotnie, gdy skorzystamy z interpretacji funkcji wiarygodnosci jako tacznego rozktadu prawdopodo-
bienistwa i jej unormowania do jednosci, wtedy:

Fos(©) = [ duP(ie)s(e) - / dyP (4]0) (;glnP(yr@))

~ [ arule) a@ / P W10) = 55 [ PO =0, @20

gdzie zakres catkowania obejmuje ca}q przestrzen préby B. W przypadku gdy pierwotna zmienna Y’
jest dyskretna, powyzszy dowdd przebiega podobnie.

Zalozenie o regularnos$ci rozktadu: W (2.26) wyciagneli$émy rézniczkowanie po parametrze przed
znak calki. Poprawnosc takiego przejscia oznacza spelnienie zadania, aby rozklad P (y|©) byl wystar-
czajaco gladki jako funkcja © [13] Oznacza to, ze © nie moze byc¢ brzegowq wartosciq, tzn. istnieje
taka funkcja g (y) (ktérej catka [ g (y) dy jest skoriczona), dla ktérej w sqsiedztwie prawdziwej
wartosci parametru © zachodzi |0OP (y|©)/00| < g (y) ¢dy OP /0O jest traktowana jako funkcja
y [13], skad wynika skoriczonos¢ caltki [, dy OP (y|©) /0O.

Zauwazmy réwniez, ze przy odpowiednim warunku regularnoéci:

0? 0?
[ v 56z 61€) = 55 [ dvP(wie) - (227)

Twierdzenie o wariancji funkcji wynikowej: Zaktadajac warunek regularnosci pozwalajacy na wy-
ciagniecie rozniczkowania po parametrze przed znak catki, mozna pokazac, ze wariancja (precyzyjnie,
macierz wariancji-kowariancji) funkcji wynikowej S(0) = S(Y'|©) jest réwna oczekiwanej [F*:

0% S(0)=1r(0). (2.28)

Zauwazmy, ze z powyzszego wynika, ze d x d-wymiarowa macierz informacji /7(©) jest macierza
kowariancji, co oznacza, ze jest ona nieujemnie okreslona’.

*Poniewaz funkcja wynikowa S(0) = S (17|6) = %‘Qe) jest d-wymiarowym kolumnowym wektorem losowym (1.9)
z wartoscig oczekiwana réwna zero, zatem Cove [ S (17|®)] jest d X d-wymiarowa macierza kowariancji (wsp6trzednych)
wektora 5(Y'|©). W skrypcie bedziemy stosowali oznaczenie 0% S (©) = Cove [S (f/|6)]

®Dla dowolnego wektora a = (a1, ...,aq)” € R oraz macierzy kowariancji C = E ((Z —E(2)(z-E2)" ),
gdzie Z jest d-wymiarowym wektorem losowym, zachodzi a’ E [(Z —E2)(Z-EZ ))T} a=aE(WW')a=
E[(@"W)(@"W)"] =0o* (a"W) > 0, gdzie W = Z — E(Z) i E(W) = 0, tzn. macierz C jest nieujemnie okreslona.
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Dowdd twierdzenia (2.28). Korzystajac z (2.25) otrzymujemy:

765(8) = [ dyP(ule)(s(e) - Fos (@) (229)
= [apwers©r = [wrwe) (ZLnre)
= [arwe)|(groe) pwe) = [ Lrwe) Pue.
Natomiast korzystajac 7 (2.27) otrzymujemy;

2
1(6) = B (©) = [ ayP 610)¥(0) = - [y (11e) (555 P wle)

o]

=~ [wrwe) [<5P<y\e>) /P o) (2:30)

P(10)) P (yle) + (&P (y10))’ ,
)< (¥10))’ . | / dy L«f@ <y\@>} /P (y]©) .

co poréwnujac z (2.29) koniczy dowdd twierdzenia (2.28).

Il
—
2.
<
"U
2
2
|
"@

Whiosek: Dowodzac (2.25) okazalo sie, ze przy zalozeniu warunku reguralno$ci, warto$¢ oczekiwana
na przestrzeni proby z funkcji wynikowej zeruje sie, tzn. EgS (©) = 0 i rezultat ten jest stuszny dla
ogolnego przypadku wektorowego. 7 (2.28) wynika réwniez, ze macierz wariancji-kowariancji funk-
cji wynikowej jest réwna IF, tzn. 625 (©) = I1(0), co jak sprawdzimy ponizej, ma znaczenie dla
dodatniej okreslonoéci metryki Fishera g;; w teorii pola. Skoro réwnosci (2.25) oraz (2.28) zachodza
dla przypadku wektorowego, zatem sa one rowniez stuszne w przypadku skalarnym.

Cwiczenie: Przedstawione dowody dla wlasnoéci (2.25) oraz (2.28) byly ogélne. Sprawdzi¢ bezpo-
$rednim rachunkiem, ze zachodza one dla (2.20) oraz (2.24) w powyzszym przykladzie estymacji obu
parametréw rozkladu normalnego.

Wainy zwiazek: 7 (2.29)-(2.30) widaé, ze przy spelnieniu wspomnianych wlasnosci regularnosci,
zachodzi:

2
15(0) = B (@) = - [P 410) (P W) = [P i) [ mpwie)] . e

Uwaga o dodatniej okreslonosci obserwowanej IF: Niech g;; sa elementami d x d - wymiarowej
macierzy Ir(0). Z (2.31) otrzymujemy dla dowolnego d - wymiarowego wektora v = (v, va, ..., vg) "

d d d d
IO =33 vy = [ 61N 3 n (3 S ) 20,

i=1 j=1

co oznacza, ze oczekiwana informacja Fishera I(0) jest dodatnio pétokreslona [13], jak to zazna-
czyliSmy ponizej (2.28). Jednak w teorii pola interesuje nas zaostrzenie warunku (2.32) do wlasno$ci
dodatniej okreslonosci.
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7 (2.28) (lub (2.31)) wida¢ réwniez, ze w teorii pola, ktérq datoby sie sformutowaé dla cigglych,
regularnych, unormowanych rozktadow, co pociaga za soba ciaglos¢ rozkltadu funkcji wynikowe;j
na calej przestrzeni proby B, macierz I (0) jest okreslona dodatnio.

Poniewaz w Rozdziale 2.2 zwrécimy uwage na fakt, ze oczekiwana IF okreéla tzw. metryke Fishera-
Rao (g;j) :== Ir(O) na przestrzeni statystycznej S, zatem:

W teorii pola z ciggtymi, regularnych i unormowanymi rozktadami, metryka Fishera-Rao g;; jest
dodatnio okreslona.

2.2 Wstep do geometrii rozniczkowejna przestrzeni statystyczneji a-koneksja

Niech zbiorem punktéw € reprezentujacych konfiguracje uktadu bedzie przestrzen préby uktadu
B. Np. w przypadku préby jednowymiarowej B = ), gdzie ) jest zbiorem wszystkich mozliwych
wartosci y zmiennej losowej Y. Niech P jest miara probabilistyczna (prawdopodobieristwem) na B.
Zbiér wszystkich miar na B oznaczmy ¥(B) i nazwijmy przestrzeniq stanéw modelu.

Okreslenie modelu statystycznego: Rozwazmy podzbiér S C X(B), na ktérym jest zadany uklad
wspélrzednych (€))% [6] tak, ze S jest rozmaitoscia®. Niech na B okreslony jest d - wymiarowy
model statystyczny (tzn. para (y, P)), a precyzyjniej:

S={P==PyE),E= (&)L, e VaC R}, (2.34)

tzn. rodzina rozktadéw prawdopodobienstwa parametryzowana przez d nielosowych zmiennych o
wartosciach rzeczywistych (£i)f:1 nalezacych do przestrzeni parametru Vz, bedacej podzbiorem RY.
Méwimy, ze S jest d - wymiarowa przestrzenia statystyczna.

Notacja: Poniewaz w danym modelu statystycznym warto$¢ parametru = okresla jednoznacznie roz-
ktad prawdopodobienstwa P jako punkt na S, wiec ze wzgledu na wygode i o ile nie bedzie to pro-
wadzito do nieporozumien, sformutowania (punkt) Pz € S oraz (punkt) = € S bedziemy stosowali
zamiennie.

Uwaga o niezaleznosci P od parametryzacji: Oczywiscie rozklad prawdopodobienistwa nie zalezy
od wyboru bazy w przestrzeni statystycznej S, tzn. gdyby np. © byt innym uktadem wspdirzednych
(inna parametryzacja) to P = Po = P(y|0) = P= = P(y|=) dla kazdego P € S.

® Niech S jest zbiorem punktéw, na ktérym okreslony jest uklad wspéirzednych ¢= : S — R%. W skrypcie interesuja
nas tylko globalne uktady wspétrzednych. Wtedy ¢= odwzorowuje kazdy punkt P € S w zbiér d liczb rzeczywistych
¢=(P) = (£'(P),&*(P), .. "(P))" = (¢',€*,...¢)T =&

Niech istnieje zbiér ukladéw wspélirzednych (czyli atlas) A spelniajacy nastepujace warunki:

1) Razdy element ¢= = [(§i)§l:1] € A, jest wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem ¢= : S — R? z S w pewien
otwarty podzbiér w R<.

2) Dla kazdego ¢= € A oraz wzajemnie jednoznacznego odwzorowania ¢= z S w RY, zachodzi

réownowaino$é: (¢=r = (5/ Ne, € A) & (¢p=r o ¢z " jest dyfeomorfizmem rzedu C).

Zbior S z tak okreslonym atlasem A to (C™ réiniczkowalna) rozmaitosé . (2.33)
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Okreslenie macierzy informacyjnej Fishera: Wprowadzmy oznaczenie:

lz=I1l(y|lE)=InPz oraz 0, = 82‘1 i=1,2,....d. (2.35)

Dla kazdego punktu P=, d x d - wymiarowa macierz (g;;(=)) o elementach:

jest nazywana macierzq informacyjnq Fishera na S w punkcie Pz [6]. Wielko$¢ E=(.) oznacza tutaj
warto$¢ oczekiwana, a caltkowanie przebiega po calej przestrzeni préby B.

Przy zalozeniu spetnienia warunkéw regularnosci (poréwnaj (2.31)), macierz (g;;(Z)) moze zostaé
zapisana nastepujaco:

B

Metryka Fishera: Macierz informacyjna Fishera okresla na S iloczyn wewnetrzny nazywany metrykaq
Fishera {,) na S, definujac go w ukladzie wspéhrzednych (£9)%_; poprzez zwiazek:

9
ot

Metryka g;; Fishera-Rao jest metryka typu Riemannowskiego’. Warto zauwazyd, ze na rozmaitosci

(03, 0;) == gij , gdzie wektory bazowe 0; = i=1,2,...d, VPeeS. (238

S mozna zdefiniowaé nieskoniczona liczbe metryk Riemannowskich. Jednak Chentsov pokazal, ze
metryka Fishera-Rao jest wyrézniona sposéréd wszystkich innych tym, ze (z doktadnoscia do stalego
czynnika) jest ona jedyngq, ktéra jest redukowana (w znaczeniu zmniejszania sie odlegtosci dowol-
nych dwéch stanéw) w kazdym stochastycznym odwzorowaniu [20, 21].

Okreélenie koneksji afinicznej: Oznaczmy przez Tp przestrzen styczna do S w punkcie Pz € S.
Razdy wektor V' € Tp mozina roztozy¢ na wektory bazowe (0;)p:

d
V=> Vi), edzie VeTp, VPz€S, (2.43)
=1

7 Okre$lenie przestrzeni Riemannowskiej: Niech S jest rozmaitoscia i zalézmy, ze dla kazdego punktu P= € S w jej
przestrzeni stycznej Tp = Tp(S) jest okreslony iloczyn wewnetrzny (, ), taki, ze (V, W), € R oraz posiadajacy dla
dowolnych wektoréw V, W € Tp nastepujace wlasnoéci:

Va,beR) (aV+W,Z)p =a(V,Z)p +b{W,Z)p liniowo$¢ (2.39)
(VW)p=(W,V)p symetrycznosé (2.40)
Jesli V#0, wtedy (V,V)p>0 dodatnia okre§lono$¢ . (2.41)

Pierwsze dwie wkasnoéci oznaczaja, ze (,) p jest forma dwuliniows. Odwzorowanie g : S 3 P — (), jest na S polem
wektorowym (kowariantnym) rangi 2. Nazywamy je metrykq Riemanna na S, a przestrzen S, z tak okreslonq metryka
g, nazywamy przestrzeniq Riemannowskq (S, g).

Gdy dla kazdego P € S wspélrzedne V*,i = 1,2, ..., d dowolnego wektora V' € Tp sq C*° (tzn. sa analityczne) wzgledem
pewnego ukladu wspélrzednych =, wtedy metryka Riemanna jest C*°. W skrypcie rozwazamy tylko przypadek C*.
Majac metryke g mozemy zdefiniowac dlugos¢ wektora stycznego V' przez nia indukowana:

> gis(

4,j=1

[1]

IVI=y/(V,V)p = Wivi. (2.42)
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gdzie dolny indeks p oznacza zalezno$¢ ukladu wspéirzednych 9; = 8%2-, i =1,2,...,d, od punktu
P=€S.

Niech vppr oznacza $ciezke w S taczaca punkty P oraz P’. Przyporzadkujmy, kazdej Sciezce ypp

w S, odwzorowanie IL, ,

yppr — 11 :Tp—Tp, VP=iPLES, (2.44)

Tpp!

ktére przeksztalca wektory z przestrzeni wektorowej T’p do przestrzeni wektorowej 7pr.

Rozwazmy trzy dowolne punkty P, P’ oraz P” w S, oraz $ciezki yppr z punktu P do P’ i vyp/pn
z P do P". Méwimy, ze przeksztaltcenie II jest koneksjq afiniczng jesli:

IT =1I oll oraz Il =1I,,,=id, VPziPLeS, (2.45)

Tpp! Tprpr Tpp!

gdzie ¢d jest przeksztalceniem identycznosciowym.

Aby okresdli¢ posta¢ liniowego odwzorowania IIpp pomiedzy T» a Tp» musimy, dla kazdego ¢ €
1,2,...,d, okreslic 1 pp/ ((0;) p) jako liniowa kombinacje wektoréw bazowych (01 ) p, (92) pr, ..., (0q) pr
w TP/.

Okreslenie przesuniecia rownolegtego: Niech Vp bedzie wektorem stycznym w P. Wektor Vpp:
nazywamy réwnoleglym przesunieciem wektora Vp z P do P’ wzdtuz krzywej (Sciezki) vpp/, wtedy

ady:

Vp — Vpp =11 Vp VPzi Pé €S. (2.46)

TPp!

Okreslenie réwnoleglosci wektoréw: Dwa wektory Vp oraz Vp: styczne do S w punktach P i P’
sq réwnolegte, jesli rownolegle przesuniecie (okreslone w (2.46)) wzdtuz wskazanej krzywej ~ jed-
nego z nich, powiedzmy Vp, do punktu P’ “zaczepienia” drugiego z nich, da wektor Vpp:, ktéry jest
proporcjonalny do Vp: (i na odwrét).

Roneksja afiniczna pozwala zdefiniowa¢ pochodna kowariantna w nastepujacy sposéb. Niech V/
jest dowolnym wektorem w przestrzeni stycznej Tp, oraz niech ~(t), gdzie ¢t € (0, 1), oznacza do-
wolna $ciezke z P do P’ w S, ktéra wychodzi z P w kierunku W € Tp.

Pochodna kowariantna (koneksji afinicznej II) wektora V' w punkcie P i w kierunku W € Tp
definiujemy nastepujaco:

d

ViV o= (HWMV)| , gdzie A(t=0)=P, VYP-€S. (2.47)

t=0

Pojecie pochodnej kowariantnej pozwala wypowiedziec si¢ co do réwnolegtoséci wektoréw w punk-
tach Pi P’

Okreslenie geodezyjnej: Geodezyjna nazywamy taka krzywa v w S, ktérej wszystkie wektory styczne
sa do siebie rownolegle. W zwiazku z tym méwimy, ze geodezyjna jest samo-réwnolegtq krzywa w

S.
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Wspélczynniki koneksji: Ronkretna analityczna posta¢ wspétczynnikow koneksji musi byé podana
przy ustalonej parametryzacji® = — P, tzn. w okreslonym ukladzie wspéhrzednych = = (£)4_,.
Zaktadajac, ze réznica pomiedzy I1pp/ ((0;) p) oraz (0;) pr jest infinitezymalna, i ze moze by¢ wyra-
zona jako liniowa kombinacja rézniczek d¢', de?, ..., d¢?, gdzie:

et =¢(P)—€¢4(P"), i=1,2,..,d, PziP.eS, (2.50)
mamy:
d .
Opp((05)p) = (05)p — Y d&'(T0)p(O)pr, j=1,2,...,d, P=iPL€S, (2.51)
i,1=1

gdzie (Fﬁj) p,i,7,0 = 1,2,...,d, sa d® wspétczynnikami koneksji zalezacymi od punktu P. Konek-
sje afiniczna II, wiec i wspdtczynniki koneksji, mozna (przy ustalonej parametryzacji =) okresli¢ na
rézne sposoby. Jeden z nich zwiazany z koneksja Levi-Civita podany jest w (2.78). Jednak w analizie
na przestrzeniach statystycznych szczegélnie uzyteczna okazala si¢ tzw. a-koneksja.

. . . . . (@) = N
a-koneksja: W kazdym punkcie P= € S, a-koneksja zadaje d® funkcji I‘Ejo-fr 2= (Fizr)g, i, J,r =

1,2, ..., d, przgporzadkowujac mu wspdtczynniki koneksji o nastepujacej postaci [6]:

a a -
Tz = (O ) p. = E= [(a,-ajeg + 2“@-@@-@) a,neg} , VPzeS. (2.52)
Roneksja o jest symetryczna, tzn.:
ro =Tl =124, VP-€S. (2.53)

W Kkoricu, jesli g/ (P) jest (i, j)-skladowa macierzy odwrotnej do macierzy informacyjnej (g;;(P)),

to wspdlczynniki ng(a) sa rowne:
) d
r (o 1 « .
O =3N"g'rl), ijr=12..,d, VPz€S. (2.54)
=1
8Niech A = (§")%, jest innym niz = = (¢')%; ukladem wspéhrzednych (inng parametryzacja) i niech §; = % =
Zle %2 0;. Mozna pokazac, ze wspétczynniki koneksji w uktadach wspéirzednych A oraz = sa zwiazane ze soba naste-
pujaco (6]
d . .
N ¢t o¢l 9%¢t 1\ o6t
I, = T, — =1,2,...d. 2.4
s Z ( Z']aér 865 +857.865 8§l ) t,r7s ) ) 7d ( 8)

44, 1=1

Drugi skladnik w (2.48) zalezy tylko od postaci transformacji wspéirzednych i jest niezalezny od koneksji. Zatem, za wyjat-
kiem transformacji liniowej, dla ktérej drugi sktadnik znika, wspétczynniki koneksji nie transformuja sie przy przejéciu do
nowego ukladu wspélrzednych jak wielkos¢ tensorowa. Gdyby wiec w ukladzie wspéhrzednych = = (%)L ; wszystkie
Fﬁj = 0, to (za wyjatkiem transformacji liniowej) w nowym uktadzie wspéhrzednych A = (5°)%_; nie wszystkie wspél-
czynniki I't; bylyby réwniez réwne zero.

Jednakze posta¢ koneks;ji afinicznej IT jest w nowej parametryzacji taka sama jak (2.51), tzn. jest ona wsp6lzmiennicza, co
oznacza, ze:

d
pp((0;)p) = (05)p — Y d6*(Ti;)p(D)pr , gdzie j=1,2,..,d oraz dé'=¢"(P)—d'(P'). (249)
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« - pochodna kowariantna: Majac metryke Fishera-Rao g;;, (2.38), zdefiniujmy o - pochodna kowa-
riantng V() na S poprzez a-koneksje afiniczna nastepujaco:

(Vo 8) =T\"), ijl=12.,d, YP:€S. (2.55)

ij,1
Powyzej, poprzez koneksje afiniczna zdefiniowaliSmy pochodna kowariantna. Ale i odwrotnie, po-
chodna kowariantna definiuje koneksje [6]. Stad np. méwimy, ze okresliliémy koneksje V.

Pole wektorowe na S: Niech V' : P — Vp jest odwzorowaniem przyporzadkowujacym kazdemu
punktowi P € S wektor styczny Vp € Tp(S). Odwzorowanie to nazywamy polem wektorowym. Na

przyklad, jesli (¢%)%_, jest uktadem wspéhrzednych, wtedy przyporzadkowanie 82% P — ( 6%)1),
it =1,2,...,d, okredla d pol wektorowych na S.

Oznaczmy przez T'(S) rodzine wszystkich pol wektorowych klasy C* typu Vp = Zle Vi (9)p €
Tp(S)naS, gdzie d funkeji V* : P — Vi nazywamy wspérzednymi pola wektorowego V' ze wzgledu

na (fi)gzl-

Okreélenie pochodnej kowariantnej pola wektorowego: Rozwazmy dwa pola wektorowe V, W €
T(S). Niech w bazie (€)%, pola te maja posta¢ V = S"% | V9, oraz W = 3% W9;. Pochodna
kowariantna pola V' ze wzgledu na W nazywamy pole wektorowe V'V € T(S), ktére w bazie
(¢9)9_, ma postaé:

d d d
VwV =) W'Y {aVi+ ) VITG 0, VYPz€eS. (2.56)
i=1 k=1 j=1
Przyjmujac W = 0; oraz V' = 0; latwo sprawdzic, ze zwiazek (2.56) daje:
d
Vodj=> TF ok, VPz€S, (2.57)
k=1

co po skorzystaniu z (2.54) jest zgodne z okresleniem koneksji V w (2.55).
Mozna pokazac [6], ze zachodzi:
1+« 11—«
v
2 + 2
Uwaga o plaskosci S ze wzgledu na V: Méwimy, ze uktad wspéirzednych (£9)L; jest afinicznym

v —

vEeh . vpPzeS. (2.58)

uktadem wspétrzednych dla koneksji V gdy zachodza (réwnowazne) warunki:
V0, =0 lubréwnowaimie Tl =0 4,4,0l=12,.d, VPz€ES. (2.59)

Jesli dla zadanej koneksji V odpowiadajacy jej uktad wspdirzednych jest afiniczny, to méwimy, ze
koneksja V jest ptaska® lub, ze przestrzeri statystyczna S jest ptaska ze wzgledu na V.

W ogélnosci, znikanie koneksji jest warunkiem wystarczajacym lecz niekoniecznym afinicznej ptaskosci, ktéra w bar-
dziej fundamentalnym okresleniu ma miejsce, gdy tensor krzywizny (Riemanna) R zeruje si¢ na calej rozmaitosci S,
tzn. zeruja sie wszystkie jego skladowe. Sktadowe tensora krzywizny R w bazie (£*)%_, maja nastepujaca postac:

d d

Riji = Rij(D) = 05, — 9505 + Y T3l = > TGN, VPz€S. (2:60)
s=1 s=1

Gdy na rozmaitoéci S istnieje globalny uktadu wspétrzednych, wtedy dla koneksji, ktéra jest symetryczna (tak jak np. a-

koneksja), znikanie tensora krzywizny pociaga istnienie uktadu wspélrzednych, w ktérym znika koneksja i oba okreslenia

afinicznej plaskosci pokrywaja sie.
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Plasko$¢ S ze wzgledu na V oznacza, ze wszystkie wektory bazowe 0; = a%i’ 1=1,2,....,d sa row-
nolegte na calej przestrzeni S.

Modele z koneksja V(@) ktére sa @ = +1 badz —1 plaskie, odgrywaja szczegdlng role w modelo-
waniu statystycznym [13].

Dwa przyklady rodzin rozkladéw prawdopodobienstwa: Istnieja dwa przypadki rodzin modeli
statystycznych, szczegdlnie istotnych w badaniu podstawowych geometrycznych wlasnosci modeli
statystycznych. Pierwsza z nich to rodzina rozkladéw eksponentialnych, a druga, rozktadéw miesza-
nych.

Rodzina modeli eksponentialnych okazuje sie wyjatkowo wazna, nie tylko dla badania wtasnosci
statystycznych, ale réwniez w zwiazku z jej realizacja w szeregu zagadnieniach fizycznych. Niech wiel-
kos¢ préby NV = 1. Niech zmienna losowa Y bedzie zmienna typu ciagltego lub dyskretnego. Ogdlna
posta¢ regularnej rodziny rozktadéw eksponentialnych!® jest nastepujaca:

d d
p==p(y|E) = exp |C(y) + Y _&'Fily) - w@] = exp [Z EF(y) - ¢(E)] h(y) . (261)
i=1 i=1

gdzie ¢%, i = 1,2, ..., d, sa tzw. parametrami kanonicznymi, natomiast h(y) = exp(C(y)) jest nie-
ujemna funkcja, ktéra nie zalezy od wektorowego parametru =.
W (2.61) pojawila sie d-wymiarowa statystyka:

F(Y) = (Fi(Y), s Fa(Y)T = (F(Y)){, (262)

nazywana statystyka kanonicznq.

Calkujac obustronnie (2.61) po przestrzeni préby B = )/, a nastepnie wykorzystujac wtasnos¢ nor-
malizacji [}, dy p(y|=) = 1, otrzymujemy'":

d
w(E =tn [ dyesn |Cly) + ERE)| (263
i=1
Modele eksponentialne sa o« = 1 - plaskie, co oznacza, ze [6]:
(I‘S)k)g =0, dlamodeli eksponentialnych, VPz €S . (2.64)

Istotnie, korzystajac z oznaczenia wprowadzonego w (2.35), otrzymujemy dla modeli zadanych przez
(2.61):

(y|=)
e

0y(2)
o

= Fi(y) - (265)

197logarytmowane modele eksponentialne {Inp=, 2 = (€)%, € V& C R} sq przestrzeniami afinicznymi. Dlatego

z punktu widzenia ich geometrycznej charakterystyki odgrywaja taka role jak proste i powierzchnie w 3-wymiarowej
geometrii Euklidesowe;.

"Funkcja 1 (Z) okazuje sie by¢ tzw. potencjalem transformacji Legendre’a pomiedzy affinicznymi ukladami wspéirzed-
nych modeli eksponentialnych (por. Rozdzialy 2.2.2.1 oraz 2.8.1).
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skad (przy okazji) otrzymujemy obserwowana informacje Fishera dla rozkladéw eksponentialnych w

parametryzacji kanonicznej:

P’Uy|=) _ 9*(E)

F&)="5gios ~ ogioe

(2.66)

Podstawiajac (2.66) do (2.52), otrzymujemy dla o = 1 wsp6lczynniki 1-koneksji, réwne:

) _[(AyE)\ oYIE)] _ _*w(E),, [aYIE)] _ §
(T3j)= = B= [< agzagz> 5, :|__8fj8§iE:|: O, ]_0, VP-€S, (267)

gdzie w ostatniej réwnosci skorzystano z (2.25) dla funkcji wynikowej.

Ponadto dla modeli eksponentialnych z (2.37) oraz (2.66) otrzymujemy nastepujaca posta¢ metryki
Fishera-Rao:

*P(2)
oiogt

9ij = — (8 8 U= ) (268)
Zwré6¢my uwage na réwnos¢ prawych stron (2.66) oraz (2.68) dla rozktadéw eksponentialnych.

Przykladami modeli z eksponentialnej rodziny rozkladéw sa:

i) Rozktad normalny, (1.16), p (Y =ylu, 02) = \/ﬁ exp (— (y2;‘§)2 ), y € R, dla ktérego:

1

1_ M 2 _
y?, &= Tyé*_ﬁ7

)=
2 ™
9(E) = 1 +In(Vr o) = (igl +In(-7). (269)

Cly)=0, Fy)=y, Py

ii) Rozktad Poissona (1.33), p (Y = y|u) = %p,() ,gdzie y = 0,1, ..., 0o, dla ktérego:

Cly)=-In(y!), Fly)=y, {=lnp, (&) =p=expf. (2.70)

Lexp(—y/u), gdzie y > 0, dla kté-

iii) (Standardowy) rozktad eksponentialny, p (Y =y|u) = p~
rego:

Cly)=0, Fly)=y. g:—;, ¢<s>=lnu=m<—§>. 271)

Modele eksponentialne wyréznia fakt osiagania dolnego ograniczenia nier6wnosci Rao-Cramera [21]
(poréwnaj zwiazek (2.18)).

Wymiar statystyki dostatecznej dla (2.61): Dla modeli eksponentialnych zachodzi wazna wlasnos$é
zwigzana z wymiarem statystyki kanonicznej F(Y), (2.62). Rozwazmy N-elementowa probe ¥V =
(Y,)N_,, dla ktérej kazdy punktowy rozktad ma postac (2.61). Wtedy funkcja wiarygodnosci dla préby
jest nastepujaca:

d N N
P(ylE) =exp | Y &> Filyn) - N¢(E)] exp | Y Clyn) (272)
1=1 n=1 n=1
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Dostateczna statystyka dla wektorowego parametru oczekiwanego (6;),, gdzie 0; = E= [F;(Y)),
i=1,2,...,d (por. (2.237) w Rozdziale 2.8.1) ma zatem postac:

N N N
> Fiyn), Y Falyn)s - Y Falyn) | - (2.73)
n=1 n=1 n=1

Jej wymiar jest rowny d i jak widaé, dla konkretnych reprezentantéw ogélnej rodziny eksponentialnej
nie zalezy on od wymiaru proby N. Wlasnosc¢ ta nie jest spelniona np. dla takich nieeksponentialnych
rozkladéw jak rozktadu Weibull'a oraz Pareto [11], dla ktérych wymiar statystyki dostatecznej roénie
wraz z wymiarem proby. Inna wazna wlasnoécia rozkladéw nieeksponentialnych jest to, ze dziedzina
(tzn. noénik) ich funkcji gestosci moze zaleze¢ od parametru.

Rodzina mieszanych rozktadéw prawdopodobienstwa:

d
pa =p(y|A) = Cly)+ ) 6 Fi(y) , (2.74)

=1

gdzie 4’ sq tzw. parametrami mieszanymi.

Cwiczenie: Pokazaé, ze przestrzen statystyczna rodziny rozkladéw mieszanych jest « = —1 - pla-
ska [6]:
(Fg;i))g =0, dlamodeli mieszanych, VPze€S. (2.75)

Geometria przestrzeni S a parametryzacja: Jako wlasnosci geometryczne przestrzeni S przyjmu-
jemy te, ktore sa niezmiennicze ze wzgledu na zmiane parametryzacji.

Np. wlasno$ci geometryczne rodziny modeli eksponentialnych nie zaleza od tego czy postuzymy sie
parametrami kanonicznymi (¢')L_; czy oczekiwanymi 0; = F= [F;(Y)], i = 1,2, ..., d (por. (2.237)).

2.2.1 Przestrzen statystyczna dualnie ptaska
7. (2.36) oraz (2.52) wynika, ze:
0 0
O, =T\, + T, VPz €S, (2.76)

12

co oznacza, ze 0-koneksja jest metryczna'“ ze wzgledu na metryke Fishera-Rao [6].

2Koneksja metryczna: Poprzez metrgke Riemannowska g, ktérej przyktadem jest metryka Fishera-Rao, (por. Roz-
dziat 2.2), mozna okresli¢ koneksje yppr — I1

gdy:

~p pr» Ktora jest metryczna na S. Z koneksjq metryczng mamy do czynienia

gp (I, V, Iy, , W) =gp(V,W), VPziPteS, (2.77)

YpP!
tzn. gdy iloczyn wewnetrzny jest niezmienniczy ze wzgledu na przesuniecie réwnolegte dla wszystkich wektoréw stycz-
nych V oraz W i wszystkich éciezek v z P do P’

Koneksje metryczna nazywamy koneksjq Levi-Civita (lub Riemannowska), jesli jest ona zar6wno metryczna jak i syme-
tryczna. Dla zadanego g koneksja taka jest okreslona jednoznacznie jako:

1
3 (0igjr + Ojgri — Okgij) , VYVP=€S, (2.78)

gdzie jej symetria oznacza spetnienie warunku (2.53). Koneksja (2.78) spelnia warunek (2.76).

Lijr =
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Jednak w ogdlnosci dla o # 0, a-koneksja afiniczna nie jest metryczna, natomiast spetnia wa-
runek dualnosci oméwiony ponizej.

Roneksje dualne: Niech na rozmaitosci S zadana jest pewna metryka Riemannowska g = (,) i dwie
koneksje V oraz V*. Metrgka ta moze by¢ np. metryka g Fishera-Rao. Jesli dla wszystkich pél wek-
torowych V, W, Z € T(S), zachodzi:

Z(V,W) = (VzV,W) + (V,V5W) VPz €S, (2.80)

wtedy méwimy, ze V oraz V* sa ze wzgledu ma metryke (, ) dualne (sprzezone) wzgledem siebie. W
ukladzie wspéhrzednych (£1)L | metryka g ma wspélrzedne g;;, a koneksje V oraz V* maja wsp6t-

*

czynniki koneksji odpowiednio I';j  oraz I'; .

Warunek dualnoéci (2.80) mozemy teraz zapisa¢ w postaci'®:

bedacej uogélnieniem warunku (2.76) istniejacego dla koneksji metryczne;j.

Ponadto, koneksja V™' = (V +V*) /2 jest koneksja metryczna, dla ktérej zachodzi warunek 9,.g;; =
el 4- 172 [6]. Mozna réwniez sprawdzié, ze (ze wzgledu na g) zachodzi (V*)* = V.

Struktura dualna: Trdjke (¢,V,V*) = (S, g, V, V") nazywamy strukturg dualng na S. W ogol-
no$ci, majac metryke g oraz koneksje V okreslona na S, koneksja dualna V* jest wyznaczona w
sposéb jednoznaczny, co jest trescia ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie o zwiazku pomiedzy koneksjami dualnymi: Niech P oraz P’ sa punktami brzegowymi

Sciezki v, oraz niech przeksztatcenia Il ,, oraz II} | z Tp(S) do Tp/(S) opisuja réwnolegle prze-
suniecie wzdtuz v, odpowiednio ze wzgledu na koneksje afiniczne V oraz V*. Wtedy dla wszystkich
V,W € Tp(S) zachodzi [6]:

gp (I, V. I, W) = gp(V, W), VP=iPLeS. (2.83)

TpP!

Warunek ten jest uog6lnieniem warunku (2.77) istniejacego dla koneksji metrycznej o niezmienni-
czosci iloczynu wewnetrznego ze wzgledu na przesuniecie rownolegte. Wyznacza on w sposéb

oraz II*

jednoznaczny zwiazek pomiedzy 11, , , S

Niezmienniczoé¢ iloczynu wewnetrznego dla ptaskich koneksji dualnych przy przesunieciu réw-
noleglym: Jesli I, , ,, nie zalezy na S od $ciezki 7, a tylko od punktéw konicowych'* P oraz P’, wtedy

Geodezyjne koneksji Levi-Civita sa krzywymi o najmniejszej (mierzonej przez metryke g) dtugosci, tzn. jej dlugosé
pomiedzy punktem P a P’ okreslona nastepujaco:

P’ P’ d i Tmd
dry dryt dvyd
= _— = 1 3 2'
igf /P pn Hdt /P iEflyJ praral (2.79)

=
jest najmniejsza, gdzie ~*(t) jest i-ta wspéirzedna punktu na krzywej v(t), tzn. v (¢) := £ (y(¢)).
BWoystarczy zapisaé (2.80) dla wektoréw bazowych (8;)%_;, otrzymujac:

Oy <(91,8]> = <VC’)7,81',(9]‘> + (&-,Vgraj) s VPze S, (2.81)

skad wykorzystujac (2.55) dla koneksji V oraz V*, otrzymujemy (2.82).
14 Méwimy wtedy, ze koneksja na S jest calkowalna. Gdy przestrzefi S jest jedno-spéjna, to warunek ten oznacza znikanie
tensora krzywizny Riemanna na S.
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IL,,,, = llppr na S. Poniewaz przy okreslonej metryce g, koneksja dualna V* jest jednoznacznie wy-

znaczona dla V, zatem réwniez dla koneksji V* jest na S spelniony warunek I, = IT% ), skad z
(2.83) przy przesunieciu réwnoleglym otrzymujemy:
gp/(pr/Vv, H}FDP/W) = gp(V, W) , VP=i Pé €s. (284—)

Zadanie: Korzystajac z metryki (2.68) modelu eksponentialnego oraz z (2.67) i (2.52), sprawdzi¢ bez-
posrednim rachunkiem w parametryzacji kanonicznej (§i)f:1 warunek (2.82), otrzymujac:

a?“glj — I‘+1' + :[171 _ Pfl

1, ] 7,1 7,1

= (‘),n&@jw(E) R VPzeS. (285)

2.2.2 Dualne uk}ady wspolrzednych

Okreslenie dualnie plaskiej przestrzeni: Méwimy, ze (S, g, V, V") jest dualnie ptaskq prze-
strzeniq, jesli obie koneksje dualne, V oraz V*, sa plaskie na S. Oznacza to, ze jedli koneksja V jest
plaska w pewnej bazie (¢)_; to koneksja V* jest plaska w pewnej bazie (£*%)Z_,, ktéra nazywamy
baza dualna do (¢9)%_,.

« - koneksja dualnie ptaska:

Istotno$¢ pojecia a-koneksji pojawia si¢ wraz z rozwazeniem na przestrzeni statystycznej S nie tyle
prostej pary (g, V(®)) = (S, g, V(®) ale struktury potréjnej (g, V(®), V(=) = (S, g, V() v(=a),
Powodem jest istnienie poprzez metryke Fishera-Rao dualnosci pomiedzy koneksjami V®) oraz
V(=) ktéra okazuje sie by¢ wazna przy badaniu modeli statystycznych.

Podsumowujac, dla dowolnego modelu statystycznego S, zachodzi [6]:
(S jest o —plaska) < (S jest (—a) — plaska) . (2.86)

Przyktad: Model statystyczny eksponentialny S jest ptaski w parametryzacji kanonicznej (gi);izl dla
o = 1. Istnieje zatem parametryzacja dualna, w ktérej jest on réwniez o« = —1 plaski. Np. w Roz-
dziale 2.8.1 okaze sie, ze dla modeli eksponentialnych spelniajacych warunek maksymalizacji entropii,
baza dualna do bazy kanonicznej jest baza parametréw oczekiwanych.

Podobnie jest dla rodziny rozkladéw mieszanych, tzn. jest ona jednoczeénie +1 plaska.

Okreslenie dualnych ukladéw wspélrzednych: Zastanéwmy sie nad ogdlna strukturag przestrzeni
(S, g,V,V*), ktéra bytaby dualnie ptaska.

Z okreslenia przestrzeni plaskiej ze wzgledu na okreslona koneksje (2.59) oraz z (2.86) wynika, ze jesli
istnieje uklad wspélrzednych = = (¢V)L; z wektorami bazowymi Ogi = 6%“ ze wzgledu na ktory
koneksja V jest plaska, tzn. Vagi Og; = 0,4,7 = 1,2,...,d, to istnieje réwniez uktad wspéirzednych
0 = (091, := (&*)%, z wektorami bazowymi 9y = %, ze wzgledu na ktéry koneksja V* jest
plaska, tzn. Va,; Op =0,7,1=1,2,...,d.

Whiosek: Zatem, gdy pole wektorowe 0 jest V- plaskie, wigc pole wektorowe Jy; jest V*-plaskie
iz (2.84) wynika statos¢ gp_ (g, Jy;) na S. Fakt ten, biorac pod uwage wszystkie d stopni swobody
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zawarte w afinicznym ukladzie wspétrzednych, (2.59), mozna zapisaé jako'®:

o 0 .
<a£i,89j> =4gpr= <6§Z, aw) = (52] s 1,] = 1,2,...,d y VPE es y (288)

gdzie iloczyn wewnetrzny (-, -) jest wyznaczony w konkretnym uktadzie wspoélrzednych, w tym przy-
padku w = = (¢%)L_,. Uklady wspérzednych = = (¢9)4_, oraz © = (¢ )?:1 okreslone na przestrzeni
Riemannowskiej (S, ¢) i spetniajace warunek (2.88) nazywamy wzajemnie dualnymi. Warunek (2.88)
oznacza statoéc na S iloczynu wewnetrznego dla uktadéw dualnie ptaskich.

W ogélnosci dla dowolnej przestrzeni Riemannowskiej (S, ¢) nie istnieja uktady wspétrzednych wza-
jemnie dualne.

Jesli jednak przestrzenn Riemannowska z dualna koneksja (S, g, V, V*) jest dualnie plaska, to taka
para uktadéw wspoétrzednych istnieje. Ale i na odwro6t. Jedli na przestrzeni Riemannowskiej (S, g)
istnieja dwa uktady wspéhrzednych (£9)4, oraz (67 );-l:l spelniajace warunek (2.88), wtedy koneksje
V oraz V*, wzgledem ktérych uklady te sa afiniczne, sa okreslone, a (S, g, V, V*) jest dualnie plaska.

15 Niech = = (£°)L, bedzie ukladem wspélrzednych afinicznych. Wtedy, zgodnie z (2.48) wspétczynniki koneksji w
ukladzie wspéhrzednych © = (6°)L; sa réwne:

d

- 8%t o6t
t _
I, = E (89*893) D¢l t,r,s=1,2,...,d .

1,5, =1

Zazadajmy aby nowy uktad wspélrzednych © byl réwniez afiniczny. Koniecznym i wystarczajacym warunkiem spelnienia
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tego zadania jest zerowanie sie wszystkich drugich pochodnych % = 0,qdziel,r,s = 1,2, ..., d. Warunek ten oznacza,

ie pomiedzy wspétrzednymi (£9)¢, oraz (0%){_, istnieje afiniczna transformacja:
d
¢h—o'=> A Vv, I=12..d, VYPeS,
k=1

gdzie A = (AY) = (960'/0¢*) € GL(d) jest niezalezng od wspéirzednych d x d - wymiarowa nieosobliwa macierza
ogolnej grupy liniowych transformacji, natomiast jest V' = Zle Vlﬁfz jest statym d-wymiarowym wektorem.

Metryka g jest tensorem kowariantnym rangi 2, jest to wiec forma dwu-liniowa, zatem iloczyn wewnetrzny wektoréw
ukladéw dualnych §/9¢° oraz /06", mozna zapisac nastepujaco:

AT < ot .
<a/a5 X 8€’> =3 g (o106, 010
=1

=1

(0/0¢°, 0/90")

d
= > (AH, g5 =0 s,r=1,2,...,d, VYPeS, (2.87)
=1

gdzie g5, = (8/0¢°, 9/0¢"), a ostatnia réwnoé¢ w (2.87) wynika z zadania statosci iloczynu wewnetrznego (9/0¢°, 0/00™)
na S dla ukladéw dualnie ptaskich zgodnie z (2.59) oraz z nieosobliwosci transformacji afinicznej, tak ze uklad wspéirzed-
nych © ma tyle samo stopni swobody co uktad Z. Zatem otrzymaliémy warunek (2.88) dla ukladéw dualnie ptaskich.
Przechodzac zgodnie z (2.92) od wspéirzednych kontrawariantnych 6" do kowariantnych, 0., r = 1,2, .., d, wida¢, ze po-
wyiszy zwiazek (2.87) dla wektoréw bazowych uktadéw dualnych mozna zapisa¢ w postaci (9/9¢°, 9/06,) = &% podanej
w [6].

Uwaga: Przestrzen wektoréw dualnych (9/807)%_; ukladu, ktéry jest afiniczny wzgledem koneksji V* jest izomorficzna z
przestrzenia 1-form (df")?_, sprzezona liniowo do uktadu przestrzeni wektoréw (9/807)%_,. Dla 1-form sprzezonych do
wektoréw bazowych z definicji zachodzi 6" (9/906°) = §;, s, = 1,2, ...,d. [I-form d8", r = 1,2, ..., d, nie nalezy myli¢
z przyrostami typu (2.50) czy jak w (2.49)].
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Euklidesowy uktad wspélrzednych: W przypadku Euklidesowego uktadu wspéirzednych na S
mamy (z definicji):

(0gi,0i) =0bi5, 4,j=12,..,d , VPzeS§, (2.89)
co oznacza, ze jest on samo-dualny.
Uwaga o wspélczesnym zastosowaniu koneksji dualnych: Interesujacym wydaje sie fakt, ze po-
jecie koneksji dualnych ma coraz wigksze zastosowanie w analizie ukladéw liniowych [22] i szeregéw
czasowych [6]. Przyktadem moze byc¢ jej zastosowanie w analizie szeregéw czasowych ARMA(p,q) [23],
co jest zwigzane z faktem, ze zbior wszystkich szeregéw czasowych ARMA(p,q) ma skoriczona para-
metryzacje i w zwiazku z tym tworzy on skoniczenie wymiarowa rozmaitos¢. Aby dokonaé analizy
poréwnawczej dwdch szeregéw czasowych biorac pod uwage problemy ich aproksymacji, estymacji
oraz redukcji wymiaru, analizowanie pojedynczego szeregu czasowego jest niewystarczajace i okazuje

sie koniecznym rozwazanie wlasnoéci catej przestrzeni tych szeregéw wraz z ich struktura geome-
tryczna [6)].

2.2.2.1 Transformacja Legendre’a pomiedzy parametryzacjami dualnymi

Niech = = (¢9)%_, oraz © = (0%)%_, sa wzajemnie dualnymi bazami na S, zgodnie z relacja (2.88).
Zdefiniujmy wspétrzedne metryki g ze wzgledu na uktad wspétrzednych (¢9)% jako:

:<a§i,a§j> ., i,j=12,...d , VP=€S, (2.90)

a ze wzgledu na uklad wspérzednych (67 ) _, jakor

9 = (09, 0ps) . i,j=1,2,..,d , VPo€S. (2.91)
Przejécie od wspétrzednych kontrawariantnych (67 )?:1 w bazie dy; = 0/067 do kowariantnych
(9]-)?:1 w bazie 0% = 9/060; ma postac:

d d

0;:=Y gl t" oraz 0% :=> glf0u, jk=12..d , VP€S, (2.92)
gdzie ggk jest (7, k)-sktadowa macierzy odwrotnej do macierzy informacyjne;j (g?k). Ze wzgledu na
uktad wspoirzednych (6; ) '_,, wsp6lrzedne metryki g4 sa rowne:

ij _ <89i,69ﬂ'> C ij=12,...d , VPo€eS. (2.93)

Podobnie okreslamy macierz informacyjna ( ) jako odwrotna do (g k)

Rozwazmy transformacje ukladu wspétrzednych:

d
og 0 0, ;i .
"= Z < 96; O¢! = ;(a 760, j=12,..,d , VPeS (2.94)
oraz
90; 0 d
Z = (0:0;)0% = (0:0)0ps , i=1,2,....d, VPeS. (295)
06 08; ~ P
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Zatem po skorzystaniu z (2.94)-(2.95) oraz warunku (2.88), mozna dualne metryki (2.90) oraz (2.93)
zapisa¢ nastepujaco:

¢ _99;

Jij = pei

et
oraz gg:ag‘, i,j=12..,d , VPeS, (2.96)
J

co oznacza réwniez, ze macierze informacyjne, I (Z) = ( fj) w bazie = = (¢9)%_, oraz [r(0) = (géj )
w bazie!® dualnej © = (6;)%_,, sa wzgledem siebie odwrotne:

Ir(2) = I1(9), VPeES. (2.97)

Rozwazmy z kolei funkcje ¢ : S — R oraz nastepujace czastkowe réwnanie rézniczkowe:
d .
Otp=0;, i=12..,d tm dp=>» 6;d', VPz€S. (2.98)
i=1

Ze wizgledu na (2.96) réwnanie (2.98) daje:
0ulgy =gy, i.j=1,2,..,d , VYPz€S. (2.99)

Ze wzgledu na dodatnia okreélono$¢ metryki gfj, rownanie to oznacza, ze druga pochodna v tworzy
réwniez dodatnio okreslong macierz. Zatem 1 jest scisle wypukiq funkcja wspétrzednych &1, €2, ..., €4,
dla kazdego P € S.

Podobnie, rozwazajac funkcje ¢ : S — R oraz czastkowe réownanie rézniczkowe:

d
p=¢, i=12..,d tm dp=>» ¢'dli, VPo€ES. (2.100)
=1

Ze wizgledu na (2.96) réwnanie (2.100) daje:
%% =g, i,j=1,2,..,d, VYPe€S, (2.101)

w zwiazku z czym dodatnia okreslonoé¢ dualnej metryki géj oznacza, ze druga pochodna ¢ tworzy
dodatnio okreslong macierz. Zatem ¢ jest scisle wypuktq funkcja wspéirzednych 61,62, ..., 6¢, dla
kazdego P € S.

Transformacja Legendre’a: Powiedzmy, ze v jest pewnym rozwigzaniem réwnania (2.99). Wtedy
po skorzystaniu z (2.96) oraz (2.98), wida¢, ze od 1) = ¥(E) do ¢ = ¢(O) moina przej$¢ przez trans-

formacje Legendre’a'” :

d
$(O)=> &0 —v(E), VPES. (2.103)
i=1

16W zaleznosci od kontekstu i aby nie komplikowaé zapisu, przez © bedziemy rozumieli parametr wektorowy we wspél-
rzednych kowariantnych (6;)%, bad# kontrawariantnych (6°) ;. Analogicznie postapimy dla Z.
7Sprawdzmy zgodnos¢ (2.103) z warunkami (2.98) oraz (2.100). Z (2.103) otrzymujemy:

d d
dp=> ¢'doi+ > d§'0,—dip, VPES. (2.102)
=1

i= i=1

Rorzystajac z (2.98) otrzymujemy d¢ = 27:1 de'0; jak w (2.100).
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Podobnie, powiedzmy, ze ¢ jest pewnym rozwiazaniem réwnania (2.101). Wtedy poprzez transforma-
cje Legendre’a:

(2) Zg%e— ., VYPeS, (2.104)

[I

mozna przej$¢ od funkcji ¢ do .

Uwaga: W ogdlnodci transformacje pomiedzy ukladami wspétrzednych = = (¢9)%_ oraz © =

(0;)4 §—1, ktére maja postac (2.103) i (2.103) nazywamy transformacjami Legendre’a'®.

Okreslenie potencjaléow: Funkcje 1 oraz ¢ spelniajace odpowiednio warunki (2.98) oraz (2.100), po-
miedzy ktérymi mozna przejs¢ transformacja Legendre’a (2.103) lub (2.104), nazywamy potencjatami
uktadéw wspdlrzednych (odpowiednio = oraz O).

Ponizej podamy twierdzenie podsumowujace powyzsze rozwazania.

Twierdzenie o dualnych uktadach wspétrzednych: Niech = = (¢9)L_, jest V-afinicznym uktadem
wspdbirzednych na dualnie plaskiej przestrzeni (S, g, V, V*). Wtedy, ze wzgledu na metryke g, istnieje
dualny do (¢9)¢_, uklad wspétrzednych © = (6;)%_,, ktéry jest V*-afinicznym uktadem wspéirzed-
nych. Oba te uktady wspo6trzednych sa zwiazane transformacja Legendre’a zadana przy potencjatach
() oraz ¢(O) poprzez zwiazki (2.103) lub (2.104). Ponadto wspélrzedne metryki w tych ukladach
wspdblrzednych sa zadane jako drugie pochodne potencjatéw, jak w (2.99) oraz (2.101).

Wspotczynniki koneksji dla uktadéw dualnych: Na koniec podajmy wyprowadzone z uzyciem
zwiazku (2.82) oraz (2.99) postacie wspo6lczynnik6w koneksji afinicznej I‘fj* ; [6] (por. (2.55)):

e = = (V5 0ci, Og) = 06100 0a(2) , 0,51 =1,2,..,d, VYP=z€S (2.107)

Z]?

oraz z uzyciem (2.82) oraz (2.101), wspélezynniki koneksji afinicznej ' ":

L= (Vo 8%, 0%) = %% 8% $(0), i,j,1=1,2,....d, VYPe€S, (2.108)
przy czym, poniewaz uklady wspétrzednych (7))L, oraz (6;)(, sa afiniczne, zatem:
rfjlfr;”? =0, i,50=12..,d, VPeES. (2.109)
18 Jegli ¢ oraz ¢ sa u)ypuklyml funkcjami na wypuklych przestrzeniach parametréw Vz oraz Ve, gdzie parametry wek-
torowe maja posta¢ = = (€)%, oraz © = (6;)%_;, to transformacje Legendre’a mozna sformutowaé w sposéb bardziej
ogdlny [6]:
d .
$(0) = maz(zcvyz) {Zglei - w(z)} , VPeS (2.105)
i=1

dla ¢ (E) bedacego rozwiazaniem réwnania (2.99). Podobnie, powiedzmy, ze ¢(©) jest pewnym rozwigzaiem réwnania
(2.101). Wtedy poprzez transformacje Legendre’a:

d
Y(E) = mazocvey) {Z €0, — ¢(®)} , VPeS, (2.106)

=1

otrzymujemy potencjal ¢ (E).
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2.2.3 Geometryczne sformutowanie teorii estymacji dla EFI

Dokladne sformulowanie metody ekstremalnej fizycznej informacji (EFI) jest trescia kolejnych

rozdzialéw skryptu. Ponizej podajemy jedynie jej wstepna charakterystyke z punktu widzenia geo-
metrii rozniczkowej na S.
Teoria estymacji w metodzie EFI moze by¢ okreélona geometrycznie w spos6b nastepujacy. Za-
t6zmy, ze z pewnych powodéw teoretyczny rozktad P na B lezy na pewnej podprzestrzeni (warstwie)
Sy C S. Warstwa S, oraz wymiar B nie sa z gory okreélone. Zaktadamy réwniez, ze wszystkie roz-
wazane rozktady, facznie z empirycznym, leza w przestrzeni statystycznej S, ktéra (w przeciwienstwie
do estymacji w statystyce klasycznej [6, 21]) nie ma znanej postaci metryki Fishera-Rao. Na podsta-
wie danych, ktére daly rozktad empiryczny Poyps, szukamy punktu nalezacego do S, ktéry spetnia
zasady informacyjne i jest szukanym oszacowaniem Pz rozktadu teoretycznego P.

Uwaga o estymacji w statystyce klasycznej: W statystyce klasycznej wyznaczamy krzywa geode-
zyjna biegnacq przez punkt empiryczny Pops i szukane oszacowanie P stanu uktadu lezgcego na
Sw- Poniewaz za wyjatkiem przypadku o = 0 okazuje sie, ze a-koneksja nie jest metryczna (tzn. nie
jest wyprowadzona jedynie z metryki, w naszym przypadku metryki Fishera-Rao), zatem odleglosc¢
Pops od Pz nie jest na ogét najmniejsza z mozliwych [6]. Geodezyjna ta przecina S,, w pewnym
punkcie nalezacym do S, ktéry jest szukanym oszacowaniem Pz stanu uktadu. Jak wspomnielismy,
w statystyce klasycznej istnieje jedno utatwiajace estymacje zatozenie. Otéz znana jest ogélna postaé
modelu statystycznego S, zatem znana jest i metryka Fishera-Rao na S.

Uwaga o estymacji w EFI: W przeciwienstwie do tego estymacja w metodzie EFI nie moze zato-
7y¢ z gory znajomosci postaci metryki g Fishera-Rao. Metoda EFI musi wyestymowac ¢ i estymacja
ta jest dynamiczna, poprzez konstrukcje odpowiednich zasad informacyjnych.

Zasada wariacyjna: Jedna z tych zasad powinna zapewni¢, ze po wyestymowaniu metryki Fishera-
Rao, znalezione oszacowanie Pz metody EFI bedzie réwniez leze¢ na geodezyjnej taczacej je z Pops.
Stad pojawia si¢ konieczno$¢ wprowadzenia wariacyjnej zasady informacyjnej.

Zasada strukturalna: Druga tzw. strukturalna zasada informacyjna zapewni, ze szukane oszaco-
wanie bedzie leze¢ w klasie rozwiazan analitycznych w parametrze =, w znaczeniu réwnowaznosci
metrycznej otrzymanego modelu z modelem analitycznym.

Zatem zasada wariacyjna i strukturalna wyznaczaja samospdjnie punkt Pz i tym samym wskazuja
podprzestrzen statystyczna S, . Jednak koneksja afiniczna, dla ktérej uktad wspélrzednych wzdiuz
krzywej geodezynej taczacej Poys z Pz jest plaski, nie jest a-koneksja Amariego.

Sformutowaniem i zastosowaniem zasad informacyjnych w estymacji metoda EFI zajmiemy si¢ w
kolejnych rozdziatach.

2.2.4 Uwaga o rozwinieciu rozktadu w szereg Taylora

W calej tresci skryptu zakladamy, ze rozktad prawdopodobienstwa P(Z) (lub jego logarytm
In P(Z)), jest wystarczajaco gladki, tzn. posiada rozwiniecie w szereg Taylora wystarczajaco wy-
sokiego rzedu, w kazdym punkcie (pod)przestrzeni statystycznej S [10]. Zatem albo jest spelniony
warunek analitycznosci rozktadu we wszystkich skfadowych estymowanego parametru =, albo przy-
najmniej rozktad prawdopodobieristwa okreslony w otoczeniu punktu P € S posiada dzet J(S,R)
wystarczajaco wysokiego, cho¢ skonczonego rzedu r, np. wyrazy do drugiego (lub innego okreslo-
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nego, wyzszego) rzedu rozwiniecia w szeregu Taylora, podczas gdy wyzsze niz r rzedy rozwiniecia
znikaja [24] Do rozwazan na temat rzedu dzetéw powrécimy w Rozdziale (4.2).

Przestrzen wektorowa dzetow: Istotna sprawa jest fakt, ze zbior wszystkich r-dzetéw funkcji w punk-
cie P € S tworzy skoniczenie wymiarowa przestrzen wektorowa, natomiast ich suma J"(S,R) =
Upes /p(S, R) jest wiqzkq wektorowq, czyli wiqzkq wiéknistq'?, kiérej wtékno jest przestrzeniq
wektorowq nad przestrzeniq bazowq S.

Mozna pokaza¢, ze rowniez J3° (S, R) jest przestrzenia wektorowa. Zatem dzety nalezace do J3° (S, R)
mozna dodawac i mnozyc przez liczbe. Tworza one tez algebre co oznacza, ze mozna je mnozyc. Waz-
no$¢ przestrzeni J2°(S, R) ujawnia si¢ przy okreéleniu rozwinigcia funkcji w szereg Taglora.

Rlasy réwnowaznoéci dzetéow: O funkcjach méwimy, ze sa w tej samej klasie réwnowaznoéci dze-
tow, gdy maja takie samo rozwiniecie Taylora.

Pojecie odwzorowania Taylora na S: Niech T, jest przestrzenia wektorowa dualng do przestrzeni
stycznej Tp na przestrzeni statystycznej S, oraz niech S*(T%) jest przestrzenia wektorowa wszystkich
symetrycznych? wieloliniowych odwzorowar:

Tpx-xTp—R. (2.111)
~————

k—razy

190kreslenie wigzki whoknistej: (Rézniczkowalna) wigzka wiéknista (E, 7, M, F, G) nad M sklada sie z nastepujacych
siedmiu elementéw [25];
1. Rézniczkowalnej rozmaitoéci £ nazywanej przestrzeniq totalng.
2. Rézniczkowalnej rozmaitos$ci M nazywanej przestrzeniq bazowaq.
3. Rézniczkowalnej rozmaitoéci F' nazywanej (typowym) wiéknem.

1%

4. Odwzorowania suriektywnego 7 : E — M nazywanego rzutowaniem, ktérego odwrotny obraz 77 (p) = F, = F
nazywamy wtéknem w p gdzie p € M.

5. Grupy Liego G nazywanej grupg strukturalng, ktéra dziala lewostronnie na F.

6. Zbioru otwartych pokryé {U;} rozmaitoéci M z dyfeomorfizmem ¢; : U; x F — «~1(U;) takim, 7e 7 o ¢;(p, f) = p,
gdzie f € F. Poniewaz ¢; ' odwzorowuje 7~ (U;) na iloczyn prosty U; x F dlatego odwzorowanie ¢; jest nazywane
lokalng trywializacjq .

7. Wprowadimy oznaczenie ¢; »(f) = ¢:(p, f). Odwzorowanie ¢; , : F — F} jest dyfeomorfizmem. Rzadamy aby na
UiNU; # 0 odwzorowanie ¢;; = qﬁ;; o ¢j,p : F© — F bylo elementem grupy G. Wtedy ¢; oraz ¢; sa zwiazane poprzez
gtadkie odwzorowanie ¢;; : U; (1U; — G w nastepujacy sposob: ¢;(p, f) = ¢:(p, tij(p)f)-

Odwzorowania ¢;; sa nazwane funkcjami przejscia.

Oznaczenie: Czasami na oznaczenie wiazki wléknistej (E, 7, M, F, G) uzywa si¢ skréconego zapisu E — M lub nawet
tylko E.

Przygktad: W powyiszych rozwazaniach przestrzenia bazowa M jest przestrzen statystyczna S. Gdy Tp jest prze-
strzenig styczna do S w P a Tp jest przestrzenia wektorowa dualna do Tp, wtedy typowe wiékno Fp moze byc np.
przestrzenia tensorowa:

TPll=TPr@ - - @TPRTrQ--- Tk , (2.110)

q—razy T—razy

gdzie g jest indeksem stopnia kontrawariantnego iloczynu tensorowego 7r a r indeksem stopnia kowariantnego iloczynu
tensorowego T'5. Informacja Fishera jest szczeg6lnym przykladem tensora [Tp]g na S. Gdy typowe wibékno F jest prze-
strzenia tensorowa a przestrzen wektorowa 7'p jest d - wymiarowa, to grupa strukturalna G jest w ogélnosci ogélna grupa
liniowych transformacji GL(d).

200dwzorowanie nazywamy symetrycznym jesli jest symetryczne ze wzgledu na permutacje zmiennych.
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Rozwiniecie w szereg Taylora T pewnej funkcji (np. P(Z) lub In P(Z)) na S okresla wtedy odwzo-
rowanie:

T:JP(S,R) = S(Tp) gdze S(Tp) =@ S*(T#) (2.112)
k>0

nazywane odwzorowaniem Taylora. Szeregi Taylora spelniaja istotna role w analizie statystyczne;j
[24], 0 czym przekonamy sie przy wyprowadzeniu podstawowego narzedzia estymacji metody EFI, a
mianowicie strukturalnej zasady informacyjnej (por. Rozdziat 3.1.1).
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2.3 Twierdzenie Rao-Cramera i DORC

Estymatory MNW maja asymptotycznie optymalne wlasnosci, tzn. sa nieobciazone, zgodne, efek-
tywne i dostateczne [11]. Ponizszy rozdzial poswiecimy efektywnosci nieobciazonych estymatoréw
parametru dla dowolnej wielkoéci proby V.

Estymator efektywny: Warto$¢ dolnego ograniczenia na wariancje estymatora, czyli wariancje es-
tymatora efektywnego, podaje ponizsze twierdzenie Rao-Cramera. Jego sednem jest stwierdzenie, ze
osiagniecie przez estymator dolnej granicy wariancji podanej w twierdzeniu oznacza, ze w klasie esty-
matoréw nieobciazonych, ktére spelniaja warunek regularnosci (tzn. maja funkcje rozktadu prawdo-
podobienstwa nie posiadajaca punktéw nieciagtosci zaleznych od estymowanego parametru ©), nie
znajdziemy estymatora z mniejsza wariancja.

Estymator efektywny ma wiec najmniejszq z mozliwych wariancji, jakq mozemy uzyskaé w pro-
cesie estymacji parameiru.

2.3.1 Skalarne Twierdzenie Rao-Cramera

Twierdzenie Rao-Cramera (TRC). Przgpadek skalarny: Niech F(Y') bedzie nieobciazonym es-
tymatorem funkcji skalarnego parametru g (6), tzn.:

EyF (17) = ¢(0) (2.113)

oraz niech Ir(6) bedzie informacja Fishera dla parametru ¢ wyznaczona na podstawie préby Y.
ZakYadajac warunki regularnoéci, otrzymujemy:

/ 2
o2 F (17) > [iF(fg]) , (2.114)

co jest teza twierdzenia Rao-Cramera. W szczeg6lnym przypadku, gdy g(f) = 6, wtedy z (2.114)
otrzymujemy nastepujaca posta¢ nieréwnosci Rao-Cramera:

1

o2 F (?) > (2.115)
Wielkos¢:

g’ (0))° _

I (6) lub Tr () dla ¢(0) =20 (2.116)

nazywana jest dolnym ograniczeniem Rao-Cramera (DORC)?!. Przypomnijmy, ze poniewaz statystyka

F(Y) jest estymatorem parametru 6, wiec wartosci jakie przyjmuje nie zaleza od tego parametru.

Uwaga: W przypadku, gdy rozktad zmiennej Y traktowany jako funkcja estymowanego parametru 6
ma dla pewnych wartoéci tego parametru punkty nieciggtosci, wtedy wariancja estymatora parame-
tru € wystepujaca po lewej stronie (2.115) moze okaza¢ sie mniejsza niz warto$¢ po stronie prawe;j.
Sytuacji nieciagtosci rozkladu w parametrze nie bedziemy jednak rozwazali. Przeciwnie, zaktadamy,
ze rozktad P(©), i jej logarytm In P(©), jest wystarczajaco gtadki, tzn. posiada rozwiniecie w sze-
reg Taylora wystarczajaco wysokiego rzedu, w kazdym punkcie (pod)przestrzeni statystycznej S, jak
o tym wspomnieliémy w Rozdziale 2.2.4.

21\ jez. angielskim Cramér-Rao lower bound (CRLB).

52



2.3.1.1 Dowdd TRC (wersja dowodu dla przypadku skalarnego)

Wspétczynnik korelacji liniowej Pearsona dla dw6ch zmiennych losowych S (17) i F (17) zdefi-
niowany jest nastepujaco:

covy (S, F)

po (S, F) = . (2.117)
o (S)y/ o5 (F)
7 Klasycznej analizy statystycznej wiemy, ze py (S, F') € [—1, 1], stad z (2.117) otrzymujemy:
9 |covg (S, F)|?
o2 (F) > 1200 12 T (2.118)
’ 73 (S)

Rownoé¢ wystepuje jezeli wspdélczynnik korelacji liniowej Pearsona jest rowny 1, co zachodzi, gdy
zmienne S i F' sa idealnie skorelowane.

Niech teraz zmienna losowa S bedzie statystyka wynikowa S(0) = S(Y|0).
Pokazmy, ze:

g'(0) = covg (S(0),F) . (2.119)
Istotnie, poniewaz Fy (S(0)) = 0, (2.25), zatem:
. . 2 P(ylo)
covy (S(0). F(V)) = 5 (S(0)F(V)) = /B dy P(y16)S(9) F(y) = /B P10 ()
0 0 0 ot /
- /B Ay POIOF () = o /B dy PyIO)F(y) = - EoF(V) = (6) (2.120)

Skoro wiec zgodnie z (2.28) zachodzi, 035 (0) = Ir(0), wiec wstawiajac (2.120) do (2.118) otrzymujemy
(2.114), co konczy dowdd TRC.
2.3.1.2 Przyklad skalarny DORC dla rozktadu normalnego

Interesuje nas przypadek estymacji skalarnego parametru § = p w probie prostej Y, przy
czym zakladamy, ze g(y) = p. Rozwazmy érednig arytmetyczng ¥ = % 25:1 Y, (z realizacja
y= % 27]27:1 vn), ktora, zaktadajac jedynie identyczne rozktady zmiennych Y; préby, jest dla dowol-
nego rozkladu p(y) zmiennej Y, nieobciazonym estymatorem wartoéci oczekiwanej pn = E,(Y) =
Jydyp(y)y, tzn.:

B, (V) = /B dy P(ylp) = Bu(Y) = pi. (2.121)

Ponadto dla préby prostej, z bezposéredniego rachunku otrzymujemy:

(2.122)

=%

72 (V) = [y Plol) (7~ B(V)? =

odzie o2 jest wariancja O'Z(Y) zmiennej Y.

Niech teraz zmienna pierwotna Y ma rozklad normalny N (u, 02). Ze zwiazkéw (1.17) oraz (1.18)-
(1.19) wiemy, ze $rednia Y jest estymatorem MNW parametru p = F(Y), zatem przyjmijmy F (17 =
ft =Y. 7 (2.122) widzimy wiec, ze dla zmiennych o rozktadzie normalnym zachodzi:

o2 (F) =02 (V) = % . (2.123)
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W przypadku rozktadu normalnego warunek (2.115) fatwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem.
Istotnie, korzystajac z (2.9) oraz (2.17), otrzymujemy (por. (2.17)):

N N\’¢?> N
7 (2.123) oraz (2.124) otrzymujemy:
1
2/ A
o2 (j1) = , 2.125
20 = 1 (2.125)

co stanowi DORC (2.116) dla nieréwnoéci Rao-Cramera (2.115). Warunek ten otrzymaliSmy juz po-
przednio dla rozktadu normalnego (por. (2.18)). Spelnienie go oznacza, ze érednia arytmetyczna Y jest
efektywnym?? estymatorem wartoéci oczekiwanej zmiennej losowej opisanej rozktadem normalnym
N(u,a?).

Uwaga o rozkladach eksponentialnych: Rozktad normalny jest szczegdlnym przypadkiem szerszej
klasy rozkladéw, ktére spelniaja warunek DORC. Rozklady te sa tzw. rozktadami eksponentialnymi
(2.61) wprowadzonymi w Rozdziale 2.2. Powyzej, w przypadku rozkladu normalnego, sprawdzili$émy
ten fakt bezposrednim rachunkiem zaktadajac wpierw typ rozktadu zmiennej Y, a potem sprawdza-
jac, ze estymator /i parametru p = E,,(Y") osiaga DORC.

2.3.2 Wieloparametrowe Twierdzenie Rao-Cramera

Gdy dokonujemy réwnoczesnej estymacji d > 1 parametréw, wtedy funkcja wynikowa S(O) jest
d-wymiarowym wektorem kolumnowym (1.9), natomiast obserwowana IF w punkcie O, czyli iF(O),
oraz warto$¢ oczekiwana z iF(0), czyli I (por.(2.14)), sa d X d wymiarowymi macierzami.

Analogia inflacji wariancji: Ponizej pokazemy, ze wlaczenie do analizy dodatkowych parametréw
ma (na ogét) wplyw na wartoé¢ IF dla interesujacego nas, wyréznionego parametru. Sytuacja ta jest
analogiczna do problemu inflacji wariancji estymatora parametru w analizie czestotliwosciowej [14].
Ponizej przedstawiona zostanie odnoszaca sie do tego problemu wieloparametrowa wersja twierdze-
nia o dolnym ograniczeniu w nieréwnoéci Rao-Cramera (DORC).

Uwaga o wersjach TRC: Ponizej podamy dwie réwnowazne wersje 6] wieloparametrowego Twier-
dzenia Rao-Cramera (TRC). Pierwsza z nich okaze si¢ by¢ bardzo uzyteczna przy wprowadzeniu w
Rozdziale 2.7 relacji pomig¢dzy tzw. informacja Stam’a a pojemnoécia informacyjna uktadu. W Roz-
dziale 2.8.1 przekonamy sie, ze wersja druga TRC jest uzyteczna w sprawdzeniu czy wieloparame-
trowa estymacja przebiega na DORC.

22Tzn. poéréd estymatoréw nieobciazonych parametru y = FE,(Y) i regularnych, posiada najmniejsza z mozliwych
wariancji.
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2.3.2.1 Pierwsza wersja wieloparametrowego TRC

Wieloparametrowe Twierdzenie RC (wersja pierwsza): Niech F'(Y') bedzie funkcja skalarnq z
warto$cia oczekiwana:

EoF (17) —¢(@) eR (2.126)

oraz I(0) niech bedzie oczekiwana informacja Fishera (2.14) dla © = (6;)?_, wyznaczona na prze-
strzeni proby B. Zachodzi wtedy nieréwnos¢:

0% (F(f/)) >all; (0)a, (2.127)
gdzie [ El jest macierza odwrotna do macierzy informacyjnej Fishera I, natomiast
99 (©)
= 2.128
50 (2.128)

jest d-wymiarowym wektorem.
Uwaga: Warunek (2.126) oznacza, ze skalarna funkcja F (17) jest nieobciazonym estymatorem ska-
larnej funkeji g (©) wektorowego parametru O.

2.3.2.2 Przykltad wektorowego DORC

Jako ilustracje powyzszego wieloparametrowego Twierdzenia RC przedstawimy przyktad, przyj-
mujac szczeg6lna postac skalarnej funkcji g(©), o ktérej zakladamy, ze jest liniowa funkcja sktado-
wych 0; wektora parametréw [13]:

d
9(©)=a"0=> a;6;, (2.129)
i=1

gdzie a jest pewnym znanym wektorem o stalych sktadowych a;, ktére nie zaleza od sktadowych
wektora ©. Zatézmy chwilowo, ze al’ = (1,0,...,0), tzn. jedynie a; # 0. Wtedy z (2.129) otrzy-
mujemy g (©) = 63, natomiast (2.127) w Twierdzeniu RC, 0% (F) > aTI,' (©)a, przyjmuje dla
rozwazanego nieobcigzonego estymatora F' parametru 6, tzn. Eg(F(Y)) = 0y, postac:

oo (F) > [I:1(0)],, = IF (©) , (2.130)

gdzie I} (©) oznacza element (1,1) macierzy 1" (©). Prawa strona nieréwnoéci (2.130) podaje dolne
ograniczenie wariancji estymatora F', pod warunkiem, ze ¢; jest wyr6znionym parametrem a war-
tosci pozostalych parametréw nie sq znane. Oznaczmy wewnetrzna strukture d x d -wymiarowych

macierzy I (0) oraz [(©)~!

Ir (©) = ( Lpu Iri ) (2.131)

Ipo1 Ip2o

nastepujaco:

oraz

11 12
IF IF

171 (0) = ( A ) (2.132)

gdzie Iy oraz [+ = [I;l (©)] 11 (zgodnie z oznaczeniem wprowadzonym w (2.130)) sq liczbami,
I, I7? sq (d — 1) x (d — 1)-wymiarowymi macierzami, natomiast (Ir12)1x(a—1), (IF21)(@—1)x1,
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(1117‘2)1><(d—1)a (I%l)(d_l)xl odpowiednimi wierszowymi badz kolumnowymi wektorami o wymia-
rze (d — 1).

Rozwazmy parametr ;. Jego informacja Fishera (patrz ponizej Uwaga o nazwie) jest réwna Ipj; =
Ip11 (61). Nie oznacza to jednak, ze o2 (F) oraz Ip1; sa z soba automatycznie powiazane nieréw-
noécia 03 (F) > 1/Ip11, kiéra jest trescia Twierdzenia RC (2.115). Udowodniliémy ja bowiem tylko
dla przypadku parametru skalarnego, tzn. gdy tylko jeden parametr jest estymowany, a reszta para-
metrow jest znana.

Okreglmy relacje pomiedzy (Ir11) " oraz . Oczywiscie zachodzi:

- Ipi1 Ipi2 IR 10
Ip(©)-I:1(©) = LN R e , 2.133
F( ) F ( ) ( Iror Iron ) ( I%l 1%2 0 1 ( )
gdzie 1 jest (d — 1) x (d — 1)-wymiarowa macierza jednostkowa.
7. powyzszego mamy:

(Ip11)1x1 (I )11 + Tr12)1x a1 T ) @a—1)x1 = 1

= (IF)_I = Irn + Ipalf (1}1)_1 : (2.134)

(Ir21)(a-1)x1 TE)1x1 + (Ip22) (a—1yx(a—1) TE ) @-1x1 = (0)(@a—1)x1
= 1}271 = — ([FQQ)_l IF21[11:|1 (2.135)

skad otrzymujemy:
_1 _
([}71) = Iy — Irro (Ipgo) ' Ipor . (2.136)

Poniewaz Ir99 jest macierza informacyjna (dla parametréow 6,605, ..., 6;), jest wiec ona zgodnie z

rozwazaniami przedstawionymi ponizej (2.32), symetryczna i nieujemnie okreslona. Symetryczna i
nieujemnie okreslona jest zatem (If95)~!. Poniewaz z symetrii macierzy Ir wynika Iri1o = (Ipg;)”

’

zatem ostatecznie forma kwadratowa 19 (1 Fgg)_l Ip91 > 0, stad z (2.136) otrzymujemy:

1

(=t <rpy = 171> o (2.137)
co zgodnie z (2.130) oznacza, ze:
1
od (F) > I > o (2.138)

Whiosek: Zatem widzimy, ze I+ daje silniejsze ograniczenie niz (Ir11)~". Tzn. w przypadku esty-
macji wieloparametrowej nalezy zastosowa¢ zwiazek o2 (F) > T, (2.130), gdyz to wkasnie on jest
wlasciwy na podstawie wieloparametrowego Twierdzenia RC. Zastosowanie 0% (F) > 1/Ip11, tak
jak bysmy mieli do czynienia z przypadkiem skalarnym, moze blednie zanizy¢ wartos¢ dolnego ogra-

niczenia na o3 (F).

Uwaga o nazwie Ir11: W “statycznie” ukierunkowanej analizie statystycznej wielkogé (1)~ jest
interpretowana jako informacja Fishera dla 6, — jednak w tresci skryptu odstapimy od tej nazwy.
Okazuje sie, ze w analizie ukierunkowanej na estymacje¢ “dynamiczna”, tzn. generujaca réwnania roz-
niczkowe dla rozktadéw, bardziej uzyteczne jest nazwad I} po prostu dolnym ograniczeniem RC na
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wariancje estymatora parametru 01 w sytuacji gdy pozostale parametry sa nieznane (tzn. trzeba je
estymowac z proby réwnoczesnie z 01). Natomiast Iy bedziemy nazywali, zgodnie z tym jak to
uczynilismy, informacjq Fishera parametru 60, i to niezaleznie od tego czy inne parametry sa réw-
noczedénie estymowane, czy tez nie.

Podsumowanie na temat zanizenia DORC: Nalezy pamietac, ze estymujac parametr 6; nalezy by¢
swiadomym faktu wystepowania réwnoczesnej estymacji innych parametréw, gdyz wstawienie war-
tosci Ir11 do nieréwnosci RC moze w przypadku estymacji wieloparametrowej doprowadzi¢ do za-
nizenia wartoéci dolnego ograniczenia wariancji tego parametru.

Przypadek “pseudo-skalarny”: Istnieje jednak pewien wyjatek spowodowany doktadnym zerowa-
niem sie Iz dla dowolnego N. Wtedy z (2.136) wynika, ze wzrost wariancji estymatora parametru
zwiazany z dodaniem nowych parametréw o nieznanych wartoéciach bytby réwny zeru. Tak tez byto
w rozwazanym weczesniej przyktadzie rozktadu normalnego N (i, o) (poréwnaj (2.24) z (2.17)).
Podobnie, taki szczegdlny przypadek zachodzi, gdy wieloparametrowym rozkladem prawdopodo-
bienistwa jest wiarygodno§¢ N-wymiarowej préby P (61,6, ,...,0n) = ]_[7]:[:1 De,,, gdzie kazdy esty-
mowany parametr ¢,, okreéla tylko jeden punktowy rozktad py, . Wtedy macierz informacyjna Fishera
I jest diagonalna i zachodzi I, = (I¥*)~!, a w miejsce (2.138) otrzymujemy dla kazdego parame-
tru 6,,:

1
0% (Fp) > I = n=1,2,..,.N, gdy Irp diagonalne, (2.139)

- M
Ian

jako szczeg6lny przypadek nieréwnoéci RC, gdzie F), jest estymatorem 6, parametru 6,,.

2.3.2.3 Druga wersja wieloparametrowego TRC

Niech © = O(Y) = (6;(Y))%, jest nieobcigzonym estymatorem parametru © = (6;)%_,, co
oznacza, ze zachodzi:
6 = Fo [@(?)} , VPeeS. (2.140)

(Oczekiwana) macierza kowariancji*® Ve[©)] nieobcigzonego estymatora © w bazie © nazywamy
d % d - wymiarowa macierz o elementach:

A~

Vo (0] = Eo [(éi(?) —0) 6;(V) -0, , ij=12..d VPyeS. (2.141)

Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Wieloparametrowe Twierdzenie RC (wersja druga): Macierz kowariancji Ve [©)] nieobciazonego es-
tymatora © spelnia nieréwnosé [6]:

VolO] > I:'(0) VPgeS, (2.142)

co oznacza, ze macierz Ve [O] — T () jest dodatnio pélokreslona.

Estymator efektywny: Nieobciazony estymator 6 spelniajacy réwno$¢ w nieréwnosci (2.142):
VolO] = I7'(0) VPoeES. (2.143)

nazywamy estymatorem efektywnym parametru ©.

23 Cayli tzw. macierza oczekiwanego bledu kwadratowego.
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2.4 Entropia informacyjna Shannona i entropia wzgledna

W rozdziale tym omoéwimy pojecie, ktére podaje globalng charakterystyke pojedynczego roz-
ktadu prawdopodobienstwa, tzn. entropie Shannona. Dokladniejsze oméwienie wlasnoéci entropii
Shannona mozna znalezé w [20]. Z tresci ponizszych przykltadéw wynika jaki jest rozmiar préby N.

Entropia Shannona: Niech P(w) bedzie rozktadem prawdopodobienstwa®* okreslonym na prze-
strzeni zdarzen €2, gdzie w jest puntem w (2. Jesli przestrzen zdarzen (2 jest dyskretna, to informacyjna
entropia Shannona jest zdefiniowana nastepujaco:

Sy (P)=-k Y Pw)nPw), (2.144)
we N

gdzie k jest liczba dodatnig?®, ktéra przyjmiemy dalej jako réwna 1.

Rozklad prawdopodobienstwa jako element sympleksu rozktadéw: Niech (2 jest rozpieta przez
skoriczona liczbe N element6w bedacych mozliwymi wynikami doswiadczenia, w rezultacie ktérego
otrzymujemy wartosci y;, ¢ = 1,2, ..., N, zmiennej losowej Y. Rozklad prawdopodobienistwa P jest
wtedy reprezentowany przez wektor 7’ = (p;)%_, , nalezacy do sympleksu rozktadéw prawdopodo-
bieristwa [20], tzn. jego N sktadowych spetnia warunki:

R
pi >0 oraz Zpi =1. (2.145)
=1

m-Sympleks rozktadéw prawdopodobieristwa, czyli zbiér A™ = {(p1,p2; s Pm, Pms1) € R™TL;

pj >0, j=1,..,m+1gdziem+1 <X dla Z;":ng pj < 1} jest zbiorem wypuklym, tzn. kazdy

punkt p,,, € A™ mozna przedstawic jako p,, = ZZZJ{I \ipi, odzie Z:f{l Ai=1.

Entropia Shannona (2.144) rozkladu (2.145) ma postac:
R
Sy (P)==) pilnp; . (2.146)
i=1

Zapis Sy (P), gdzie w argumencie pominieto oznaczenie zmiennej losowej Y podkresla, ze jedynag
rozwazang przez nas cechqg zmiennej losowej jest jej rozktad prawdopodobieristwa P.

**Przestrzen stanéw modelu: MGwimy, ze na przestrzeni zdarzen €2 zostata okreslona funkcja w — P(w) spelniajaca
warunki, P(w) > Ooraz ), P(w) = 1, nazywana wtedy miara probabilistyczna. Zbiér wszystkich miar probabilistycznych

okreslonych na Q tworzyw przestrzeri stanéw modelu.

25W przypadku statystycznej entropii fizycznej R moze byé np. liczbg konfiguracji okreslonej liczy molekut przy zadanej
energii catkowitej uktadu. Wtedy k jest utozsamiane ze stata Boltzmann’a k5. Dla ukladu okreslonego w przestrzeni ciaglej
R? liczba konfiguracji jest nieskoriczona. Gdyby ograniczyc sie do skonczonej podprzestrzeni i podzieli¢ ja na komérki o
skoriczonej wielkosci, i podobnie uczynié¢ w przestrzeni pedowej, to liczba mozliwych konfiguracji uktadu bytaby skornczona
a jego entropia mogtaby by¢ policzona. Jednakze poprawny rachunek entropii wymaga wtedy utozsamienia konfiguracji
powiedzmy n czastek rézniacych sie jedynie ich permutacja, w ramach jednej klasy réwnowaznosci. Na fakt, ze wtasciwa
przestrzenn proby ma w tym przypadku nie X lecz X/n! punktéw zwrécil uwage Gibbs, a otrzymana przestrzen préby
nazywa si¢ przestrzenia préby Gibbsa. Np. dla 1 em? cieczy w zwyklych warunkach n ~ 10%*. Problem ten nie bedzie
rozwazany dalej w niniejszym skrypcie.
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24.1 Interpretacja entropii Shannona

Maksymalna mozliwa warto$¢ entropii Shannona?® wynosi In X i jest osiggnieta, gdy wszystkie
wyniki sa réwno prawdopodobne (p; = 1/X), tzn. gdy stan ukladu jest maksymalnie zmieszany.

Uktad w stanie czystym: Gdy jeden z wynikéw jest pewny, wtedy tylko jedna, odpowiadajaca mu
wspolrzedna wektora pjest rowna jeden, a pozostate sa réwne 0. Mowimy wtedy, ze uktad znajduje
si¢ w stanie czystym, a odpowiadajaca mu warto$¢ entropii Shannona jest minimalna i ré6wna zero.

Entropia jako miara niepewnoéci wyniku eksperymentu: Z powyzszych przyktadéw mozna wnio-
skowad, ze entropi¢ Shannona mozna interpretowac jako miare niepewnosci otrzymania wyniku
eksperymentu bedacego realizacja rozkltadu prawdopodobienistwa P lub inaczej, jako wielko$¢ in-
formacji koniecznej do okreslenia wyniku, ktéry moze sie pojawi¢ w rezultacie przeprowadzenia
eksperymentu na uktadzie.

Podstawowe wtasnosci entropii Shanonna mozna znalezé w [20).

2.4.2 Przypadek ciagltego rozktadu prawdopodobienstwa

Przejscie z dyskretnego do ciaglego rozkladu prawdopodobienistwa polega na zastapieniu sumo-
wania w (2.146) catlkowaniem po calym zakresie zmiennoéci zmiennej losowej Y. W ten sposéb
otrzymujemy Boltzmanowska posta¢ entropii Shannona:

+oo
Su(P) =— / dy P(y)InP(y) . (2.147)
—0o0

Jednakze dla pewnych funkcji rozkladu P(y), calka (2.147) moze nie by¢ okreslona.

Czysty stan klasyczny: Jako ilustracje powyzszego stwierdzenia rozwazmy sytuacje [20], gdy rozklad
P(y) przyjmuje w przedziale [0,t] wartoé¢ ¢t~ i zero wszedzie poza tym przedziatem. Wtedy jego
entropia Sy (P) jest rowna Int idlat — 0 dazy do minus nieskoriczonosci. Procedura ta odpowiada
przejsciu do punktowego, czystego stanu klasycznego opisanego dystrybucja delta Diraca, dla ktdrej
Su(P) = —o0.

Zatem przyjmujac poziom zerowy entropii jako punkt odniesienia, doktadne okreslenie stanu opi-
sanego delta Diraca (ktérej fizycznie mégltby odpowiadaé nieskoriczony skok w gestosci rozkladu
substancji czastki) wymaga dostarczenia nieskonczonej iloéci informacji o uktadzie. Do sprawy po-
wro6cimy w jednym z kolejnych rozdziatow.

Problem transformacyjny Sy (P): Definicja (2.147) ma pewien formalny minus, zwiazany z bra-
kiem porzadnych wlasnoéci transformacyjnych entropii Shannona. Oméwimy go ponize;.

Ze wzgledu na unormowanie prawdopodobienistwa do jedno$ci, gestos¢ rozkladu prawdopodobien-
stwa przeksztalca sie przy transformacji uktadu wspoétrzednych tak jak odwrotnosé objetosci.

X N
267 wrzgledu na warunek 3 p; = 1 maksymalizujemy funkcje Sz war (P) = Sz (P)—A (1 -> pi) , liczac pochodna
i= i=1

1
pop;,j =1,2,...,X, gdzie A jest czynnikiem Lagrange’a.
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Przyklad zmiennej jednowymiarowej: Z unormowania | j;o dy P (y) = 1 wynika, ze P(y) musi
transformowac sie tak, jak 1/y.

Rozwazmy transformacje uktadu wspétrzednych y — y’. Rézniczka zmiennej Y transformuje sie
wtedy zgodnie z dy’ = J (%)dy, gdzie J jest jacobianem transformacji, natomiast rozklad prawdo-
podobienstwa transformuje sie nastepujaco: P'(y’) = J _1(%)P (y). Zatem tak jak to powinno byc¢,
unormowanie rozkladu w transformacji pozostaje niezmiennicze, tzn.:

+oo +o0
/ dy P (y) = / dy' P'(y')=1. (2.148)

Rozwazmy teraz entropie Shannona uktadu okreslona dla rozktadu ciagtego jak w (2.147), Sg(P)
= — [dy P (y)In P (y). Jak to zauwazyliémy powyzej, entropia uktadu jest miarg nieuporzadkowa-
nia w ukladzie, badz informacji potrzebnej do okreslenia wyniku eksperymentu. Zatem réwniez i ona
powinna by¢ niezmiennicza przy rozwazanej transformacji. Niestety, chociaz miara probabilistyczna
pozostaje niezmiennicza, to poniewaz In P (y) # In P’ (y’) zatem Sy (P) # Su(P').

Tak wiec logarytm z gestosci rozktadu prawdopodobieristwa nie jest niezmienniczy przy transfor-
macji uktadu wspétrzednych i w konsekwencji otrzymujemy nastepujacy wniosek, stuszny rowniez
w przypadku rozkltadu prawdopodobienistwa wielowymiarowej zmiennej losowej Y.

Whiosek: Entropia Shannona (2.147) nie jest niezmiennicza przy transformacji uktadu wspéirzed-
nych przestrzeni bazowej 5.

7. drugiej strony, ze wzgledu na wyjatkowe posrdéd innych entropii wlasnosci entropii Shannona
dla rozkladu dyskretnego [20], zrezygnowanie z jej ciaglej granicy (2.147) mogloby sie okaza¢ decyzja
chybiona. Rowniez jej zwiazek z informacja Fishera oméwiony dalej, przekonuje o istotno$ci pojecia
entropii Shannona w jej formie ciagle;j.
Entropia wzgledna jako rozwiazanie problemu transformacji: Proste rozwiazanie zaistnialego pro-
blemu polega na zaobserwowaniu, ze poniewaz iloraz dwéch gestosci P(y) oraz P,.f(y) transformuje
sie jak skalar, tzn.:
Py) _ TP P(y)

Bl ) T U L) Pres(y)  Presly)’
edzie P, (y) wystepuje jako pewien rozklad referencyjny, zatem wielko$¢ nazywana entropiq wzgled-
na:

(2.149)

+oo

P(y)
Su(PIPg) = [ dy Ply)np 2 (2.150)
! S Prer (y)
posiada juz wlasnosc¢ niezmienniczosci:
Su(P'|Ples) = Su(P|Prey) (2.151)

przy transformacji uktadu wspétrzednych.
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Entropia wzgledna jako warto$¢ oczekiwana: Zwrécmy uwage, ze entropia wzgledna jest warto-
$cig oczekiwang logarytmu dwéch rozktadéw, P(y) oraz P, (y), zmiennej Y

Sy(P|Pres) = Ep <ln m> , (2.152)

wyznaczona przy zalozeniu, ze zmienna losowa Y ma rozklad P.

Entropia wzgledna a analiza doboru modelu: W ten sposéb problem logarytmu ilorazu funkcji wia-
rygodnosci (czy w szczegblnosci dewiancji) wykorzystywanego w analizie braku dopasowania modelu
(por. Rozdzialy 1.2-1.3), powrécit w postaci koniecznoéci wprowadzenia entropii wzglednej. Istotnie,
wiemy, ze pojecie logarytmu ilorazu rozktadéw okazato sie juz uzyteczne w poréwnywaniu modeli
statystycznych i wyborze modelu bardziej “wiarygodnego”. Wybér modelu powinien by¢ niezmien-
niczy ze wzgledu na transformacje uktadu wspétrzednych przestrzeni bazowej 5. Logarytm ilorazu
rozkladéw posiada zadang wlasnosé. Jego wartoscia oczekiwang, ktdra jest entropia wzgledna, zaj-
miemy si¢ w Rozdziale (2.4.3). Przez wzglad na zwiazek IF z entropia wzgledna dla rozktadéw roéznia-
cych sie¢ infinitezymalnie malo, jej pojecie bedzie nam towarzyszyto do korica skryptu.

Nazwy entropii wzglednej: Entropie wzgledna (2.150) nazywana sie réwniez entropia Kullbacka-
Leiblera (KL) lub dywergencja informacji.

2.4.3 Entropia wzgledna jako miara odlegtosci

Rozwazmy eksperyment, ktérego wyniki sa generowane z pewnego okreslonego, chociaz niezna-
nego rozkladu prawdopodobienstwa P,.; nalezacego do obszaru O. Obszar O jest nie posiadajacym
izolowanych punktéw zbiorem rozktadéw prawdopodobienstwa, ktéry jest przestrzenia metryczna
zupelna. Oznacza to, ze na O mozna okredli¢ odlegto$¢ oraz kazdy ciag Cauchy’ego ma granice nale-
zaca do O.

Twierdzenie Sanova [26]: Je$li mamy N - wymiarowa prébke niezaleznych pomiar6w pochodza-
cych z rozktadu prawdopodobienistwa P,.; pewnej zmiennej losowej, to prawdopodobienstwo Pr,
ze empiryczny rozklad (czestosci) P wpadnie w obszar O, spelnia asymptotycznie zwiazek:

1 . o
lim —In Pr {73 € 0} =8 gdde f= inf Sy(PolPry) . (2.153)

N—o00
ktéry w przyblizeniu mozna zapisa¢ nastepujaco:
Pr(P € 0) ~ e NSu(FolPres) | (2.154)

gdzie Pp jest rozktadem nalezacym do O réznym od P, s z najmniejsza warto$cig entropii wzglednej
St (Po|Pyef). Rozklad Pp uznajemy za rozktad wyestymowany na podstawie empirycznego roz-
kladu czestosci P otrzymanego w obserwacji.

Whiosek: Zauwazmy, ze Twierdzenie Sanova jest rodzajem prawa wielkich liczb, zgodnie z ktérym
dla wielko$ci proby IV dazacej do nieskoniczonosci, prawdopodobieristiwo zaobserwowania rozktadu
czestosci P nalezacego do O réznego od prawdziwego rozktadu P, 7 (tzn. tego ktéry generowal
wyniki eksperymentu), dgzy do zera.
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Fakt ten wyraza wlasnie relacja (2.154), a poniewaz Sy (Po|Prer) jest w jej wyktadniku, zatem en-
tropia wzgledna okresla tempo w jakim prawdopodobieristwo Pr(ﬁ) dqzy do zera wraz ze wzro-
stem N.

Entropia wzgledna dla rozkladéw dyskretnych: Jedli P..; = (pH)E, jest dyskretnym rozkladem
prawdopodobienstwa o X mozliwych wynikach, wtedy rozktad Po = (pi,)} ; € O jest tez dyskret-
nym rozkladem o X wynikach, a entropia wzgledna Sy (Po|P,¢f) ma postac:

i (Po|Prey) Z Dy ln (2.155)

Dla rozktadéw ciagtych entropia wzgledna zostata okreslona w (2.150). Przekonamy sie, ze entropia
wzgledna jest miara okreslajaca jak bardzo dwa rozktady réznia sie od siebie.

Przgktad: W celu ilustracji twierdzenie Sanova zatézmy, ze przeprowadzamy doswiadczenie rzutu
niesymetryczng monetg z wynikami orzel, reszka, zatem X = 2. Rozklad teoretyczny P,.; jest wiec
zero-jedynkowy. Natomiast w wyniku pobrania N-elementowej prébki dokonujemy jego estymacji
na podstawie rozktadu empirycznego P czestosci pojawienia sie wynikéw orzek lub reszka. Zatem:

Py = ()2 = (p,1—p) oraz ﬁz(ﬁi)§*;12:(%,1—%). (2.156)

Twierdzenie Bernoulliego méwi, ze prawdopodobienistwo pojawienia sie wyniku orzel z czestoscia
m/N w N-losowaniach wynosi:

Pr(P) = Pr(y) = ( . )Pm a-p". (2.157)

Biorac logarytm naturalny obu stron (2.157), nastepnie stosujac stuszne dla duzego n przyblizenie
Stirlinga, Inn! ~ nlnn — n, dla kazdej silni w wyrazeniu Z , 1 w konicu biorac eksponente obu
stron, mozna otrzymac [20]:

Pr(P) ~ e V51 (PlPres) | (2.158)

gdzie

S () = Ly (ol o)+ (12 55) (1) = =)
— Z ln—. (2.159)

W ostatnej rownosci skorzystano z (2.156) otrzymujac entropie wzgledna (2.155) dla przypadku liczby
wynikow N = 2.

Podsumowanie: W powyzszym przyktadzie entropia wzgledna Sy (75\]37«6 f> pojawita si¢ jako po-
jecie wtérne, wynikajace z wyznaczenia prawdopodobienstwa otrzymania w eksperymencie empi-
rycznego rozkladu czestoéci P € O jako oszacowania rozkladu P, . Fakt ten oznacza, ze entropia
wzgledna nie jest tworem sztucznym, wprowadzonym do teorii jedynie dla wygody jako “jakas” miara
odleglosci pomiedzy rozktadami, lecz, ze jest wtasciwq dla przestrzeni statystycznej rozktadéw
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miarq probabilistycznq tej odlegtosci, tzn. “dywergencja informacji” pomiedzy rozkladami. Okaze
sie tez, ze sposrod innych miar odlegtoéci jest ona wyrézniona poprzez jej zwiazek ze znana juz nam
informacja Fishera.

W koncu podamy twierdzenie o dodatnio$ci entropii wzglednej, ktdre jeszcze bardziej przyblizy nas
do zrozumienia entropii jako miary odlegtoéci pomiedzy rozkladami, rozwijanego w tresci nastep-
nego rozdziatu.

Twierdzenie (Nieréwno$¢ informacyjna): Jesli P(y) oraz P,.¢(y) sa dwoma rozktadami gestosci
prawdopodobienistwa, wtedy entropia wzgledna spelnia nastepujaca nieréwnosc:

Su (P(y)|FPref(y)) 2 0, (2.160)
i nier6wnos¢ ta jest ostra za wyjatkiem przypadku, gdy P(y) = Prcf(y) [13]

2.5 Geometria przestrzeni rozkladéw prawdopodobienstwa i metryka Rao-
Fishera

Pojecie metryki Fishera wprowadziliémy juz w Rozdziale 2.2. Do ujecia tam przedstawionego doj-
dziemy jeszcze raz, wychodzac od pojecia entropii wzgledne;.

Rozwazmy dwa rozktady prawdopodobiefistwa: P = (p')}_, oraz P’ = P+dP = (p/* = p'+dp")}_,,
rézniace sie infinitezymalnie mato, przy czym p; # 0 dla kazdego i. Rozktady P oraz P’ spelniaja
warunek unormowania Z?Zl p' =1 oraz Z?Zl p' 4 dp’ = 1, skad:

R
> dp'=0. (2.161)
i=1
Poniewaz dp®/p’ jest wielkoécia infinitezgymalnie malq, zatem z rozwiniecia:
dp' _ dp’ dp’
In(1+ ?) = 1/2(7)2 + ... (2.162)
otrzymujemy, ze entropia KL rozkladéw P oraz P’ wynosi:
R i R i i R i
: p PP Adpt 1~ dptdp
Sy (P|P +dP) = In — - = — ‘1 — = — 2.163
n (PP AP =3 g = = Y = 0 (2.163)

Ostatnia posta¢ Si (P|P + dP) sugeruje, ze entropia KL okresla w naturalny sposéb na przestrzeni
statystycznej S infinitezymalny kwadrat odleglosci pomiedzy rozwazanymi rozktadami, co onacza-
toby réwniez lokalne okreslenie na przestrzeni statystycznej S pewnej metryki. Do jej zwiazku z
metryka Rao-Fisher’a wprowadzong w Rozdziale 2.2 powrécimy pédiniej.

Infinitezymalny interwat w S: Niech dp = (dp*, ...., dp®) jest infinitezymalnym wektorem w prze-
strzeni rozktadéw prawdopodobienstwa, spetniajacym warunek (2.161). Wprowadzajac na przestrzeni
statystycznej S aparat matematyczny geometrii rézniczkowej [6], zapiszmy kwadrat rézniczkowego in-
terwalu w tej przestrzeni nastepujaco:

N
ds® = Z Gij dp'dp’ . (2.164)

i, j=1
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W celu uzgodnienia (2.163) z (2.164) wprowadzmy na S metryke:

%ij 2.165
- (2.165)

Gij =
Zwiazek (2.164) oznacza, ze liczba mozliwych wynikéw N okresla wymiar przestrzeni S oraz, ze
entropia wzgledna KL definuje dla infinitezymalnie bliskich rozktadéw symetryczna metryke na prze-
strzeni statystycznej S, pozwalajaca mierzy¢ odlegto$¢ pomiedzy tymi rozktadami. Zastepujac praw-
dopodobieristwa p’ czestoéciami, metryka ta staje sie statystyka zwigzana z obserwowana informa-
cyjna Fishera wprowadzona poprzednio.

Powyzej stan uktadu okreslony byl w reprezentacji rozktadu prawdopodobienistwa zmiennej loso-
wej, tzn. okreslony byt przez podanie rozktadu prawdopodobienstwa. Dwém infinitezymalnie blisko
lezacym stanom opowiadaty rozktady P oraz P’.

Reprezentacja amplitudowa S: Gdy interesuja nas czysto geometryczne whasnosci metryki Fishera,
wtedy wygodne jest uzycie innej reprezentacji do opisu stanu uktadu, okreslonej nastepujaco. Niech
Q= (¢")%, oraz Q' = (¢, = (¢' + dq*)}, opisuja te same co poprzednio, dwa infinitezgmalnie
blisko lezace stany uktadu tyle, ze zarzadajmy, aby infinitezymalny kwadrat interwalu pomie¢dzy nimi
(2.164) byl réwny:

N
ds* =4 dq'dq’ . (2.166)
=1

Poréwnujac formule (2.166) z (2.164) zauwazamy, ze zgadzaja sie one z soba o ile Q = (¢*)} oraz

P = (p")} sa powiazane zwiazkiem:
dp’
2/’

dg' = i=1,..,%, (2.167)

co zachodzi wtedy gdy

¢ =+p i=1,..RN. (2.168)

Wielkosci ¢’ nazywamy amplitudami uktadu®’ . Definuja one na S nowe wspéirzedne, dla ktérych
q' > 0 dla kazdego 1.

S 7 geometria jednostkowej sfery: Otrzymana w bazie ¢' geometria S jest geometrig jednostko-
wej sfery, tzn. ze wzgledu na unormowanie rozkladu prawdopodobienstwa do jedno$ci, amplitudy
spelniaja nastepujacy warunek unormowania na promieniu jednostkowym:

N N
=) dqd=1. (2.169)
=1 =1

Na sferze tej mozemy okresli¢ odlegtos¢ geodezyjna D a1, tzw. odlegloéé Bhattacharyya’ pomiedzy
dwoma rozkladami prawdopodobienistwa P oraz P, jako dtugoé¢ katowa liczona wzdluz kola wiel-
kiego pomiedzy dwoma wektorami () oraz Q' o sktadowych bedacych amplitudami ¢* = \/1? oraz

¢" =1

%7 Fisher korzystal z amplitud prawdopodobienstwa niezaleznie od ich pojawienia sie w mechanice kwantowej.
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Odleglosci Bhattacharyya: Kwadrat infinitezymalnego interwalu (2.166) jest przykladem odleglo-
éci Bhattacharyya, ktéra ogélnie okreslamy nastepujaco: Jesli P = (p*) oraz P’ = (p'*) sa rozkladami
prawdopodobienstwa, wtedy odlegto$¢ Bhattacharyya pomiedzy Q oraz Q' jest iloczynem wewnetrz-
nym okreslonym na przestrzeni statystycznej S nastepujaco:

N
c08 Dhatt = Z ¢'d"=>_ V' =Bpy). (2.170)
=1

=1

Statystyczna odlegtosciq Bhattacharyya wyglgda wiec jak iloczyn wewnetrzny mechaniki kwan-
towej. W kolejnych rozdziatach przekonamy sie, ze nie jest to bledne skojarzenie.

Hessian entropii Shannona: Zauwazmy, ze metryka g;; jest Hessianem (tzn. macierza drugich po-
chodnych) entropii Shannona:

9 = —0:0;Sn (b) = 5 ap]Zp In p >0, (2.171)

zgodnie z (2.165). Powyzszy zwiazek oznacza, ze fakt wklestosci entropii Shannona [20] daje dodatnia
okreélonos¢ metryki g;; na S.

Metryka indukowana z g;;: Uzasadnijmy fakt nazwania czasami metryki g;;, (2.165), metryka Rao-
Fishera.

Zak6zmy, ze interesuje nas pewna podprzestrzen przestrzeni rozkladéw prawdopodobienistwa S.

Wprowadzmy na niej uktad wspélrzednych 6. Rorzystajac z (2.165) widac, ze metryka g;; = &

indukuje w tej podprzestrzeni S metryke:
R o R o R
op* Op’ 9ap' Opp' A : :
= — ;i = - = = (3 " 1 7 1 7
Gab P 89a69bgj ; I ;p OgInp'OpInp
= FE (aaﬁ@ 8b€@) = E@jF (@) = IF (@) . (2.172)

gdzie skorzystano z zapisu lg = [ (y|®) = In P () = (Inp’ (0))}, oraz 9, = 9/96%, (2.35).

W Rozdziale 2.2 we wzorze (2.36) zdefiniowali$émy metryke Rao-Fishera jako g, = Ey(0ale Ople).
Tak wiec ostateczne otrzymaliémy zgodno$¢ nazwania metryki (2.165) metryka Rao-Fishera. Metryka
gij jest jednak wielkosciq obserwowanq a nie oczekiwang, tak jak metryka Rao-Fishera ggp.

Metryka Roa-Fishera zapisana w amplitudach: Korzystajac ze zwigzku ¢° = \/1? , (2.168), pomiedzy
prawdopodobiefistwami i amplitudami, metryke Rao-Fishera (2.172) w reprezentacji amplitudowej
mozna zapisa¢ nastepujaco:

Ay
£ 96" 9P

Jab = (2.173)

65



Przejécie do zmiennej ciaglej: Gdy liczba parametréw 6% (wiec i wektor6w bazowych 5“) rozpi-
najacych osie uktadu wspoélrzednych rozwazanej podprzestrzeni statystycznej jest skonczona, wtedy
mozna dokonaé nastepujacego uogdlnienia metryki na przypadek ciaglego rozktadu prawdopodo-
bienistwa P(y) zmiennej losowej Y

Jab = /ydyaappabp = /ydy P O le Oyl = F (8,15@ 81,59) = FoiF (@) =1y (@) , (2.174)
gdzie, poniewaz przestrzen zdarzen ciaglego rozkladu prawdopodobienistwa jest nieskoniczenie wy-
miarowa, W miejsce sumowania po ¢ = 1,...,N pojawilo si¢ calkowanie po wartoéciach y € Y
zmiennej losowej Y. Otrzymana posta¢ metrygki jest jawnie niezmiennicza ze wzgledu na zmiang
uktadu wspoétrzednych y — y’ w przestrzeni bazowej ).

Na koniec, dokonujac reparametryzacji i przechodzac do amplitud ¢(y|®) = v/ P(y|©), moina me-
tryke (2.174) dla przypadku rozkladu ciagtego zapisa¢ nastepujaco:

G = 4 /y dy 8aq(y|©) dhq(y]©) | (2.175)

gdzie jawnie zaznaczono zalezno$¢ amplitudy rozktadu od parametru ©.

Przypadek funkcji wiarygodnosci: Powyzsza analiza dotyczyla przypadku préby N = 1 - wymiaro-
wej. Gdyby rozkltadem prawdopodobienstwa P byta funkcja wiarygodnoéci préby, wtedy w miejscu
zmiennej losowej Y pojawilaby sie préba Y = (Y;,)N

n—1, @ W miejscu przestrzeni ), przestrzen proby

B. Poza tym, rozwazania w obecnym rozdziale pozostatyby takie same [6].

Oméwing sytuacje odleglosci na przestrzeni statystycznej przedstawia graficznie ponizszy rysunek
dla liczby parametréow d = 2.

przestrzen statystyczna S 9°

Dla dwdch infinitezymalnie
bliskich rozkladéw. P oraz P'=P+dP

d
ds’ = Z g,d6°d8" gdzie g, jest metryka Rao-Fishera
a,b=1
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Przyktad: Wyznaczy¢ kwadrat infinitezymalnego interwatu dla dwéch stanéw posiadajacych roz-
klad normalny N (1, o). Rozklad normalny ma postac:

1 _e-w?
P(y,p,0) = e (2.176)
2mo
gdzie wektor parametréw © = (0%)2_; = (u,0)’. Macierz informacyjna Fishera dla rozktadu

normalnego N (u,0) ma wyznaczona poprzednio postac (2.24). Zatem metryka Rao-Fishera na 2-
wymiarowej przestrzeni normalnych rozktadéw prawdopodobienstwa z uktadem wspoélrzednych
i, o ma (dla proby N = 1), postac:

1
. = 0
(9ap) = Ir (©) = EoiF () = ( %2 ) ) : (2.177)
o2
tzn. sktadowe metryki (2.174) sa réwne:
2
Gup = 52 Juo = 9Jou =0, goo = o (2.178)

Zatem otrzymany kwadrat infinitezymalnego interwalu na 2-wymiarowej (pod)przestrzeni statystycz-
nej S wynosi [20}:

1
ds?® = gwd;ﬂ + guodpdo + Joodo? = o3 (d,u2 + 2d02) . (2.179)

Odpowiada on metrce Poincarégo ze stala ujemna krzywizna. W koricu, z postaci rozkladu (2.176)
otrzymujemy réowniez baze w przestrzeni stycznej do S:

_ N2
0, P (yl(n0) = Y1 o, Pyl = YL (2.180)

o3 o

Wnhiosek z przyktadu: Na osi p, na ktorej o = 0 lezq punkty odpowiadajqce klasycznym stanom
czystym i sq one zgodnie z (2.179) nieskoriczenie daleko odlegte od dowolnego punktu we wnetrzu
gornej pétptaszczyzny o > 0. W konsekwencji oznacza to, ze wynik pewny, ktéremu odpowiada
rozktad klasyczny z o = 0, jest fatwy do odréznienia od kazdego innego.

2.6 Informacja Fishera

2.6.1 Informacja Fishera jako entropia

W powyzszych rozwazaniach informacja Fishera I pojawila si¢ poprzez nier6wnos$¢ Rao-Cra-
mera (2.115), jako wielko$¢ okreslajaca graniczna dobro¢ procedury estymacyjnej parametru roz-
ktadu, tzn. o ile estymator efektywny istnieje, to informacja Fishera okresla minimalna warto$¢ jego
wariancji. Poniewaz im informacja Fishera mniejsza, tym to graniczne oszacowanie parametru gor-
sze, zatem jest ona réwniez miara stopnia nieuporzadkowania ukltadu okreslonego rozkladem praw-
dopodobienstwa. Takie zrozumienie informacji Fishera odnosi si¢ do typu analizowanego rozktadu
prawdopodobienstwa i jako miara nieuporzadkowania rozktadu oznacza brak przewidywalnosci pro-
cedury estymacyjnej (sprobuj pomyslec o sensie oszacowania warto$ci oczekiwanej rozktadu jedno-
rodnego).

Ponizej uzasadnimy stwierdzenie, ze informacja Fishera okazuje si¢ by¢ proporcjonalna do entropii
Rullbacka-Leiblera rozkladéw rézniacych si¢ infinitezymalnie malo w parametrze rozkladu [8].
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Szukany zwiazek informacji Fishera z entropia Rullbacka-Leiblera pokazemy w trzech krokach. Roz-
wazmy N-wymiarowa probe Y1, Ys, ..., Yy, adzie kazda ze zmiennych losowych Y, jest okreslona na
przestrzeni ) i posiada rozktad prawdopodobieristwa p (y,|0). Przyjmijmy, dla uproszczenia rozwa-
zan, ze © = 0 jest parametrem skalarnym.

(1) Funkcja wiarygodnosci P(y |#) ma postac:

P(yl6) = Hpn (ynl0) , (2.181)

gdzie y = (y,)_, jest realizacja préby.
Zauwazmy, ze informacje Fishera parametru 6 okreslona w (2.14) i (2.3):

21n P
Ir = —/ dy P (y|0) an%;y‘m : (2.182)
B

gdzie B jest przestrzenia préby, a dy = dVy = dy1dys...dy n, moina zapisa¢ nastepujaco:
dln P(y|0)\”
I = / dy P(y |0) <n(y|)> . (2.183)
B 00

Istotnie, postac (2.183) otrzymujemy z (2.182) po skorzystaniu z:

0 (9lnP\ _ 0 (10PY_ 1 (9P\* 1 (9°P (2.184)

a0\ 90 ) ao\Pog)  P2\o0 P\ 06? '
oraz warunku reguralnosci pozwalajacego na wylaczenie rézniczkowania po parametrze przed calke
(por. Rozdziak 2.1.1):

o0*P 82 82

(2) Zadanie: Pokazadé, ze zachodzi nastepujacy rozktad informacji Fishera parametru 6:

al . Olnpn (ynl0)\?
Ip =) Ip, gdzie Ip,= /y dynpn (ynl0) (| —557— ) (2.186)

n=1

na skladowe informacje I, zalezne jedynie od rozkladéw punktowych p,,(y|6).

Rozwiazanie: Po skorzystaniu z (2.181) zauwazamy, ze:

N
dln P 1 Opy
In P (y;0 nz:llnpn , zatem 50 nzz:l T (2.187)
i podnoszac ostatnie wyrazenie do kwadratu otrzymujemy:
OIP\? N 1 1 0pm O = 1 (Opa
= —_—— . 2.188
< 20 ) 2 o e 90 00 +nzl <ae) (2.188)

m#n
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Wstawiajac (2.181) oraz (2.188) do (2.183) otrzymujemy:
1 1 Oppm Opy 1 (0pn)\?
Ir=|[d —_— d — = . 2.189
p=fonTn > b T [T 5 (5 (2189)
Ze wzgledu na warunek normalizacji rozkladéw brzegowych:

/denpn(Yn‘G) =1, (2'190)

w (2.189) z iloczynu Hi\;l pr. pozostaje w pierwszym skladniku jedynie p,,p, (dla k # m oraz k # n),
natomiast w drugim sktadniku pozostaje jedynie p,, (dla k # n), tzn.:

Opm Opn, 1 Opn,
Ip = Z //dym TR —I—Z/dyn <) . (2.191)

n,m=1
m;én

W koncu, ze wzgledu na:

3pn
/ ae/dy P =0 (2.192)

pierwszy skladnik w (2.191) zeruje sie i pozostaje jedynie drugi, zatem:

Ir :i:l/ydy";n (apn> Z/ dYnpn <alnp"> . (2.193)

Ostatecznie otrzymujemy wiec szukany rozktad informacji Fishera (2.186):

<8lnpgéyn|€)>2

N
Ir = ZIFn gdzie IFn = / dann (YRW)
Y

n=1

(3) Zadanie: Znalei¢ zwiazek informacji Fishera z entropia Kullbacka-Leiblera rozkladéw P (y|0)
oraz P (y|0 + Af) rézniacych sie infinitezymalnie mato w parametrze 6.

Rozwiazanie: Zastapmy catke w (2.186) dla If,, suma Riemanna:

1 P (Yoi|0 + A0) — py (ynr]0)]°
n (Ynk|0) Af

(ynkl0 +20) 1}2
P (Ynr|0)

IFn = ZAYnk

_ p
= (A2 Ay Y po (yuilf) [ " (2.194)
k
Powyzsza zamiana calkowania na sume jest wprowadzona dla wygody i jest Scistym przejéciem w
granicy Aynk ;5o 0. W drugiej réwnosci w (2.194) przyjeto réwne przyrosty Ay,, = Ay, dla kaz-
dego k, co w tej granicy nie zmienia wyniku. Natomiast przejécie dla pochodnej po € pod calka I,
w (2.186) dokonane w (2.194) jest stuszne w granicy A6 — 0.
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W granicy A0 — 0 kazde z powyzszych wyrazen p, (y,x|0 + A0)/pn (ynx|6) dazy do 1. Wtedy

kazda z wielko$ci:

Pn (ynk| 0 + AB)
Pn (Ynk|0)

5, = —1 (2.195)

staje si¢ mata i rozwijajac funkcje logarytmu do wyrazu drugiego rzedu:

In (14 8%) ~ dxg — (9R9)%/2 (2.196)
otrzymujemy:
(6R0)° = 2[6R¢ — In (1 + d34)] - (2.197)

Rorzystajac z (2.195) oraz (2.197) wyrazenie (2.194) mozna zapisa¢ nastepujaco:

_ 0+ AG)
Ir, = —2(A0)2Ay, o (Yol 0 1n<p"(y"’“| )
- an(ynk]9+A9)+an(ynk|9)] , dla A0 —0. (2.198)
k k

Ze wzgledu na warunek normalizacji zachodzi > p, (ynr|0 + A0) = > pn (Ynk|6) = 1, zatem dwie
k k

ostatnie sumy po k£ w nawiasie kwadratowym znosza sie wzajemnie i (2.198) redukuje si¢ do postaci:

) 6+ AG)
Irn = —2(A0)2S Ay, pn neln(p"(y"“ )

= 20802 [y ptyadoyin (2050 )

= 2(20) 7S [pn (yal0) Ipn (ynl6 + A0)] ,  dla A0 -0, (2.199)

gdzie w ostatnim przejsciu skorzystaliémy z (2.150). Postaé I, w drugiej lini w (2.199) mozna réwniez,
wykorzystujac unormowanie rozkltadéw p,, (y,|6), zapisa¢ nastepujaco:

Pn (Yn|0 + A0)

. dla AO — 0, (2.200
Pn (yn]0) ) ( )

N
Ip, = -2 (AG)_2 H /yd}’mpm(}’mwz/yd}’n Pn (YHW) ln<
m=1

m#n

skad po skorzystaniu z I = Zgzl Iy, (2.186), otrzymujemy:

F=> Irn = =200 [ | dympm (yml0) | dyn pn(yal6)In [ ==
#n

N N
= —2(80)2 [ dy T pm (yml0)In anlp"(y”|9+M)>
280 [y I w3 ( [L b (5al0)
= 2(A0) 28y [P(ylo)|P(ylo+A0)], da A)—0. (2.201)

m=1

Tak wiec (2.201) daje wsparcie dla intuicji wspomnianej na poczatku obecnego Rozdziatu, ktéra méwi,
ze skoro entropia jest miara nieuporzadkowania uktadu to informacja Fishera jest réwniez miara jego
nieuporzadkowania.
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Uwaga o lokalnoéci zwiazku IF z RL: O wtasnosciach globalnych rozktadu wypowiada sie entropia
Shannona, natomiast wniosek wynikajacy z (2.201) ma sens tylko dla entropii wzglednej. Zatem zwia-
zek ten moze by¢ co najwyzej sygnatem, ze niektére whasnosci uktadu zwiazane z entropia Shannona
moga byc¢ ujete w jezyku informacji Fishera. Na niektore sytuacje, w ktérych ma to miejsce zwréocimy
uwage w przyszlosci.

Rozktad entropii KL dla rozkladéw punktowych:

Ze wzgleduna Ip = Ziv:l Iry, (2.186), z poréwnania (2.201) z (2.199) wynika dodatkowo, ze entropia
wzgledna rozktadéw P (y|6) oraz P (y|0 + A#) jest suma entropii wzglednych odpowiadajacych im
rozktadéw punktowych p,, (y,|0) oraz p,(y.|0 + Af):

N
Sy [P (y]0) |P (y|0 + A0)] = Z St [pn (¥Ynl0) | pn (yn|0 + AB)]  dla dowolnego A6 . (2.202)
n=1
Poniewaz warunek A6 — 0 nie byt wykorzystywany w otrzymaniu (2.202) z poréwnania (2.199) oraz
(2.201), zatem zwiazek ten jest stuszny dla dowolnego Af. Natomiast nalezy pamietaé, ze rozktady
punktowe w definicji funkcji wiarygodnosci sa nieskorelowane dla réznych n, dlatego tez zwiazek
(2.202) jest stuszny tylko w tym przypadku.

2.7 Pojecie kanatu informacyjnego

Niech pierwotna zmienna losowa Y przyjmuje wartosci wektorowe y € ). Wektor y moze by¢
np. wektorem polozenia. Zatem, aby wprowadzony opis byl wystarczajaco ogélny, wartosciy = (y”)
moga posiadac¢ np. indeks wektorowy v. Wartosci te sa realizowane zgodnie z facznym rozktadem
p(y|©) whasciwym dla badanego uktadu.
Rozwazmy N-wymiarowa prébe. Oznaczmy przez y = (y,)Y_; = (y1,..., yn) dane bedace realiza-
cjami préby Y = (Y1, Y, ..., Yy) dla pierwotnej zmiennej Y, gdzie y,, = (y}) oznacza n-ta wekto-
rowa obserwacj¢ w prébce (n = 1,2, ..., N). Rozktad taczny préby jest okreslony przez P (y|©).

Dodatkowy indeks parametru: Podobnie, réwniez parametry rozkladu moga mie¢ dodatkowy in-
deks. Niech indeks « okresla pewna dodatkowa wspoélrzedna wektorowa parametru 6;, gdzie jak w
poprzednich rozdzialach i = 1,2, ..., d. Zatem wektor parametréw ma teraz postac:

0= (91,92, ...,Gd) s gdzie 91 = (9?) s a = 1,2, et (2.203)

Wariancja estymatora éf‘ parametru ¢5' ma postac:
~ N 2
o2 (0) = /B dy P (u10) (67 () —6) " (2204)

gdzie é;-" (y) jest estymatorem parametru 65, a catkowanie przebiega po calej przestrzeni préby 5,
tzn. po wszystkich mozliwych realizacjach y.

Wedhug Rozdziatu 2.3.2.2, dla kazdego wyréznionego parametru 6 wariancja o (éf) jego estymatora
(2.221) jest zwiazana z informacja Fishera I;, parametru 6 poprzez nier6wno$¢ (2.138):

. , 1
o (67) > I > : (2.205)
IFia
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gdzie Ii¢ = I}?" o jest dolnym ograniczeniem RC dla parametru 0§ w przypadku wieloparametro-
wym, natomiast:

IFia = IF’ia,ia (2206)

jest pojemnoscia informacyjna w pojedynczym kanale informacyjnym (i, «) czyli informacjq Fi-

shera dla parametru 0. Zgodnie z (2.183) jest ona réwna?®:

2
Tria = Ir (0) = [ dy P (4/0) <am§9<ye>) |

7

(2.207)

1
a2 (07)
sach « oraz i otrzymujemy tzw. informacje Stama Ig [27]:

OSISEZZUQ(léq)v (2.208)

ktéra jest skalarna miara jakosci jednoczesnej estymacji we wszystkich kanalach informacyjnych. In-

Informacja Stama: Wielko$¢ odnosi sie do pojedynczego kanatu (7, o). Sumujac ja po indek-

formacja Stama jest z definicji zawsze wielkoscig nieujemnaq.

Pojemnosc¢ informacyjna I: W koncu, sumujac lewa i prawa strone (2.205) po indeksach « oraz
i otrzymujemy nastepujaca nieréwnoéc dla Ig:

Oglgzzz(ﬂ(léq)SZZIFZ@::I:C, (2.209)

gdzie C, oznaczana dalej jako /, nazywana jest pojemnosciq informacyjng uktadu. Zgodnie z (2.209)

i (2.207) jest ona réwna:

2
I=2> Iria= Z/de P(yle)) (amgg;yy@)) : (2.210)

Jak si¢ okaze, pojemnos¢ informacyja / jest najwazniejszym pojeciem statystyki lezacym u podstaw
np. cztonéw kinetycznych réznych modeli teorii pola. Jest ona uogdlnieniem pojecia informacji Fi-
shera dla przypadku pojedynczego, skalarnego parametru na przypadek wieloparametrowy.

2.7.1 Pojemnos¢ informacyjna dla zmiennej losowej polozenia

Zawezmy obszar analizy do szczegdélnego przypadku, gdy interesujacym nas oczekiwanym para-
metrem jest warto$¢ oczekiwana zmiennej polozenia ukltadu Y:

0=EY)=(0"), gdzie 60"= /ydyp(y) vy’ (2.211)

Wtedy N-wymiarowa prébka y = (yn)Y_;, = (y1,....yn) jest realizacja préby Y dla polozen
uktadu, a warto$¢ oczekiwana 6,, polozenia ukltadu w n-tym punkcie (tzn. pomiarze) proby wynosi:

6u = E(Y) = (6) . sde 0= [ dyP@IO)y:. (2212)
B

28Poréwnaj przejécie od (2.182) do (2.183).
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Liczba oczekiwanych parametrow: Gdy, jak to ma miejsce w rozwazanym przypadku, jedynym
parametrem rozkladu, ktéry nas interesuje jest warto$¢ oczekiwana polozenia 6, = (6Y), gdzie
n = 1,2,..., N jest indeksem préby, wtedy parametr wektorowy © = (6,,)_,. Zatem liczba pa-
rametréw 6,, pokryla si¢ z wymiarem préby N, a indeksy parametru 65 sa nastepujace: ¢ = n, gdzie
n = 1,2,...,N, oraz a = v, gdzie v jest indeksem wektorowym wspéirzednej y, . Oznacza to, ze
wymiar parametru © jest taki sam jak wymiar przestrzeni préby 3.

Wspélrzedne kowariantne i kontrawariantne: Rozwazania obecnego Rozdziatu jak i innych cze-
$ci skryptu sa zwiazane z analiza przeprowadzana w czasoprzestrzeni Minowskiego. Dlatego koniecz-
nym okazuje sie rozréznienie pomiedzy wspétrzednymi kowariantnymi y,,,, i kontrawariantnymi y ;.
Zwiazek pomiedzy nimi, tak dla wartosci losowego wektora potozenia jak i dla odpowiednich war-
toéci oczekiwanych, jest nastepujacy:

3 3
Ynv = Z Mvp Y# ) Ony = Z uom 9# s (2.213)
pn=0 n=0

gdzie (1,,,) jest tensorem metrycznym przestrzeni Y. W przypadku wektorowego indeksu Minkow-
skiego v = 0,1, 2, 3, ... przyjmujemy nastepujaca posta¢ tensora metrycznego:

1 0 0 0 0
0 -1 0 0 0

=10 0 -1 00 (2.214)
00 0 -1 0
00 0 0

lub w skrécie (1,,,) = diag(1,—1,—1,—1,...). Symbol “diag” oznacza macierz diagonalna z niezero-
wymi elementami na przekatnej gtéwnej oraz zerami poza nia. Natomiast dla Euklidesowego indeksu
wektorowego v = 1,2, 3, ..., tensor metryczny ma postac:

() = diag(1,1,1,...) . (2.215)

Zalozenie o niezaleznoéci p,, od 6,, dla m # n: W rozwazaniach niniejszego skryptu zmienne Y,
préby Y sa niezalezne (tzn. zakladamy, ze pomiary dla m # n sa w prébie niezalezne). Oznacza
to réwniez, ze warto$¢ oczekiwana polozenia 6,,, = [ dy P(y|©)y,, nie ma wplywu na rozklad
Pn(yn|6r) dla indeksu préby m # n. Wtedy dane sa generowane zgodnie z punktowymi rozkladami
spelniajacymi warunek:

Pn(Yn|©) = pn(ynlbn), gdzie n=1,..,N, (2.216)

a wiarygodnos¢ proby jest iloczynem:

N
P (y|©) = [ pnlynlbn) . (2.217)
n=1
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Pojemnosc¢ informacyjna kanatu: Dla parametru polozenia (czaso)przestrzennego, pojemno$é ka-

natu informacyjnego I dla uktadu, zdefiniowana ogélnie w (2.210), przyjmuje posta¢>’:

N
I=) Ipn, (2.219)
n=1

gdzie

I = Ipn(6) = /B dy P (4]©) (Vg n P (4]©) - Vs, ln P (4]0))

o 0InP (y|©) 0ln P (y|©
= [apae) Y gpr(Rp O IEWON . (2.220)
v, p=(0),1,2,... n n

Tensor (n"*) = diag(1, —1,—1, —1) jest tensorem dualnym do (7,,,), tzn. Zi:o Nuun™ = &), przy

@ »

czym 6, jest delta Kroneckera, a Vg, = % =>, &% dy? . W zwiazku (2.220) “.” oznacza iloczyn

wewnetrzny zdefiniowany przez tensor metryczny (n**).

Uwaga o niefaktoryzowalnoéci czasoprzestrzennych indekséw polozenia: W pomiarze wybra-
nej v-tej wspdlrzednej polozenia nie mozna wykluczyc¢ odchylen (fluktuacji) wartosci wspélrzednych
do niej ortogonalnych. Oznacza to, ze warto$¢ oczekiwana v-tej wspélrzednej polozenia nie jest w
(2.211) liczona z jakiego$ rozktadu typu p(y"), lecz musi by¢ liczona z tacznego rozkladu p(y) dla
wszystkich wspélrzednych y”. W konsekwencji, w przypadku zmiennych polozenia przestrzennego
i ich parametr6w naturalnych okreslonych w (2.211), catkowanie w (2.220) nie moze zostac sfaktory-
zowane ze wzgledu na wspdirzedna wektorowa v.

Zgodnie z powyzsza uwaga, wariancja estymatora én (y) parametru 6,, powinna przyjac postac:

0 = [ dvP16) (9, () ~0.) - (9 () ~0.) 2221)

A~

= [arae) Y (#w-0) (w0

v, 1=(0),1,2,...

Rozwazania przedstawione na koricu Rozdziatu 2.3.2.2 oznaczaja, ze ze wzgledu na (2.216), dla kazdego
wyréznionego parametru f,, wariancja o> (én) jego estymatora (2.221) w jego kanale informacyjnym
jest zwiazana z informacja Fishera I, = I, (0,) parametru 6,, poprzez nieréwno$¢ (2.139):

1 1
<= <Ip, gdzic n=1,2,..,N, (2.222)
o2 (Hn) I

bedaca uogdlnieniem nieréwnosci informacyjnej Rao-Cramera (2.115), gdzie I} jest DORC dla para-
meteru 6,,.

29Lokalne wasnosci funkcji wiarygodnosci P(y|©) opisuje obserwowana macierz informacji Fishera:

. ( 8%InP(®)

ktéra pozostaje symetryczna i dodatnio okreslona. Jak wiemy (por. Rozdziat 2.2) jej warto$é oczekiwana na B zadaje geo-
metryczna strukture nazywana metryka Rao-Fishera na przestrzeni statystycznej S [6].
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Uwaga o zmiennych Fisher’'owskich: Faktu zaleznosci statystycznej zmiennych potozenia prze-
strzennego dla réznych indekséw v nie nalezy myli¢ z posiadana przez nie niezaleznosciq anali-
tyczng, ktéra oznacza, ze zmienne Y sa tzw. zmiennymi Fisher’'owskimi, dla ktérych:

ay”
Zwiazek pomiedzy informacja Stama i pojemnoscia I: Wielkosc¢ = (1(; ) odnosi si¢ do estymacji w

n-tym kanale informacyjnym. Sumujac po indeksie n otrzymujemy informacje Stama I [27, 8]:

N ] N
EELIE S (2.224)
nzl a2 (6y) ;

Poniewaz 0,, = (67) jest parametrem wektorowym, zatem [g,, = %

0<Ig

jest informacja Stama czaso-

przestrzennych kanatéw dla n-tego pomiaru w prébie®’.
W Kkonicu, sumujac lewa i prawa strone w (2.222) wzgledem indeksu n i biorac pod uwage (2.208),
zauwazamy, ze [g spelnia nieréwnosc:

N N
0<Ig=)> Isn <Y Ipn=1, (2.225)
n=1 n=1

gdzie I jest pojemnoécia kanalu informacyjnego (2.219). Nier6wnos$¢ (2.225) jest minimalnym uogdél-
nieniem “jednokanatowej” nier6wnosci Rao-Cramér’a (2.222), potrzebnym z punktu widzenia prze-
prowadzanego pomiaru.

7. punktu widzenia modelowania fizycznego, pojemnos¢ kanatu informacyjnego I jest najwazniej-
szym pojeciem statystycznym, lezacym u podstaw cztonéw kinematycznych [8] réznych modeli teorii
pola. Zgodnie z (2.208) okazalo sie, ze zaréwno dla metryki Euklidesowej (2.215) jak i metryki Min-
kowskiego (2.214), estymacja jest wykonywana dla dodatniej informacji Is. Zatem z (2.209) wynika, ze
I jest réwniez nieujemna. W Rozdziale 4.3.1 wedtug (4.21) okaze sie, ze I jest nieujemnie zdefiniowana
dla teorii pola dla czastek, ktére maja nieujemny kwadrat masy [30]. Chociaz w kazdym szczeg6lnym
modelu teorii pola z przestrzenia Minkowskiego fakt ten powinien zosta¢ sprawdzony, to z punktu
widzenia teorii estymacji jest jasne, ze:

o (0,) > 0. (2.226)

Sytuacja ta ma zawsze miejsce dla proceséw przyczynowych.

3%Uwzglednienie metryki Minkowskiego w definicji informacji Stama mozna zrozumié réwniez jako konsekwencje ogdl-
nego wskazania przy liczeniu $redniej kwadratowej wielkoéci mierzalnej w dowolnej metryce Euklidesowej. W sytuacji
gdy obok indekséw przestrzennych z;, ¢ = 1,2,3, wystepuje indeks czasowy ¢, nalezy w rachunkach w czterowy-
miarowej czasoprzestrzeni Euklidesowej uwzgledni¢ we wspdlrzednych przestrzennych jednostke urojona 4, fgcznie z
uwzglednieniem tego faktu w prawie propagacji btedéw. W zwiazku z tym w oryginalnej analizie EFI Friedena-Soffera,
zmienna losowa czterowektora polozenia oraz jej wartos¢ oczekiwana maja odpowiednio posta¢ (Yo = ¢T,i 37') oraz
(8o = cEo(T), 6 = i E(Y)), co nie zmienia rezultatéw analizy zawartej w skrypcie, odnoszacej sie do réwnan mecha-
niki falowej oraz termodynamiki. Nie zmienia to réwniez rezultatéw analizy relatywisycznej mechaniki kwantowej [29)].
Jednakze opis wykorzystujacy metryke Minkowskiego wydaje si¢ autorowi skryptu korzystniejszy z punktu widzenia zro-
zumienia konstrukcji niepodzielnego ekperymantalnie kanalu informacyjnego (por. Uwaga o indeksie préby).
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Uwaga o indeksie proby i kanale pomiarowym: Indeks proby n jest najmniejszym indeksem kanatu
informacyjnego, w ktérym dokonywany jest pomiar. Tzn. gdyby indeks préby mozna byto dodatkowo
“zaindeksowac”, np. indeksem czasoprzestrzennym, wyznaczajac podkanaly, to i tak nie mozna by do-
kona¢ pomiaru tylko w jednym z tak wyznaczonych podkanaléw (nie dokonujac go réwnoczesnie w
pozostalych podkanatach posiadajacych indeks préby n). Kanat niepodzielny z punktu wiedzenia
eksperymentu nazwijmy kanatem pomiarowym.

Uwaga o analizie we fragmencie kanalu pomiarowego: W przypadku ograniczenia analizy do frag-
mentu kanalu pomiarowego nalezy sie upewni¢, czy pozostata w analizie cze$¢ informacji Stama ma
warto$¢ dodatnia. Np. w przypadku zaniedbania czasowo zaindeksowanej czesci czasoprzestrzennego
kanalu pomiarowego, otrzymana nieréwnos¢ Stama dla sktadowych przestrzennych ma postac:

N
0<1Is = ZISn
n=1

E S DD s

i=1

gdzie znak wektora oznacza, ze analiza zar6wno w przestrzeni préby jak i przestrzeni parametrow
zostala obcieta do czesci przestrzennej zmiennych losowych i parametréw.

Uwaga o symetrii: Z punktu widzenia pomiaru, blad estymacji sktadowych wchodzacych jedno-
cze$nie w wyznaczenie dtugosci czterowektora w n-tym kanale, jest niezalezny od ukladu wspoél-
rzednych w przestrzeni Minkowskiego. Dlatego wielko$¢ Is,, = 1/02 (6,,) okreslona poprzez (2.224)
oraz (2.221) jest dla tensora metrycznego (2.214) niezmiennicza ze wzgledu na transformacje Lorentz’a
(pchniecia i obroty). W przypadku tensora metrycznego (2.215) jest ona niezmiennicza ze wzgledu na
transformacje Galileusza.

Jesli chodzi o pojemno$¢ informacyjna I, to w przypadku niezalezno$ci pomiaréw w probie, jest ona
rowniez niezmiennicza ze wzgledu na transformacje Lorentz’a w przestrzeni z metryka Minkowskiego
(czy transformacje Galileusza w przestrzeni Fuklidesowej), o ile niezmiennicze jest kazde I,,.>' Wa-
runki niezmienniczoéci g, oraz I schodza sie, gdy w nier6wnosci Rao-Cramera (2.222) osiagana jest
rownosc.

Nier6wno$¢ Rao-Cramera okazuje sie niezmiennicza ze wzgledu na podstawowe transformacje [8,
28]. Istotnie, zgodnie z powyzszymi rozwazaniami, wlasciwym pomiarem niezaleznym od przyjetego
ukladu wspolrzednych jest pomiar kwadratu dlugosci Zi:o y,y", a nie pojedynczej wspolrzednej
y”. Wiecej na temat niezmienniczosci DORC ze wzgledu na przesuniecie, odbicie przestrzenne, obroty
i transformacje affiniczna oraz transformacje unitarne mozna znalez¢ w [28].

Rryterium minimalizacji / ze wzgledu na N: Na koniec zauwazmy, ze sumowanie w (2.220) prze-
biega od n = 1 don = N. Razdy n-ty wyraz w sumie wnosi analityczny wktad jako stopient swobody

31Pojemnosé informacyjna:

3

I, = /B dy P(y|©) Y iF,,. (2.228)

v=0

jest niezmiennicza ze wzgledu na gladkie odwracalne odwzorowania Y — X, gdzie X jest nowa zmienna [21]. Jest ona
réwniez niezmiennicza ze wzgledu na odbicia przestrzenne i czasowe.
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dla I. O ile dodane stopnie swobody nie wplywaja na juz istniejace, to poniewaz kazdy, caty wyraz
w sumie po 7 jest nieujemny, to informacja I ma tendencje do wzrostu wraz ze wzrostem N. Kryte-
rium minimalizacji  ze wzgledu na N postuzyto Friedenowi i Sofferowi jako dodatkowy warunek
przy konstrukcji np. réwnan ruchu. Nie znaczy to, ze modele z wiekszym N zostaly automatycznie
wykluczone, tylko ze im wigksze jest N tym wiecej stopni swobody wchodzi do opisu obserwowa-
nego zjawiska i opisywane zjawisko jest bardziej ztozone. Zagadnienie to oméwimy w przykladach,
w dalszej czeéci skryptu.

2.8 Pomiar ukladu w podejsciu Friedena-Soffera

Jak w Rozdziale 2.7.1, rozwazmy zmienna losowa Y polozenia ukladu, przyjmujaca wartosé
y, ktéra jest punktem zbioru ). Moze to by¢ punkt czasoprzestrzenny przestrzeni Minkowskiego,
co ma miejsce w rozwazaniach zwiazanych z opisem ukladu np. w mechanice falowej. Wartosci
y = (y¥)3_, € Y = R* s realizowane zgodnie z rozktadem p(y) whaéciwym dla uktadu®?.

Podstawowe zalozenie fizyczne podejécia Friedena-Soffera: Niech dane y = (y,)"_; = (y1,...,y~)
sa realizacjami préby dla polozen uktadu, gdzie y, = (y%)3_,. Zgodnie z zatozeniem zaproponowa-
nym przez Frieden'a i Soffer’a[8], ich zebranie nastepuje przez sam uktad w zgodzie z rozktadami
gestosci prawdopodobieristwa, p, (yn|0y), gdzien =1, ..., N.

Tres¢ powyzszego zalozenia fizycznego mozna wypowiedzie¢ nastepujaco: Uktad probkuje dostepna
mu czasoprzestrzen, “zbierajqgc dane i dokonujgc analizy statystycznej”, zgodnie z zasadami in-
formacyjnymi (wprowadzonymi w Rozdziale 3).

Przestrzenie statystyczne proby S, punktowa S, oraz Sy x4 : Niech rozwazana przestrzen jest cza-
soprzestrzenia Minkowskiego. Wtedy kazdy z rozktadéw p,,(y,|6,.) jest punktem modelu statystycz-
nego Sy = {pn(yn|fn)} parametryzowanego przez naturalny parametr, tzn. przez warto$¢ oczeki-
wana 0, = (0%)3_, = E(Y,), jak w (2.212). Zbiér wartoéci d = 4 x N - wymiarowego parametru
O = (0,))_; tworzy wspéirzedne dla kacznego rozkladu P(y |©), bedacego punktem na d = 4 x N-
wymiarowej rozmaitosci, ktéra jest (pod)przestrzenia statystyczna S C X(B) [6] (por. (2.34)):

S={Po=Py|O©),0=(0,)"_, Vo R, (2.229)

okreslona na przestrzeni proby B. Jak wiemy z Rozdzialu 2.2, rozmaitos¢ S jest rodzina rozkltadéw
prawdopodobienstwa parametryzowana przez rzeczywista, nie losowa zmienna wektorowa © =
(Hn)nNzl € Ve, ktéra w rozwazanym przypadku parametru polozenia, tworzy N X 4-wymiarowy
lokalny uktad wspéirzednych. Zatem, poniewaz préba Y jest N x 4-wymiarowa zmienna losowa,

N_| sa takie same>>.

wiec wymiary przestrzeni proby B i wektorowego parametru © = (0%)
W przysztosci okaze sie, ze z powodu zwiazku (2.216) analiza na przestrzeni statystycznej okreslonej
przez (2.229) z parametrami (6%)_; tworzacymi N x 4-wymiarowy lokalny uktad wspétrzednych,
efektywnie redukuje sie do analizy na Sy x4 = {@gzl pn(y16n)}. Jednakze, poniewaz wartosci pa-

rametru ¢, mogq sie zmienia¢ od jednego punktu n préby do innego punktu n’, zatem nie moze by¢

32Przy wyprowadzaniu réwnan generujacych rozklad w fizyce statystycznej y moze byé np. wartoscia energii € ukladu
[Bliwtedyy =e€ Y=R.

3 Jednakie przypomnijmy, ze w ogélngm przypadku estymacji, wymiar wektora parametréw © = (6;)%, oraz wektora
préby v = (y»)A—1 moze byé inny.
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ona w ogdlnosci sprowadzona do analizy na S poprzez samo przeskalowanie metryki Riemanna oraz
(dualnej) koneksji na S4 przez czynnik N, jak to ma miejsce we wnioskowaniu pojawiajacym sie w sta-
tystyce klasycznej [6]. W przysztosci liczbe N parametréw 6,,, bedaca wymiarem préby y = (y.)2_,
bedziemy nazywali ranga pola.

Uwaga o podmiocie: Jednak pamietajmy, ze estymacji dokonuje tylko cztowiek, zatem na metode
EFI nalezy patrzec¢ tylko jak na pewien model analizy statystycznej.

Interesujaca nas statystyczna procedura estymacyjna dotyczy wnioskowania o p,(y,|6,) na pod-
stawie danych y z wykorzystaniem funkcji wiarygodnosci P(y|©). Zaléimy, ze dane zbierane przez
uktad y = (y1,y2, .-, ynN) sa uzyskane niezaleznie tak, ze taczny rozktad prawdopodobienistwa dla
proby faktoryzuje sie na rozklady brzegowe:

N
P(@) y|@ Hpn Yn|@ Hpn (yn‘gn) ) (2.230)

gdzie w ostatniej réwnoéci skorzystano z zalozenia, ze parametr 6,, dla m # n nie ma wplywu na
rozktad zmiennej Y,.

Wstepne okreslenie postaci kinematycznej I: Centralna cz¢sc pracy Frieden’a i Soffer’a jest zwiazana
z przejsciem od pojemnosci informacyjnej I zadanej réwnaniem (2.220) oraz (2.219):

I_ZI —Z/dyP (y|©) (aln;;f’@) 81“;?‘@)) : (2.231)

odzie dy := d'y;...d*yy oraz d'y, = dyndy}ldy,%dy%, do tzw. postaci kinematycznej wykorzysty-
wanej w teorii pola oraz fizyce statystyczne;j.

Rachunek analogiczny jaki doprowadzit z (2.183) do (2.186) wyglada teraz w skrécie nastepujaco.
Przeksztalémy pochodna In P w (2.231) do postaci:

N

alnP(y’@) 1 Opn (Yn‘gn)
T = 5 nz_:h”’” albe) =2 o T 0 (2.232)

Pamietajac o unormowaniu kazdego z rozkladéw brzegowych, fy d*yn pn (Yn|0n) = 1, otrzymujemy
postac¢ pojemnoéci informacyjne;:

3
Opn (Ynl0n) Opn (Ynlbn)
_ 4
I = E / d ynpn Yn|9 ] VE . ( 20, 26v , (2.233)

bedaca uogdlnieniem (2.186).

W kornicu przejdzmy do amplitud ¢, (y,|0,) okreslonych jak w (2.168):

Pn (ann) = qu (Yn|0n) : (2.234)

Proste rachunki daja:
Oqn Yn|9 Oqn (Yn|‘9n)
4
I= 45 /d E ( 20, a0 , (2.235)
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czyli prawie kluczowa posta¢ pojemnoéci informacyjnej dla rachunku metody EFI Friedena-Soffera.
Jedyne co trzeba jeszcze zrobié, to przej$é od przestrzeni statystycznej S z baza (6,))_; dla repre-
zentacji amplitud danych pomiarowych y,, € ), do przestrzeni amplitud przesunie¢ x,, :== y,, — 0,
okreslonych na przestrzeni bazowej X. Poswiecimy temu zagadnienu Rozdzial 3.3.

2.8.1 Przyklad: Estymacja w fizycznych modelach eksponentialnych

W Rozdziale 2.2.2 wprowadzone zostato pojecie dualnych affinicznych uktadéw wspélrzednych
na przestrzeni statystycznej S. Obecny rozdziat poswiecony jest zastosowaniu modeli eksponential-
nych (2.61) i szczegdlnej roli parametréw dualnych zwigzanych z koneksja V(—1. Rodzina modeli
eksponentialnych wykorzystywana jest w teorii estymacji szeregu zagadnien fizycznych. Jej najbar-
dziej znana realizacja jest estymacja metoda maksymalnej entropii, sformutowana w ponizszym twier-
dzeniu dla wymiaru préby N = 1.

Niech:

Su(p) =— /y dyp(y|E) Inp(y[Z), Vpz €S (2.236)

jest entropia Shannona stanu ukladu zadanego rozkltadem p(y|=) z parametrami =, a F;(Y), ¢ =
1,2, ..., d, ukladem liniowo niezaleznych zmiennych losowych o okreélonych wartoéciach oczekiwa-
nych:

0= 0,2) = B2 [F(YV) = [ dypy[DFG) . i=1200d . VpzeS.  @230)
Yy
7.(2.237) wida¢, ze F;(Y') sa nieobciqzonymi estymatorami parametréw 0;, tzn.:
0;=F(Y), i=1,2,..,d. (2.238)

Twierdzenie o stanie z maksymalna entropia (TME). Istnieje jednoznacznie okreslony unormowany
stan ukladu posiadajacy maksymalnq entropie, zadany nastepujaco:

p= = p(y|=) "exp <Z EF; ) , Vp=eS (2.239)

w bazie kanonicznej = = (£%)%_; modelu eksponentialnego (2.61), gdzie stata normalizacyjna Z jest
tzw. funkcjq partycji (podziatu) [31]:

d
Z=ZE)= /ydy exp (Z lez(y)) . (2.240)
i=1

Dowdéd: Zgodnie z twierdzeniem Lagrange’a wiemy, ze maksimum warunkowe dla funkcji S (p),
przy dodatkowym warunku normalizacyjnym:

[ dvpyiz) =1 (2241)
Yy

oraz d warunkach zwiazanych z zadaniem wartosci oczekiwanych (2.237), jest rbwnowazne wyzna-
czeniu bezwarunkowego ekstremum funkcji:

Sur) = [ d¥suns )= So) — € (1- [ avniviz ) - Zf’ (0:- / iy EFY)
— /y dy p(y|E) (— lnp(y]E)—i—ﬁO—i—ZfiFi(y)) — &0 —Zgiei, (2.242)
=1 i=1
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ze wzgledu na wariacje p(y|Z), gdzie ¥ oraz (£')L; sa czynnikami Lagrange’a. Poniewaz Sy (p) jest
Scisle wklesla [20], zatem otrzymujemy maksimum, ktdre jest wyznaczone jednoznacznie.

Warunek ekstremizacji funkcjonatu®* Sy, (p) ze wzgledu na p(y|=), tzn. O(p)Swar = 0, prowadzi
do réwnania Eulera-Lagrange’a:

0 OSwar O0swar
— | = T (2.243)
0 Ip(y|E) op(y|=
y \ o (T) p(y|=)
gdzie zgodnie z (2.242) posta¢ funkcji podcatkowej s,,q, wynosi:
d .
Swar = P(¥|Z) (— np(y|E) + &+ §ZF¢(Y)> - (2.244)
i=1
Podstawiajac syq, do (2.243) otrzymujemy:
d .
—Inp(y[E) + £+ ¢Fi(y)—1=0. (2.245)
i=1
Réwnanie (2.245) daje szukana postac rozktadu p(y|=) maksymalizujacego entropie Sg (p):
d .
p(y|E) = A exp (Z gZE(y)> , gdzie A=1/exp(l—¢&°) = const. , (2.246)
i=1

ktéry jak to widaé z (2.61) jest typu eksponentialnego z parametrami kanonicznygmi &, i = 1,2, ...,d
oraz C(y) = 0. Ponadto z warunku normalizacji (2.241) otrzymujemy A = Z~!, gdzie Z jest funkcja
partycji (2.240). c.n.d.

Parametry dualne. Po rozpoznaniu, ze model maksymalizujacy entropie stanu uktadu jest modelem
eksponentialnym (2.239) w parametryzacji kanonicznej =, mozemy (2.239) zapisa¢ w postaci (2.61):

d

p= = p(y|=) = exp [Z EFily) - 11)(5)] , Vp=€S, (2.247)

i=1

gdzie
Z(2) = exp [$(2)] . (2.248)

Poniewaz zgodnie z (2.63), 1(Z) = In fy dy exp [27:1 ¢'F;(y)|, zatem z (2.237) oraz wykorzystujac
(2.247), otrzymujemy:
0; = 0:b(2), i=1,2,..,d , Vpz€S, (2.249)

gdzie skorzystano z oznaczenia Jg: = 0/ o€t
Rorzystajac z g O¢i In p(y|Z) = —0¢; 0¢i¢)(Z), (2.66), oraz gfj = —B=(0:i0¢ Inp(y|=)), (2.37), otrzy-
mujemy rowniez:

05 =0a0u0(E), i,j=1,2,..d, ij=12..,d , VpeS. (2.250)

34Funkcjonal, w tym przypadku S (p), jest liczba, ktérej wartosé zalezy od funkgji p(y|Z).
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Dualne uklady modelu maksymalizujacego entropie: Z (2.64) wiemy, ze uklad wspétrzednych
(€H)4_, jest a = 1 - afiniczngm uktadem wspéirzednych modelu eksponentialnego. Zatem z (2.249)
oraz (2.250) wynika, ze (6;)L_; jest « = (—1) - afinicznym uktadem wspétrzednych modelu ekspo-
nentialnego dualnygm do (£%)%_,.

Parametry 6;, i = 1,2, ...,d, nazywamy z przyczyn podanych powyzej parametrami dualnymi do
(¢9)4_, lub parametrami oczekiwanymi modelu statystycznego S.

Estymacja na DORC: Korzystajac z definicji (2.36) metryki Rao-Fishera, z postaci (2.247) rozktadu
eksponentialnego oraz z (2.249), otrzymujemy posta¢ macierzy informacyjnej Ir w parametryzacji
kanonicznej =:
Irij(E) =g}, = B=z[0alnp(Y|E) 9 lnp(Y|E)]
= Ez[(F(Y)—-60)(F;(Y)—=0;)], i,j=12,..,d, Vp=€S. (2.251)

<

Niech © = (6;)_, sa estymatorami parametréw © = (6;)%_, bazy dualnej do =. Poniewaz z (2.238)
mamy 0; = F;(Y),1 = 1,2, ..., d, zatem po prawej stronie (2.251) stoja elementy macierzy kowariancji
V=(©) estymatoréw O:

V=i;(0) = E= [(9} —0,)(6; — ej)} C ij=1,2,..d, Vp=€S. (2.252)
Réwnos¢ (2.251) mozna wiec zapisac nastepujaco:
V=(0) = Ir(2), Vpz€S. (2.253)

Poniewaz macierze informacyjne w bazach dualnych sa wzgledem siebie odwrotne, tzn. Ir(Z) =
Igl (©), (2.97), oraz macierz kowariancji okreslonych zmiennych losowych (w tym przypadku ©) nie
zalezy od bazy w S:

A~ ~

Vo(0) =V=(0), VpeS, (2.254)
wiec z (2.253) otrzymujemy nastepujacy zwiazek:

Vo(0) = I'(0) , Vpo €S . (2.255)

Whiosek: Ze wzgledu na Twierdzenie Rao-Cramera (2.142) powyzszy warunek oznacza, ze estymacja
parametréw dualnych jest dla modeli eksponentialnych, spetniajacych warunek maksymalnej entro-
pii dokonywana na DORC.

Przyklad dualnego uktadu wspélrzednych. Rozktad normalny: Z Rozdziatu 2.2, wzor (2.69), wiemy,
ze rozklad normalny jest typem modelu eksponentialnego z C'(y) = 0. Oznacza to, Ze moze sie on po-
jawic jako rezultat estymacji spelniajacej zatozenia TME. Rorzystajac z postaci rozktadu normalnego
oraz z (2.237) i (2.69) otrzymujemy dualne parametry tego modelu:

1
0, = 01(51752)—/32653'19(}'\5)3’——222—u,
Je (@20
0 = 92(51,52)=/ydyp(ylz)y2=(éz(@)2=u2+02. (2.256)
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W koricu, estymatory 6, = Fy(Y) = Y oraz 6 = F5(Y) = Y2 s réwniez liniowo niezaleznymi
jednomianami.

Whiosek: Z powyzszych ogélnych rozwazan wnioskujemy wiec, ze estymacja z wieloparametrowym
rozktadem normalnym spelnia DORC. Poprzednio w Rozdziale 2.1, w wyniku bezposredniego ra-
chunku dla jednoparametrowej estymacji wartosci oczekiwanej p, otrzymaliSmy w (2.18) ten sam
wynik.

Jednakze dla rozktadu normalnego, w ktérym chcielibySmy dokona¢ jednoczesnej estymacji para-
metréw p oraz o2, pojawilby sie problem z zastosowaniem TRC wynikajacy z faktu, ze dla skoriczo-
nego wymiaru proby N estymator o2 jest obciazony. Obecnie wiemy, ze parametrami oczekiwanymi,
ktérymi nalezy sie postuzyc¢ aby zastosowac¢ TR i przekonac sig, ze model normalny spetnia DORC
sa /1 oraz suma 2 + o2 (zamiast 0?). Chociaz powyzszy rachunek zostal przeprowadzony dla N = 1,
jednak wniosek dla dowolnego N nie ulega zmianie.

Przyklad dualnego uktadu wspoétrzednych. Rozktad standardowy eksponentialny: TME ma swoja
reprezentacje w fizyce statystycznej. Otéz stan w réwnowadze termicznej, ktéry maksymalizuje ter-
modynamiczng entropi¢ Boltzmanna:

Sp(p) == kp Su(p), (2.257)

edzie kp jest dodatnig stalg Boltzmanna, posiada przy warunku E¢[E] = € nalozonym na warto$¢
oczekiwana (zmiennej losowej) energii E czastki gazu, rozklad Boltzmanna:

1 __2¢
pelg) = e 7T (2.258)

gdzie € jest realizacja F, a T jest (entropijna) temperatura (por. Dodatek 7.4). Rozktad (2.258) jest
standardowym rozkladem eksponentialnym z C(¢) = 0, (2.71), dla wymiaru préby N = 1. Zgodnie
z oznaczeniami wprowadzonymi w (2.71), jeden parametr kanoniczny &, jedna funkcja 6. = F (E)
bedaca estymatorem parametru oczekiwanego 6. oraz potencjal ¥)(§) ukladu wspoétrzednych, maja
postac:

2
kT’

FE)=F, ¢ =— b —¢, b(e) = 1n(—2) Iz, (2.259)

Do rozkladu Boltzmanna powrécimy w Rozdziale 5.1.3, gdzie wyprowadzimy go odwoltujac sie do
wspomnianych w Rozdziale 2.2.3 zasad informacyjnych.
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Kolejne przyktady zastosowania estymacji eksponentialnej z baza dualng ©: Estymacja tego
typu znajduje swoje zastosowanie wtedy, gdy mikrostan uktadu jest po krétkim okresie czasu zasta-
piony makrostanem, co oznacza estymacje stanu ukladu poprzez pewien oszacowujacy stan otrzy-
many metoda maksymalnej entropii na rozmaitoéci modelu eksponentialnego (np. dla wolno zmie-
niajacych sie) zmiennych makroskopowych [21]. Przyktadami realizacji tej procedury estymacyjne;j sa:

- Metoda analizy nieliniowej dynamiki Kossakowskiego i Ingardena, ktérzy zrealizowali powyzsza
procedure, dokonujac ciaglego rzutowania mikrostanu uktadu na latwiejsze w opisie makrostany
uktadu, lezace na rozmaitosci stanéw eksponentialnych. Z zaproponowanej analizy statystycznej wy-
nikla mozliwos¢ realizacji nieliniowej dynamiki uktadu, opisanej jako konsekwencja optymalnej es-
tymacji stanu uktadu, pojawiajacego sie po uplywie kazdego kolejnego odstepu czasu (w ktérym
dynamika ukladu przebiegata w sposéb liniowy), stanem lezgcym na rozmaitosci eksponentialnej
[21].

- Model Onsagera realizujacy tego typu estymacje¢ w badaniu zjawiska przeplywéw energii lub masy,
w sytuacji, gdy sa one liniowymi funkcjami bodzcéw (pelniacych role parametréw) wywolujacych
taki przeplyw. Teoria Onsagera ma zastosowanie do zjawisk majacych charakter proceséw quasista-
tystycznych. Zatem stosuje si¢ ona do sytuacji, gdy materiat, w ktérym zachodzi zjawisko jest w lokal-
nej rownowadze, tzn. zwiazki zachodzace lokalnie i w tej samej chwili czasu pomiedzy wlasno$ciami
cieplnymi i mechanicznymi materialu sa takie same, jak dla jednorodnego uktadu znajdujacego si¢
w réwnowadze termodynamicznej. W ramach jego teorii sformutowano zasady wariacyjne dla opisu
liniowej termodynamiki proces6w nieodwracalnych.

Podsumowanie: 7 powyzszej analizy wynika, ze metoda maksymalnej entropii dla nieobcigzonych
estymatoréw 0; = F;(Y), i = 1,2, ...d, wykorzystuje o = (—1) — plaska baze © dualng do o = (+1)
— plaskiej bazy kanonicznej = rozkladu eksponentialnego z C(y) = 0. Ze wzgledu na ptaskos¢ mo-
delu eksponentialnego w bazie kanonicznej =, (2.64), macierz informacyjna /r w bazie dualnej © jest
odwrotna do I w bazie =, skad w (2.255) przekonali$my sie, ze estymacja w bazie koneks;ji affinicznej
V(=1 przebiega na DORC. Oznacza to, ze réwniez dla wektorowego parametru oczekiwanego © jego
estymacja jest efektywna w klasie entropijnych modeli eksponentialnych.

Jednak idac dalej, doktadniejsza niz to wynika z TRC, modelowa estymacja, tzn. zwiazana z konstruk-
cja nieobciazonych estymatoréw parametréw, nie jest mozliwa.

O tym co w kolejnej czesci skryptu: W kolejnej czesci skryptu zajmiemy si¢ estymacja zwiazana
z zasadami informacyjnymi natozonymi na tzw. fizycznaq informacje uktadu.
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Rozdzial 3

Zasady informacyjne

3.1 Estymacja w statystyce klasycznej a estymacja fizyczna. Postawienie pro-
blemu

W dotychczasowej analizie przedstawiona zostata MNW w statystyce. Polega ona na estymacji
parametréw pewnego zadanego rozktadu. Na przyktad w analizie regresji na podstawie pewnej wcze-
$niejszej wiedzy na temat zachowania si¢ zmiennej objasnianej, zakresu warto$ci jakie moze przyj-
mowac oraz jej charakteru (ciagta czy dyskretna) postulujemy warunkowy rozklad i model regresji, a
nastepnie konstruujemy funkcje wiarygodnosci, ktéra maksymalizujac otrzymujemy estymatory pa-
rametrow strukturalnych modelu. Opracowanie skutecznego algorytmu znajdowania estymatoréw
MNW oraz ich odchylen standardowych jest centralnym problemem np. w rutynowych aplikacjach
shuzacych do analizy uogé6lnionych regresyjnych modeli liniowych. W analizie tej najwazniejszym wy-
korzystywanym algorytmem jest og6lny algorytm metody iteracyjnie wazonych najmniejszych kwa-
dratéw, a jedna z jego gtéwnych analitycznych procedur jest procedura Newton-Raphson’a [13, 15].
Niech parametr wektorowy © = (6,,))V_; jest zbiorem wartoéci oczekiwanych zmiennej losowej po-
tozenia uktadu w N pomiarach, jak to przyjelismy w Rozdziale 2.7. Przypomnijmy wiec, ze MNW jest
wtedy skoncentrowana na ukladzie N réwnan wiarygodnosci (1.8):

0
S©) g = %lnP(G) lo—6=10,

ktérych rozwiazanie daje N elementowy zbiér © = (én)flvzl estymator6w parametréw. Tzn. uktad
réownan wiarygodnosci tworzy N warunkéw na estymatory parametrow, ktére maksymalizuja wia-
rygodnos¢ probki.

Estymacja w fizyce musi si¢ rozpoczac¢ na wezesniejszym etapie. Wychodzac od zasad informacyjnych,
ktérym poswiecony bedzie kolejny rozdzial, estymujemy odpowiednie dla opisywanego zagadnienia
fizycznego réwnania ruchu, ktérych rozwiazanie daje odpowiedni rozklad wraz z parametrami. Tak
wiec zastosowanie zasad informacyjnych natozonych na funkcje wiarygodnosci zamiast MNW sta-
nowi o podstawowej réznicy pomiedzy analiza statystyczna wykorzystywana w konstrukcji modeli
fizycznych, a statystyka klasyczng. Oczywiscie oznacza to, ze informacja Fishera zdefiniowana po-
przednio na przestrzeni statystycznej S musi zosta¢ zwiazana z bazowa przestrzenia ) przestrzeni
préby, tak aby mozna ja wykorzysta¢ do konstrukcji rownan ruchu.
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3.1.1 Strukturalna zasada informacyjna. Metoda EFI

Ponizsze rozwazania prezentuja analize, lezaca u podstaw strukturalnej zasady informacyjnej [10].
Ta za$ lezy u podstaw metody estymacji statystycznej EFI zaproponowanej przez Friedena i Soffera [8].
Niech Vg jest przestrzenia parametru O, tzn. © € V. Wtedy logarytm funkcji wiarygodnoéci In P :
Vo — R jest funkcja okreslona na przestrzeni Vg o wartosciach w zbiorze liczb rzeczgunstych R.
Niech © = (0 )N_| € Vi jest inna wartoécia parametru lub wartoécia estymatora © parametru ©.
Rozwirimy w punkcie © funkcje In P(©) w szereg Taylora wokét prawdziwej wartosci ©:

P(©) _ Z dln P(©) 9*In P(©)

P(©) 90, (O =) + 2 90,00,
n=1 n,n'=1

(0 — 0,)(0r —0,) +Rs ., (3.)

d ‘ dP(©) _ 9P(6
Y zie LlZy 0 oznaczenia 90, — 89

jest reszta rozwiniecia trzeciego rzqdu

|9 o oraz podobnie dla wyzszych rzedéw rozwinigcia, a R3

Znaczenie zasady obserwowanej: Wszystkie cztony w (3.1) sa statystykami na przestrzeni préby B,
wiec tak jak i uklad réwnan wiarygodnosci, réwnanie (3.1) jest okreslone na poziomie obserwowa-
nym. Jest ono zadaniem analityczno$ci (logarytmu) funkcji wiarygodnos$ci na przestrzeni statystycz-
nej S, co stanowi punkt wyjécia dla konstrukcji obserwowanej, rézniczkowej, strukturalnej zasady
informacyjnej (3.11), stusznej niezaleznie od wyprowadzonej w (3.12) postaci calkowej. Posta¢ obser-
wowana wraz z zasada wariacyjna (3.41) jest, obok postaci oczekiwanej (3.12), podstawa estymacji
EFI réwnan ruchu teorii pola, lub réwnan generujacych rozktad.

Zdefiniujmy obserwowana strukture uktadu tF w nastepujacy sposob:

—Rjy. (3.2)

Na poziomie obserwowanym (nazywanym czasami mikroskopowym) mozemy rozwiniecie Taylora
(3.1) zapisa¢ nastepujaco:

N
81 P - -
ALHS = § 2— - Hn) - § 2 § ]an n - n)(en’ - Hn’) = ARHS ) (3-3)
n=1

gdzie iF jest znana juz z (2.3)-(2.4) obserwowana macierza informacyjna Fishera:
2 2 A
i ~0°InP(©) (.9 l~nP(~@) ’ (3.4)
89n/89n 89n/ 89n
lo—o

ktéra jako macierz odwrotna do macierzy kowariancji, jest symetryczna i dodatnio okreslona' (Roz-
dzial 2.1.1). Oznacza to, ze istnieje ortogonalna macierz U taka, ze Ay s wystepujace w (3.3), a zatem
réwniez Ay g, moze byc zapisane w tzw. postaci normalnej [32]:

ALHS = Zmnv Z :'an ‘9 -0 )(én’ - en’) = ARHS: (3'5)

n=1 n,n'=1

'Co oznacza, 7e zakladamy, ze funkcja In P jest wklesta w otoczeniu prawdziwej wartosci parametru ©.
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gdzie ¥,, sa pewnymi funkcjami 0,,, a m,, sa elementami dodatnio okreslonej macierzy of (otrzyma-
nymi dla Ay ), ktéra z powodu réwnoéci (3.5) musi byé réwna macierzy diagonalnej otrzymanej
dla Agrpgg, tzn.:

¥ = DTUTFUD | (3.6)

Macierz D jest diagonalng macierza skalujaca o elementach d,, = T—;, adzie \,, sa wartosciami

wlasnymi macierzy iF.

Zwiazek (3.6) mozna zapisa¢ w postaci waznego strukturalnego réwnania macierzowego bedacego
bezposrednia konsekwencja analitycznosci logarytmu funkcji wiarygodnosci na przestrzeni staty-
stycznej S oraz postaci normalnej formy kwadratowej (3.5):

F+iF=0, (3.7)
gdzie

F=-UDH'FwDUT, (3.8)
nazwijmy obserwowanq macierzaq struktury.
Dwa proste przypadki o: Istnieja dwa szczegdlne przypadki, ktére prowadza do prostych realiza-

cji fizycznych.

Pierwszy z nich zwiazany jest z zalozeniem, ze rozklad jest reguralny [13]. Wtedy, zaktadajac dodat-

kowo, ze dla wszystkich n =1, ..., N zachodzi aalgf = 0, z réwnania (3.3) widzimy, ze:

tF
oF = (20,) , @n:”N oraz dp =+/2/\, . (3.9)

Natomiast drugi przypadek zwiazany jest z zatozeniem, ze tF = 0 i wtedy z (3.3) otrzymuje sie posta¢
“réwnania master” (poréwnaj dalej (3.68)). W przypadku tym:

/An (3.10)

o — diag <2alnP>7 5. = 1\/d OlnP

0, —0 tF=0 oraz d, =4/2
) en n n n ) 9n
Co oznacza, ze nie istnieje ztozona struktura uktadu.

Obserwowana strukturalna zasada informacyjna: Sumujac wszystkie elementy zaréwno obserwo-
wanej macierzy informacyjnej Fishera iF jak i obserwowanej macierzy struktury ¢, réownanie ma-
cierzowe (3.7) prowadzi do obserwowanej strukturalnej zasady informacyjnej Frieden’a:

N N
> (Fuw + > (Fuw =0 (3.11)
n,n'=1 n,n'=1

Znaczenie analitycznos$ci P oraz postaci iF dla EFI: Analityczno$¢ funkcji wiarygodnoéci na prze-
strzeni statystycznej S, wyrazona istnieniem rozwiniecia w szereg Taylora (3.1) oraz symetryczno$é
i dodatnia okreslono$¢ obserwowanej macierzy informacyjnej Fishera (3.4) sa zasadniczymi warun-
kami, ktére czynia analize Friedena-Soffera w ogéle mozliwa. Okazuje sie jednak, ze w ogdlnosci, dla
otrzymania réwnan EFI nalezy odwolac sie dodatkowo do wprowadzonej ponizej catkowej zasady
strukturalnej.
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Calkowa strukturalna zasada informacyjna: Catkujac obie strony réwnania (3.11) po calej prze-
strzeni proby B (lub na jej podprzestrzeni) z miara dy P(©), gdzie jak zwykle stosujemy oznaczenie
dy = d"y, otrzymujemy calkowa postac informacyjnej zasady strukturalnej:

Q+I=0, (3.12)

gdzie I jest uogélnieniem pojemnoséci informacyjnej Fishera (2.210) (por. (2.31)):

N

I= /B dyP©) 3 (F) . (3.13)

n,n/=1

natomiast () jest informacja strukturalna (SI):

N
Q= [ dyP©) Y @ (3.14)
B n,n/=1
Pierwotnie, w innej, informatycznej formie i interpretacji, zasada (3.12) zostata zapostulowana w [8].
Powyzsza, fizyczna postac zasady strukturalnej (3.12) zostala zapostulowana w [9], a nastepnie wypro-
wadzona, jak to przedstawiono powyzej w [10].

Obserwowana zasada informacyjna (3.11) jest réwnaniem strukturalnym wspétczesnych modeli fi-
zycznych wyprowadzanych metoda EFL. Natomiast uzytecznos¢ oczekiwanej strukturalnej zasady in-
formacyjnej (3.12) okaze sie by¢ jasna przy, po pierwsze okresleniu zmodyfikowanej obserwowanej
zasady strukturalnej, po drugie, przy definicji calkowitej fizycznej informacji (3.31) oraz po trzecie,
przy sformulowaniu informacyjnej zasady wariacyjnej (3.41). Oczekiwana zasada strukturalna jako
taka, tzn. w postaci calkowej (3.12), nie jest rozwiazywana jednoczesnie z zasada wariacyjna, co jest
czasami jej przypisywane.

3.1.1.1 Calka rozwiniecia Taylora

Scatkujmy (3.1) na na calej przestrzeni préby B (lub na jej podprzestrzeni) z miara dy P(0). W
wyniku otrzymujemy pewna catkowa forme strukturalnego réwnania estymacji modeli:

~ N
Javre® <1n o) - > O, - en>>
n=1 n
1 Y 2 PO) - -
=5 /B dy P(G)nynl:laen/aen (O, — 0,)(Opr — O,) (3.15)

Wyrazenie po lewej stronie (3.15) ma posta¢ zmodyfikowanej entropii wzgledne;j.
Nastepnie, definujac Q jako:

~ Y omP -
= [ dyP tF — 0, — O 3.16
Q/By(@)< > G )) .10
otrzymujemy réwnanie bedace catkowa forma strukturalnej zasady informacyjne;j:
N
~ =~ 1 9?InP\ - ~
_ Q—I_Q/deP((a) > <—M> (On — 0,) (0, — 60,) . (3.17)

n,n/=1
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Uwaga: Réwnanie (3.17) jest wtérne wobec bardziej fundamentalnego réwnania strukturalnego (3.11)
slusznego na poziomie obserwowanym, tzn. pod catka. Chociaz réwnanie (3.17) nie jest bezposred-
nio wykorzystywane w metodzie EF], to jest ono stosowane do badania wlasno$ci nieobcigzonych
estymatoréw © parametréw O [24]. Zagadnienie to wykracza poza zakres skryptu.

3.1.1.2 I oraz () dla parami niezaleznych zmiennych polozeniowych préby

Rozwazmy jeszcze posta¢ ST wyrazona w amplitudach w szczegdlnym przypadku zmiennych Y,
parami niezaleznych. W takim przypadku amplituda g,, nie zalezy od y,, dla n’ # n, czyli ma posta¢
qn(yn), natomiast (iF) jest diagonalna, tzn. ma postac:

(jF)nn’ = Opp/iFnpn = Fyp (318)

gdzie 0,,,,/ jest delta Kroneckera. W takim razie, zgodnie z (3.6) oraz (3.8) obserwowana macierz struk-
turalna jest diagonalna i jej og6lna postac jest nastepujaca:

(F ) = St Fy (0 (), 0 (¥) ) = o (an¥n) (3.19)
tzn. nie zalezy od amplitud ¢, (y,) ijej pochodnych dla n” # n. Powyzej q,(f) (yn) oznaczaja pochodne
rzedur = 1,2, .... Zobaczymy, ze dla teorii pola w &,, pojawia si¢ pochodne co najwyzej pierwszego
rzedu. Fakt ten wynika stad, ze swobodne pola rangi /V, z ktérymi bedziemy mieli do czynienia, beda
spetnialy réwnanie Kleina-Gordona.

Uwaga: Oznaczenie f,,, jak réwniez jawne zaznaczenie w argumencie obserwowanej ST tylko am-
plitudy ¢, (y~), beda stosowane w dalszej czesci skryptu.

Wykorzystujac (3.18) oraz (3.19), pojemnos¢ informacyjna (3.13) przyjmuje w rozwazanym przypadku
postac:

N
I:/dei:/gdyP(G) S, (3.20)

n=1
natomiast informacja strukturalna (3.14) jest nastepujaca:
N
Q= [ dya= [ dyP©) 3 Folaalyn) (.21)
B B n=1
Powyzej i jest gestosciqg pojemnosci informacyjnej:

N
i:=P(0) ) iF,, (3.22)
n=1

natomiast q jest gestosciq informacji strukturalnej:

N
q:="P(©) Y F,(qn(yn)) - (3.23)
n=1

88



Obserwowana zasada strukturalna zapisana w gestosciach: Zaréwno i jak i q sa okreslone na po-
ziomie obserwowanym. Zatem korzystajac z (3.18) oraz (3.19), mozemy obserwowanq informacyjna
zasade strukturalna (3.11) zapisa¢ w postaci:

i+q=0. (3.24)

Zasada ta, a raczej jej zmodyfikowana wersja, jest obok wariacyjnej zasady informacyjnej, wykorzy-
stywana w celu otrzymania réwnan ruchu (badz réwnan generujacych rozktad) metody EFL. Zaréwno
zmodyfikowana obserwowana zasada strukturalna jak i zasada wariacyjna sa okreslone ponizej.

Uwaga: W tresci skryptu gesto$¢ pojemnosci informacyjnej i jest zawsze zwiazana z postacia (3.4)
obserwowanej informacji Fishera iF.

Na koniec zauwazmy, ze ze wzgledu na unormowanie rozktadéw brzegowych [ d*y., p,(yn|0n) = 1,
postaé¢ @ podana w (3.21) mozna zapisa¢ nastepujaco:

N
Q=" [ %0 pu5al6n) €, (005 (3:25)
n=1

Wazna kinematyczna posta¢ I zostanie wprowadzona w Rozdziale 3.3, natomiast postacie ) beda
pojawiatly si¢ w toku rozwiazywania konkretnych fizycznych probleméw.

3.2 Przeplyw informacji

Informacja Fishera I jest infinitezymalnym typem entropii Kulback-Leibler’a (Rozdzial 2.6.1)
wzor (2.201). W statystycznej estymacji KL stuzy jako narzedzie analizy wyboru modelu 23, 33], o
czym mozemy sie przekonaé, zauwazajac, ze jest ona zwigzana z warto$cia oczekiwana statystki ilo-
razu wiarygodnosci (1.58), wprowadzonej w Rozdziale 1.3.2, wasnie w celu poréwnywania wiary-
godnosci modeli. Chociazby z tego powodu, pojawia si¢ przypuszczenie, ze pojemno$c¢ informacyjna /
moglaby, po nalozeniu, jak sie okazuje strukturalnej i wariacyjnej zasady informacyjnej [8, 9], stac sie
podstawa réwnan ruchu (lub réwnan generujacych rozktad) uktadu fizycznego. Réwnania te mialyby
by¢ najlepsze z punktu widzenia zasad informacyjnych, co jest sednem metody EFI Friedena-Soffera.

Zgodnie z Rozdzialem 2.8, gléwna statystyczna myél stojaca za metoda EFI jest nastepujaca: prob-
kowanie czasoprzestrzeni nastepuje przez sam uklad nawet wtedy, gdy on sam nie jest poddany
rzeczywistemu pomiarowi. Sprawe nalezaloby rozumie¢ tak, ze uktad dokonuje prébkowania cza-
soprzestrzeni uzywajac charakterystycznego, swojego wlasnego pola (i zwiazanej z nim amplitudy)
rangi N, ktéra jest wymiarem préby, probkujac swoimi kinematycznymi “Fisherowskimi” stopniami
swobody przestrzen polozen jemu dostepna. Przejécie od postaci statystycznej pojemnoéci informa-
cyjnej (2.220) do jej reprezentacji kinematycznej zostanie oméwione ponizej w Rozdziale 3.3.

Rozwazmy nastepujacy, informacyjny schemat uktadu. Zanim nastapi pomiar, ktérego dokonuje sam
uktad, ma on pojemnos¢ informacyjna I zawarta w swoich kinematycznych stopniach swobody oraz
informacje strukturalna @) uktadu zawarta w swoich strukturalnych stopniach swobody, jak to przed-
stawiono symbolicznie na ponizszym Rysunku.
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@ ()

N

Rysunek 3.1: Panel: (a) Uktad przed pomiarem : @ jest ST ukladu zawarta w strukturalnych stopniach
swobody, a I jest pojemnoécia informacyjna uktadu zawarta w kinematycznych stopniach swobody.
(b) Uktad po pomiarze: @)’ jest SI, a I’ jest pojemnoscia informacyjna uktadu po pomiarze. Poniewaz
transfer informacji (7'/) w pomiarze przebiegaz J > 0 zatem Q) = Q' —Q < Oorazdl =I'—1 > 0.
W pomiarze idealnym 6/ = —4Q).

“W chwili wlaczenia” pomiaru, podczas ktérego transfer informacji (7'I) przebiega zgodnie z naste-
pujacymi zasadami (Rysunek 3.1):

J>0, zatem dI=1'-1>0, 6Q=Q —-Q <0, (3.26)

gdzie I, Q' sa odpowiednio I F" oraz ST uktadu po pomiarze, natomiast J jest dokonanym transferem
informacji (7°I).
Postulujemy, ze w pomiarze 7’1 “w punkcie ¢” jest idealny, co oznacza, ze:

Q=Q +J=Q+6Q+J, zatem 6Q=—J . (3.27)

Oznacza to, ze “w punkcie q” przekazana jest cala zmiana S1.

7. drugiej strony “w punkcie i” zasada zwiazana z T'I jest nastepujaca:

I'<I+J zatem 0<d6l=1—-1<.J. (3.28)
Dlatego
poniewaz J >0, zatem [0I|<[6Q)], (3:29)

co jest rozsadnym resultatem, gdyz w pomiarze moze nastapic utrata informacji. Gdyby “w punkcie
i” TI byl idealny, wtedy caty pomiar bytby idealny, tzn.:

0Q = —6I < pomiar idealny . (3.30)

W 9, 16] zostato zapostulowane istnienie nieujemnej addytywnej catkowitej (totalnej) fizycznej infor-
macji (T'FI):

K=I+Q>0. (3.31)

Wyb6r intuicyjnego warunku K > 0 [16] jest zwiazany ze strukturalng zasada informacyjna zapi-
sana w postaci obserwowane;j:

N N
> (F)w +5 Y (Fpw =0 (3.32)
n,n'=1 n,n'=1

lub oczekiwane;:

I+kQ=0. (3.33)

90



Dla szczegdlnego przypadku x = 1, w Rozdziale 3.1.1 zostala wyprowadzona [10] postaé¢ obserwowana
zasady strukturalnej (3.11):

N N
> (Fw+ > (F)pw =0 dla k=1, (3.34)
n,n'=1 n,n'=1

oraz jej oczekiwany odpowiednik (3.12):
I+Q=0 da r=1. (3.35)

Wspétczynnik k zostat nazwany w [8] wspétcezynnikiem efektywnosci. W praktyce przyjmuje on dwie
mozliwe wartosci [8]:
1

F=1V . (3.36)

Jego znaczenie zostanie oméwione w Rozdziale 4. W przypadku okreslonym w (3.35), otrzymujemy
catkowita fizyczna informacje K réwna:

K=1+Q=0 da r=1. (3.37)

W konicu zauwazmy, ze w zgodzie z zapostulowanym zachowaniem si¢ uktadu w pomiarze, otrzyma-
liSmy z warunkéw (3.27) i (3.28) nier6wnosc 01 < J = —dQ), z czego wynika, ze:

K=I'+Q <(I+H)+Q-J)=1+Q=K = K <K. (3.38)

Dla pomiaru idealnego (3.30) otrzymali$my 61 = —@Q skad K’ = K, co oznacza, ze informacja
fizyczna T F'I pozostaje w tym przypadku niezmieniona. Jesli pomiar idealny bytby wykonany na
poziomie probkowania czasoprzestrzeni przez sam uklad, wtedy warunek ten mégtby prowadzi¢ do
wariacyjnej zasady informacyjnej (3.41), tzn.:

5T =-6Q = 6(I+Q)=0. (3.39)

Chociaz rozumowanie powyzsze wydaje si¢ byc¢ rozsadne, jednak Scisle méwiac shusznosé¢ przyjecia
zasad informacyjnych, strukturalnej oraz wariacyjnej, powinno wynika¢ z dwéch rzeczy. Po pierwsze
z ich wyprowadzenia, a po drugie z ich uzytecznosci. Wyprowadzenie zasady strukturalnej (dla x = 1)
zostalo pokazane w Rozdziale 3.1.1.

Natomiast powyzsze wnioskowanie, ktére doprowadzito do warunku (3.39) oraz sama implikacja we-
wnatrz niego, moze stuzyc jedynie jako przestanka stusznosci zasady wariacyjnej. W Rozdziale 2.2.3
stwierdziliSmy, ze jej stusznoé¢ wynika z zadania aby rozklad empiryczny oraz rozklad wyestymo-
wany metoda EFI, lezaly na wspélnej geodezyjnej w przestrzeni statystycznej S.

Co do uzytecznosci zasady wariacyjnej w metodzie EFI, to jest ona oczywista, bowiem prowadzi ona
do owocnego w zastosowaniach réwnania Eulera-Lagrange’a.

Analityczny przypadek uktadu réwnan informacyjnych metody EFI: Obserwowana zasada struk-
turalna zapisana w gestosciach (3.24), ale uwzgledniajaca posta¢ obserwowanej zasady strukturalnej
z k (3.32), jest nastepujaca:

i+rq=0. (3.40)
Druga zasada informacyjna jest zasada wariacyjna (skalarna). Ma ona postaé [9]:

IK=6I+Q)=0 = K =1+4Q jest ekstremalne . (3.41)
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Warunek geometrycznej struktury na S: Kolejnym warunkiem narzuconym na rozwiazania metody
EFI, a oczywistym od poczatku analizy, jest warunek normalizacji i reguralnoéci rozkladu prawdo-
podobienstwa. Warunek ten oznacza mozliwo$¢ przejécia, podanego w (2.31) i (2.36), od pierwotnej
postaci obserwowanej informacji Fishera (3.4) do postaci potrzebnej dla zdefiniowania przestrzeni
statystycznej S jako przestrzeni metrycznej z metryka Rao-Fishera (2.37) i a-koneksja (2.52) (por. Roz-
dzial 2.2). Obie postacie obserwowanej informacji Fishera, pierwsza iF, (3.4), ktéra jest pierwotna
forma z punktu widzenia analitycznoéci funkcji wiarygodnosci oraz druga, metryczna iF, (2.5), ktéra
jest istotna dla geometrycznej analizy modelu, sa rownowazne tylko na poziomie oczekiwanym, tzn.
pod calka (por. Rozdzial 2.31). Powyzsze rozwazania zostana zilustrowane przyktadami zawartymi w
dalszej czeéci skryptu.

Podstawowy uktad réwnan informacyjnych EFI i zmodyfikowane réwnanie strukturalne: Aby

wyjasni¢ powyzszy problem na wstepnym, symbolicznym poziomie, wprowadzmy zmodyfikowane

réwnanie strukturalne, uwzgledniajace réwniez wspétczynnik « wystepujacy w (3.40). Niech iF jest

kwadratowa postacia obserwowanej informacji Fishera (2.5) tak, ze odpowiadajaca jej gesto$¢ pojem-
nosci informacyjnej:
N

1:=P(O) Y  Fpw, (3.42)

n,n’'=1

daje na poziomie oczekiwanym pojemnos¢ informacyjna I = |, de~i: / gAY i.
Wprowadzmy zamiast (3.40) zmodyfikowanq obserwowang zasade strukturalng zapisana w naste-
pujacy sposéb:

i'+C+krq=0, przyczym Iz/dy?z/dy(?’%—é), (3.43)
B B

gdzie C jest pochodna zupelna, ktéra wynika z catkowania przez czesci calki I = |, deNi. Poniewaz
I = f de? zatem informacyjna zasada wariacyjna ma postac:

51+ Q) = 5/de f+q) =0. (3.44)

Rozwiazanie réwnan (3.43) oraz (3.44) jest rbwnowazne rozwiazaniu réwnan (3.40) oraz (3.41) co naj-
mniej pod caltka, tzn.:

/dy(i~’+(~3+nq):0 & /dy(i—knq)zO. (3.45)
B B

Powyzsza symboliczna konstrukcje (3.43) zaprezentujemy na przykladach w dalszej czesci skryptu
(Rozdzial 5). Jej zrozumienie jest nastepujace: Modele ,nie do korica réwnowazne” pod wzgledem ana-
litycznym sa, z doktadno$cia do wycatkowania I przez cze¢sci, rownowazne pod wzgledem metrycz-
nym. To znaczy, istnieje pewien zwiazek pomiedzy ich rézniczkowalnos$cia, a mianowicie wszystkie
one sa metrycznie (a wiec na poziomie catkowym) réwnowazne modelowi analitycznemu, tzn. posia-
dajacemu rozwiniecie w szereg Taylora.

Podsumowanie. Nalezy podkresli¢, ze rownanie catkowe (3.37) oraz zasada wariacyjna (3.41) nie
tworza pary réwnan metody EFI rozwiazywanych samospdjnie.
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Natomiast obie zasady, obserwowana zmodyfikowana zasada strukturalna (3.43) oraz zasada waria-
cyjna (3.44) sa podstawa metody estymacyjnej EFI. Tworza one uklad dwo6ch réwnan rézniczkowych
dla wprowadzonych w Rozdziale 2.5 amplitud uktadu (2.168). Uklad ten moze by¢ zgodny, dajac sa-
mospdjne rozwiazanie dla amplitud [8] i prowadzac przy x = 1 lub 1/2 do dobrze znanych modeli
teorii pola (Rozdziat 4) lub modeli fizyki statystycznej (Rozdziat 5). Ponadto, strukturalna (wewnetrzna)
zasada informacyjna (3.33) [9] jest operacyjnie réwnowazna zapostulowanej przez Frieden’a [8], wiec
jako wyprowadzona powinna mie¢ przynajmniej taka sama moc przewidywania jak i ona. Wiele z
podstawowych modeli zostalo juz wyliczonych [8], jednak ich ponowne przeliczenie [16] przy powy-
zej podanej interpretacji informacji fizycznej K moze dac lepsze zrozumienie samej metody EFI i jej
zwiazku z istniejacym juz modelowaniem zjawisk w fizyce oraz jej ograniczen.

Zasada ekwipartycji entropii wzglednej: W koncu, w strukturalnej zasadzie informacyjnej ciekawe
jest réwniez to, ze stanowi ona warunek zerowego podziatu dla T'F'I, ktéry jest dawno poszukiwa-
nym warunkiem zasady ekwipartycji entropii (w tym przypadku infinitezymalnej entropii wzgledne;j).

Uwaga o podejéciu Friedena: Wspomnieliémy o tym, ze pomysl metody EFI pochodzi od Friedena.
Jednak méwiac w skrdcie, Frieden i Soffer [8] podeszli inaczej do informacji strukturalnej. W [8] wpro-
wadzono tzw. informacj¢ zwiazana J, ktéra ma interpretacje informacji zawartej w ukladzie przed
pomiarem. Chociaz, aksjomaty Frieden’a sa réwnowazne powyzszym warunkom (3.33) oraz (3.41), o
ile J = —Q), to jednakze ré6znica pomiedzy podejsciami jest widoczna. A mianowicie, o ile w podej$ciu
Friedena-Soffera uktad do$wiadcza transferu informacji J — I, majac w kazdej chwili czasu tylko
jeden z tych typow informacji, o tyle w naszym podejéciu system jest charakteryzowany jednoczesnie
przez I oraz (Q w kazdej chwili czasu.

Uwaga o podobienstwie EFI i teorii Jaynes’a: Metoda EFI zaproponowana przez Friedena i Soffera
[8] jest konsekwencja postulatu podobnego do zasady Jaynes’a“. Mianowicie podobienistwo obu teorii
lezy w tym, ze poprzez zasade wariacyjna wiaza one strukturalne (Boltzmann’owskie) stopnie swo-
body z kinematycznymi (Shannona) stopniami swobody®.

Wedlug podejécia Jaynes’a, maksymalizacja entropii Shannona wzgledem prawdopodobienstw mikro-
stanu uktadu, posiadajacego znane wlasnosci, np. ustalona energie, umozliwia identyfikacje termo-
dynamicznej entropii Boltzmanna jako zmaksymalizowanej entropii Shannona, a nastepnie na kon-
strukcje funkcji stanu, np. energii swobodne;j.

3.3 Rinetyczna posta¢ informac;ji Fishera

Centralna czeé¢ pracy Frieden’a i Soffer’a zwiazana jest z transformacja postaci pojemnosci infor-
macyjnej I zadanej réwnaniem (2.220) oraz (2.219) do tzw. postaci kinematycznej wykorzystywanej
w teorii pola oraz fizyce statystycznej. W obecnym rozdziale zaprezentujemy podstawowe zalozenia,
ktore doprowadzity do konstrukeji kinematycznego czlonu (calki) dziatania dla czterowymiarowych
modeli teorii pola. Przejcie to ma nastepujaca postac [8].

2E. Jaynes, Information Theory and Statistical Mechanics, Phys.Rev. 106, 620-630 (1957). E. Jaynes, Information Theory
and Statistical Mechanics. II, Phys.Rev. 108, 171-190 (1957).

3Metod tych nie nalezy jednak utozsamia¢. Nalezy pamietaé, ze macierz informacyjna Fishera, wykorzystywana w EFI,
oraz entropia Shannona, wykorzystywana w podejéciu Jaynes’a, sa réznymi pojeciami. Macierz informacyjna Fishera jest
Hessianem (2.171) entropii Shannona.
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Zgodnie z podstawowym zalozeniem Friedena-Soffera, N-wymiarowa prébka y, = (y?) jest po-
bierana przez uklad posiadajacy rozklad p,,(y,), gdzie obok indeksu préby n = 1,2, ..., N wpro-
wadzono indeks (czaso)przestrzenny v = (0),1,2,3. Zgodnie z Rozdzialem 2.5, wzér (2.168), me-
tryka Fishera na (pod)rozmaitosci S prowadzi w naturalny sposéb do pojecia rzeczywistej amplitudy
q(ynl0n) = V/p(yn|0n) pola ukladu. Od razu skorzystano tez z zapisu, ktéry sugeruje niezaleznosé
rozktadu dla Y;, od 0,,,, gdy m # n.

Jak przedstawiliémy w Rozdziale 2.8 pojemnoé¢ informacyjna (2.231) moze zosta¢ zapisana jako (2.235):

9Gn (Yn|0n) Oqn (yn!0n)
— _ 4
= 4§ / d'y § ( . T . (3.46)

v

Addytywny rozklad polozen i regula tancuchowa: Niech x,, = (x) sa przesunieciami (np. ad-

dytywnymi fluktuacjami) danych y,, = (y¥) od ich wartosci oczekiwanych 67, tzn.:

Vgl x (3.47)

Przesuniecia x, sa zmiennymi Fisher’owskimi, spetniajac warunek gi: =0, (2.223).

Odwolujac sie do “reguty taricuchowej” dla pochodne;:

9  Oyn—10,) 0 . o - o
oor o0y A(yy—6v) O(yL—06v) 0xy (3.48)

oraz uwzgledniajac d*x,, = d'y,, co wynika z tego, ze parametry 6,, sa stakymi, mozemy przejé¢ od
postaci statystycznej (3.46) do postaci kinematycznej I F :

8Qn Xn aQn xn)
4
I_4§:/d §: o ak (3.49)

gdzie d*x,, = dxdx}dx2dx>. W (3.49) wprowadzono oznaczenie:

Qn(xn) = Qn(xn + 0n|0n) - %1(}’71‘971) y (350)
pozostawiajqc catq informacje o 0,, w indeksie n amplitudy g, (x,,).
Rinematyczna postac¢ IF dla ¢,: Zakladajac, ze zakres zmiennosci wszystkich x jest dla kazdego

n taki sam, mozemy pomina¢ indeks n przy tej zmiennej (ale nie przy amplitudzie g,), otrzymujac
postac:

OQn aQn )
4
I =4 E /d E 8XV O (3.51)

ktéra wykorzystamy przy wyprowadzeniu réwnan generujacych fizyki statystycznej [8], ale ktéra zo-
stata réwniez wykorzystana do wyprowadzenia elektrodynamiki Maxwella metoda EFI [8].

Uwaga: Wymiar préby N jest rangq pola uktadu zdefiniowanego jako zbiér amplitud (g, (x,,)) 2[:1.
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W Rozdziale 3.1.1 pokazaliémy, ze strukturalna zasada informacyjna I + @) = 0 jest artefaktem istnie-
nia rozwiniecia In P(©) w szereg Taylora* woké! prawdziwej wartosci parametru ©. Obecnie znamy
juz og6lna posta¢ kinematyczna I czesci pomiarowej zasady strukturalnej. W metodzie EFI, jej cze$¢
strukturalna () ma postac zalezna od np. fizycznych wiezéw natozonych na uktad. Zagadnieniem tym
zajmiemy sie w kolejnych Rozdziatach 4 oraz 5.

Amplitudy zespolone: Rolejnym zalozeniem jest konstrukcja sktadowych funkcji falowej sklada-
nych z amplitud® w nastepujacy sposéb [8]:
1

Y (Xon—1,Xon) = Ny (@2n—1(X2n—1) +iqon(x2n)) , n=1,...,N/2. (3.52)

Powyzsza postac jest uog6lnieniem konstrukcji Friedena, ktéry tworzac funkcje falowa uktadu ztozyt
n-ta sktadowaq funkcji falowej z amplitud w nastepujacy sposdb [8]:
1 .
Pn(x) = Vi (qon—1(x) +igan(x)) , n=1,..,N/2. (3.53)
Dokladniej méwiac, aby postuzenie sie funkcja falowa (3.53) miato sens, musi przynajmniej pod caltka
zachodzi¢ réwnowaznos¢ zmiennych:

xp, =x dla wszystkich n=1,2,..,N . (3.54)

Zalozenie to catkiem wystarcza przy liczeniu wartosci oczekiwanych oraz prawdopodobienstw.
Przy zatozeniu postaci (3.53) dla n-tej sktadowe;j®, postaé funkcji falowej Friedena jest nastepujaca:

b(x) = (Yn ()N (3.55)

Zbiér N/2 skltadowych funkgji falowych v, nazwijmy funkcjaq falowq uktadu rangi N.
Zauwazmy, ze zachodza nastepujace réwnosci:

N/2
=@ +@d+ -+ ) (@B+aE+ -+ R) =D (1)’ + (@20) (3.56)
_ n=1
i analogicznie:
N/2
Z Ign Ogn z/: 9q2n—1 0q2an—1 n 9q2n Oqan (357)
(9Xm, oxv — 0Xpy  OXY 0%y, OxY ) '

Zaktladajgc dla wszystkich ponizszych rozwazan stusznosé (3.54), przynajmniej pod catkq, oraz
posta¢ funkcji falowych (3.53), dokonajmy nastepujacego ciagu przeksztatcen dla (3.51):

N N/2
0qn, Oqn 0qon—10qon—1 . 0qan Oqon
_ 4 . 4
I = 4Z/de - 0%, OxV Z/d Z{ 0x, Ox¥ +8x,, oxY
N/2 .
1 0 (g2n— 1 —igan) 1 0(qan—1+iqon)
= 4N d* 3.58
S [y e T (358)

“W [10] byta uzyta miara d"x P(©) zamiast dy P(©). Nie zmienia to jednak dowodu strukturalnej zasady informa-
cyjnej, lecz poszerza jego zastosowanie na sytuacje, ktére nie posiadajq niezmienniczosci przesuniecia, zalozenia nie
wykorzystywano w dowodzie.

5 Amplitudy ¢,, sa w przypadku rozktadéw cigghych zwigzane z p,,, ktére sg gestosciami prawdopodobienstw.

%0 ile nie bedzie to prowadzito do nieporozumieri, bedziemy pominijali stowo “sktadowa”.
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gdzie w ostatnim przejsciu skorzystano z przeksztalcenia typu:

k k E ok k -k k -k
92n—192n—1 T Q2n Q2p = (Q2n—1 —1 QQn)(Q2n—1 +1 ‘bn) ) (3-59)

z indeksem k oznaczajacym pochodna rzedu £ = 0,1, ....

Rinematyczna posta¢ IF dla ¢: Odwolujac sia do definicji (3.53) funkgcji falowej, otrzymujemy:

N/2

I= 4NZ / d*x &g; )&gl(v ) | (3.60)

Pojemnosc informacyjna (3.60) ma typowa postac np. dla relatywistycznej mechaniki falowej, odpo-
wiadajaca czesci kinetycznej calki dziatania. Dlatego wlasnie oczekiwang informacje Fishera nazwat
Frieden informacjq kinetyczng. W [8] uzyto jej do wyprowadzenia réwnan Kleina-Gordona oraz Di-
raca metoda EFI [8].

Rozktadu prawdopodobienstwa przesuniecia w uktadzie: Rorzystajac z twierdzenia o prawdopo-
dobienistwie catkowitym, gestos¢ rozkladu prawdopodobieristwa przesuniecia (lub fluktuacji) w ukta-
dzie moze byc zapisana nastepujaco [8]:

N
p(x) = Zp(an) an (Xn|0n) Z%, (%n|0n)
n=1

_ ZN: 2 (x) (3.61)
N £t ‘

gdzie skorzystano z zalozenia, ze n-ta warto$¢ oczekiwana 6,, nie ma dla m # n wplywu na roz-
ktad przesuniecia x,, oraz jak zwykle z postaci amplitudy g2 = p,. Prawdopodobienstwo p,, jest
prawdopodobiefistwem pojawienia sie wartosci x,, zmiennej losowej przesuniecia (lub fluktuacji) z
rozkladu generowanego z parametrem 6, tzn. ma ono interpretacje prawdopodobienistwa warun-
kowego p, (x,|0,). Funkcje 7 (6,) = + mozna nazwa¢ funkcja “niewiedzy”, gdyz jej postac jest
odzwierciedleniem calkowitego braku wiedzy odnoénie tego, ktéra z N mozliwych wartoéci 60,, po-
jawi si¢ w konkretnym n-tym z N eksperymentéw proby.
Postac rozktadu dla ¢: W koricu, korzystajac z (3.53), (3.57), (3.59) oraz (3.61) widac, ze:

N/2

=t (%)t (%) (3.62)
n=1

jest gestoscia rozktadu prawdopodobienstwa przesuniecia (lub fluktuacji) x w ukladzie opisanym
funkcja falowa (3.55).

Uwaga o réznicy z podejSciem Friedena: W calym powyzszym wyprowadzeniu nie uzyliémy pod-
stawowego zatozenia Friedena-Soffera o niezmienniczosci rozktadu ze wzgledu na przesuniecie,
tzn.:

Pn(Xn) = Pe, (Xn|0n) = pu(ynlbn) , gdzie x, =y, —0,, (3.63)

gdzie y,, = (y%), x, = (x%) oraz 6,, = (0%). Zalozenie to nie jest potrzebne przy wyprowadzeniu
postaci (3.49) pojemnoéci informacyjne;j.
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Uwaga: Co wiecej, informacja o 6,, musi pozostaé w rozktadzie p,, oraz jego amplitudzie q,. Wcze-
sniej umowilismy sie, ze indeks n zawiera tq informacje. Po umiejscowieniu informacji o 6,, w
indeksie n mozna, w razie potrzeby wynikajacej np. z fizyki zjawiska, zazada¢ dodatkowo niezmien-
niczo$ci ze wzgledu na przesuniecie.

3.3.1 Posta¢ kinematyczna pojemnosci zapisana w prawdopodobienstwie

Ponizej podamy posta¢ kinematyczna pojemnosci zapisana w (punktowych) prawdopodobien-
stwach préby. Postac ta jest bardziej pierwotna niz (3.46), chociaz w tresci skryptu wykorzystywana
jedynie w Dodatku.

Puntem wyjscia jest pojemno$é (2.233):

N 3
1 Opn (Yn|0n) Opn (yn|9n)>
o)=Y / d'y, Z( |
) n1’Y Y o (¥nl0) D0nyy oo

v=0

Rorzystajac z przejécia do addytywnych przesunieé x,, = (x%) ,(3.47), oraz z “reguty tancuchowej”
(3.48) dla pochodnej, otrzymujemy (podobnie do (3.49)) nastepujaca kinematycznq postaé pojemnosci
informacyjnej, wyrazona w prawdopodobienstwach:

N 3
= dx 1 Ipn (Xn) Ipn, (Xn)
- nzzl /Xn ! npn (xn) Z < OXny oxy > ’ (3.64)

") y=0

gdzie, podobnie jak poprzednio dla amplitud, pozostawiliémy cata informacje o 6,, w indeksie n roz-
ktadu p,(x,,).

Posta¢ kinematyczna [ zapisana w prawdopodobienstwie: W koncu, zaktadajac, ze zakres zmien-

nosci wszystkich x jest dla kazdego n taki sam, pomijamy indeks n przy tej zmiennej (ale nie przy
rozkladzie p,,), otrzymujac:

I—Z/d4

Posta¢ ta wykorzystamy w Dodatku jako pierwotng przy wyprowadzeniu elektrodynamiki Maxwella,

53 (i), .

granicy stabego pola w teorii grawitacji oraz twierdzenia [ fizyki statystyczne;j.

3.4 Rownania master

Podejdzmy nieco inaczej niz w Rozdziale 3.1.1 do problemu estymacji. Rozwinmy P((:)) w sze-
reg Taylora wokoét prawdziwej wartoéci parametru © i wycatkujmy po caltej przestrzeni proby B,

otrzymujac:
~ B Y. oP(O) -
/3 dy(P<@>—P<e>)— /B dy(Ezjl g0 (On—0n)
1 <. %P ;
) Z; i 80 —0,)(0 — Op) + -+ |, (3.66)
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gdzie uzyto oznaczenia age(?) = 9P(©)

|5_¢ oraz podobnie dla wyzszych rzedéw rozwinigcia. Ponie-
waz catkowanie zostaje wykonane po calej przestrzeni proby B, zatem biorac pod uwage warunek
normalizacji [, dy P(©) = [ dy P(©) = 1 widzimy, ze lewa strona réwnania (3.66) jest réwna zero.

Pomijajac cztony wyzszego rzedu’, otrzymujemy:

N

Y. oP(©) - 1 8*P(©) -
/de ZTenwn—en)Jri 26,00, (0 — 0,)(0ry —0,) | =0 (3.67)

n=1 n,n’'=1

Dla estymatoréw © lokalnie nieobciazonych [6] réwnanie (3.67) przyjmuje dla konkretnych n oraz n/
nastepujaca posta¢ réwnania master:

0’P(O) - ~
dy ———— (0 —0,)0p —0,) =0 '=1,2,...,N. 3.68
[ S On =0 = 0,) =0’ = 1.2, (3.66)
Gdy parametr 0, ma index Minkowskiego v, wtedy mozna pokaza¢, ze wykorzystujac P = HnN:1 Pn(yn)
w (3.68) otrzymujemy, po przejéciu do zmiennych Fisherowskich (poréwnaj (2.223)), réwnanie majace
w granicy 6,, — 6,, nastepujaca posta¢ obserwowana réwnania master:

i

91
— 60’

3@

. i i
gdzie v, = lim 9,

apn Yn 8pn Yn z’
+ o0,

i

n=1,2...N, (369

zo

=1

bedacego typem réwnania cigglosci strumienia, gdzie ¢, = y2. W (3.69) 6! oraz 6° sa odpowiednio
wartosciami oczekiwanymi polozenia oraz czasu uktadu.

3.5 Podsumowanie rozwazan

Podstawowym przestaniem wyniesionym z metody estymacyjnej Friedena-Soffera jest to, ze T'F'1
jest poprzednikiem Lagrangianu ukladu [8]. Temat ten rozwiniemy w kolejnym rozdziale. Pewnym
minusem teorii Friedena-Soffera mogla wydawac sie konieczno$¢ zapostulowania nowych zasad in-
formacyjnych. Co prawda z puntu widzenia fenomenologii skuteczno$¢ tych zasad w wyprowadzeniu
duzej liczby modeli uzytecznych do opisu zjawisk wydaje sie by¢ calkiem satysfakcjonujaca, jednak
wyprowadzenie tych zasad przesuneloby teori¢ do obszaru bardziej podstawowego. Pozwolitoby to
zar6wno na podanie jej przysztych ograniczen fenomenologicznych jak i jej mozliwych teoretycznych
uogolnien.

W tym kontekstcie, ta wtasnie role spelnia wyprowadzenie strukturalnej zasady informacyjnej jako
konsekwencji analitycznosci logarytmu funkcji wiarygodnosci w otoczeniu prawdziwej wartosci pa-
rametru © oraz wskazanie geometrycznego znaczenia informacyjnej zasady wariacyjnej, ktéra lezu u
podstaw zasady ekstremizacji dziatania fizycznego. W obecnym rozdziale zwrécono uwage, ze u pod-
staw informacyjnego zrozumienia zasady wariacyjnej moze leze¢ idea idealnego pomiaru [10], przy
ktérej wariacja pojemnosci informacyjnej I jest réwna (z wyjatkiem znaku) wariacji informacji struk-
turalnej Q.

W powyzszym rozdziale wyprowadzono tez réwnanie master (3.68) dla funkcji wiarygodnosci, ktére
prowadzi do réwnania ciagtosci strumienia dla punktowego rozktadu w probie (3.69). Ciekawe jest to,
ze rOwnanie master pojawia si¢ z rozwinigcia funkcji wiarygodnoéci w szereg Taylora wokoét praw-
dziwej warto$ci parametru ©. Sila rzeczy (por. (3.66)) nie pojawia sie wiec w nich (logarytmiczna)

?Co jest stuszne nawet na poziomie gestosci o ile tylko P(6) € S nie posiada w © wyzszych dizetéw niz drugiego rzedu.
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cze$¢ nieliniowa struktury ukltadu. Ta gataz uogélnienia MNW w klasycznej statystycznej estymacji
lezy blizej teorii proceséw stochastycznych [34] niz EFL.

Wyprowadzajac w Rozdziale 3.1.1 strukturalna zasade informacyjna [10] wykazano, ze metoda Frie-
dena-Soffera jest pewna modyfikacja MNW, pozwalajaca, jak si¢ okaze, na nieparametryczna estyma-
cje rownan ruchu teorii pola lub réwnan generujacych rozktad fizyki statystycznej [8]. Wiele z tych
réwnan otrzymano juz w [8] zgodnie z informatycznym zrozumieniem Friedena-Soffera wspomnia-
nym na koncu Rozdziatu 3.2. W [16] wyprowadzenia te zostaly sprawdzone dla przyjetej w obecnym
skrypcie fizycznej postaci zasad informacyjnych [9)].

Jednakze dopiero wyprowadzenie strukturalnej zasady informacyjnej pozwala na faktoryzacje z ob-
serwowanej S czesci, bedacej miara probabilistyczna i w zwiazku z tym na prawidtowe umieszcze-
nie rozktad6w spelniajacych réwnania rézniczkowe metody EFl w odpowiednich podprzestrzeniach
przestrzeni statystycznej. Dlatego omdéwieniu badz przeliczeniu niektérych rozwiazan EFI z uwzgled-
nieniem tego faktu poswiecimy dwa nastepne rozdzialy.

Nalezy jednak podkresli¢, ze Frieden, Soffer i ich wspétpracownicy Plastino i Plastino, podali metode
rozwiazania ukladu (rézniczkowych) zasad informacyjnych dla problemu EFI, ktéra jest bardzo sku-
teczna, gdyz poza warunkami brzegowymi i ewentualnymi réwnaniami ciagtosci nie jest ograniczona
przez zadna konkretna posta¢ rozktadu. Metode ta wykorzystamy w dalszym ciagu analizy.
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Rozdzial 4

Rryteria informacyjne w teorii pola

Glowne estymacyjne przestanie metody FFI. Jak stwierdziliSmy poprzednio, poniewaz podsta-
wowa myél stojaca za metoda EFI jest nastepujaca: Skoro IF jest infinitezymalnym typem entro-
pii wzglednej Rulback-Leibler’a, ktéra stuzy do statystycznego wyboru pomiedzy zaproponowanymi
recznie modelami, zatem po dodatkowym recznym, aczkolwiek uzasadnionym, nalozeniu rézniczko-
wych zasad strukturalnych na uktad, staje sie ona metoda estymujaca réwnania ruchu i ich wyboru
droga wymogu spelnienia zasad' informacyjnych. Badz, jesli kto$ woli, metoda EFI jest metoda esty-
mujaca roktady, ktére sa rozwiazaniami tych réwnan. Jest wiec to metoda estymacji nieparametrycz-
nej. Wspomniane réwnania to np. réwnania ruchu teorii pola badz réwnania generujace rozktady
fizyki statystyczne;.

4.1 Informacja Fishera i klasyfikacja modeli

Obecny rozdziat poswiecony jest gléwnie przedstawieniu wstepnej klasyfikacji modeli fizycznych
ze wzgledu na skoriczono$¢ (badz nieskonczono$é) pojemnosci informacyjnej I. Ponadto, ponizsze
rozwazania dla modeli ze skonczonym I dotycza wyltacznie modeli metody EFI. Kolejna, bardziej
szczegdtowa klasyfikacja pozwala sklasyfikowaé modele ze wzgledu na wielkos¢ préby N.

Jak pokazemy mechanika klasyczna posiada nieskoriczona pojemnoéé informacyjna I. Scigle mé-
wiac, mechanika klasyczna jest teoria z symplektyczna struktura rozmaitosci i nie posiada struktury
statystycznej. Czasami jednak styszy si¢ stwierdzenie, ze jest ona stochastyczna granica mechaniki
kwantowej. Ale i na odwrét, wedtug von Neumann’a [35] teoria kwantowa jest niespjna z istnieniem
zespot6w nie posiadajacych rozmycia (rozproszenia). W zwiazku z tym, do$¢ powszechnie uwaza sie,
ze wystepowanie odstepstw od klasycznego zachowania si¢ uktadéw mozna uchwycic jedynie na po-
ziomie statystycznym [36].

Ponizej udowodnimy twierdzenie klasycznej statystyki méwiace o niemozliwosci wyprowadzenia me-
chaniki falowej? metody EFI z mechaniki klasycznej. W tym celu wykorzystamy statystyczne pojecie
pojemnosci informacyjnej, ktore jest narzedziem dla dwéch sprzezonych z soba zagadnien, a miano-
wicie powyzej wspomnianego statystyczego dowodu o niewyprowadzalnosci mechaniki kwantowej

'W tym punkcie, dziala EFl w stosunku do estymowanego réwnania ruchu jak MNW w stosunku do estymowanego
parametru dla rozkladu znanego typu.

*Wspélnote mechaniki falowej z kwantowa ograniczymy do typéw réwnan rézniczkowych zagadnienia Sturm’a-
Liouville’a oraz zasady nieoznaczonoéci Heisenberga. Dowdéd przeprowadzony w ramach mechaniki falowej w obszarze
wspolnym dla obu teorii falowych, uznajemy co najwyzej jako przestanke jego stusznosci w mechanice kwantowe;.
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z klasycznej i zwiazanego z nim problemu konsystencji samospdjnego formalizmu. Ostatni fakt wy-
korzystywany jest w takich galeziach badan fizycznych jak nadprzewodnictwo [37], fizyka atomowa
i czastek elementarmych [38] oraz astrofizyka [39].

4.1.1 Podzial modeli ze wzgledu na NV oraz kategorie /

Jak dotad nie odniesliémy sie¢ do wartosci /N wymiaru proby. Pierwsza klasyfikacja zwiazana z N
jest ogélna. Tzn. pokazemy, ze modele naleza do dwéch réznych, ogélnych kategorii z r6zna wartoscia
N. Pierwsza z nich posiada skoriczona wartos¢ N i jest zwiazana ze skoriczona wartoscia I. Obejmuje
ona modele mechaniki falowej i klasycznych teorii pola, gdyz jedno skonczenie wymiarowe, polowe
rozwiazanie réwnan ruchu okresla ewolucje uktadu wraz z pelnym okreéleniem jego struktury w
przestrzeni i czasie. Natomiast mechanika klasyczna nalezy do drugiej kategorii z nieskoriczonym NV,
gdyz rozwiazanie réwnania ruchu nie okresla struktury czastki, ktéra musi by¢ niezaleznie od tego
rownania okreslona poprzez zdefiniowanie, w kazdym punkcie toru czastki, jej punktowej struktury
(np. poprzez dystrybucje J-Diraca). Mechanika klasyczna okazuje si¢ posiada¢ nieskoriczona war-
tos¢ 1.

4.1.1.1 Dowdd podziatu na dwie kategorie /

Zobrazujmy powyzsze stowa nastepujaca analiza. Dla uproszczenia rozwazmy uktad jednowymia-
rowy w polozeniu®. Zatézmy wpierw, ze uktad jest opisany przez nieosobliwa dystrybucje. Wtedy
dla N — oo pojemnoé¢ informacyjna I, (2.186), rozbiega si¢ do nieskonczono$ci. Taka sama sytuacja
zachodzi jednak dla kazdej osobliwej dystrybucji jak np. dystrybucja é-Diraca. Sprawdimy, ze tak jest
istotnie. Rozwazmy punktowa czastke swobodna, dla uproszczenia w spoczynku, w polozeniu 6, oraz
d-Diracowski ciag funkgji, np. ciag funkcji Gaussa:

{5k(yn|9) = \Z? exp(—k* (yn — 9)2)} , gdzie k=1,2,3, ... . (4.1)

Wtedy, poniewaz dla okreslonego indeksu k ciagu (4.1), pojemno$¢ informacyjna (2.186):

1 n .
@_E:/@@k%w(an%@w» . gdzie k=1,2,3, ... (4.2)
jest réwna:

==, da k=1,2,3,... , (4.3)

| =

gdzie 0} = ﬁ opisuje wariancje polozenia czastki dla k-tego elementu ciggu (4.1), wiec widzimy, ze
1Ij, rozbiega sie do nieskoriczonosci dla N — oo i nawet jeszcze mocniej, gdy dodatkowo k — oc.
Posumowujac, dla N — oo pojemnos¢ informacyjna I nie istnieje, obojetnie z jaka dystrybucja mie-
liby$my do czynienia.

Istnieja wiec dwie, powyzej wymienione, rozdzielne kategorie modeli odnoszqce sie do wymiaru
N préby. Tzn. dla jednych, takich jak mechanika falowa i teorie pola, IV oraz I sa skoniczone, podczas
gdy mechanika klasyczna tworzy osobna klase z nieskoriczonym N oraz I. To konczy dowdéd [9] o
niewyprowadzalnosci modeli falowych i teorio-polowych z mechaniki klasyczne;.

3Wielowymiarowos¢ czasoprzestrzenna moze, w kontekécie obecnych rozwazan, zmienié co najwyzej znak pojemnosci
informacyjne;j.
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Powyzszy dowdd nie obejmuje mozliwosci wyprowadzenia mechaniki falowej (czy tez teorii kwanto-
wych) z klasycznej teorii pola badz samospdjne;j teorii pola [38, 40, 41].

Uwaga: Oznacza to, ze mechanika klasyczna nie ma skoriczonego statystycznego pochodzenia*, chyba,
ze tak jak w (4.1) wprowadzi si¢ nieskoniczona liczbe statystycznych parametréw, co jednak pociaga
za soba nieskorniczono$¢ pojemnoéci informacyjnej 1.

4.1.2 Podzial modeli ze skoniczonym [ na podklasy z réznym N

Jak juz wspomninaliémy, Frieden i Soffer [8] wyprowadzili modele falowe postugujac sie pojeciem
pojemnosci informacyjnej I oraz zasadami informacyjnymi estymacyjnej metody EFI. Rozwiniemy
ten temat w dalszej czesci obecnego rozdziatu. Na razie zauwazmy, ze stosujac zasadniczo® jednocze-
énie obie zasady informacyjne, strukturalng i’ + C + r q = 0, (3.43), oraz wariacyjna 6(I + Q) = 0,
(3.44), oraz uwzgledniajac odpowiednie fizyczne wiezy (wyrazone narzuceniem na uktad np. réwna-
nia ciaglo$ci, symetrii oraz warunkéw brzegowych), otrzymujemy zréznicowanie ze wzgledu na N
modeli posiadajacych skoniczone wartoéci N oraz I. I tak réwnanie Kleina-Gordona oraz réwnanie
Schrodingera jako jego nierelatywistyczna granica (por. Dodatek 7.2) posiadaja range pola N = 2,
réwnanie Diraca posiada N = 8, réwnania Maxwell'a posiadaja /N = 4, a teoria grawitacji, zasadni-
czo bardziej w ujeciu Logunova [42] niz ogélnej teorii wzgledno$ci, posiada N = 10 (Dodatek 7.3.2).

4.1.3 Ronkluzje i konsekwencje podzialu modeli na kategorie /

Powyzej otrzymalismy rezultat méwiacy, ze wszystkie modele opisane strukturalna zasada infor-
macyjna naleza do kategorii skoniczonej wartosci pojemnosci informacyjnej I oraz, ze mechanika
klasyczna nalezy do kategorii nieskoniczonego /. Zatem w ramach zagadnien rozwazanych w skryp-
cie, granica nie lezy pomiedzy tym co micro a makro, ale przebiega pomiedzy teoriami, ktére maja
pochodzenie statystyczne oraz tymi, ktére maja pochodzenie klasyczno-mechaniczne. Albo lepiej, po-
miedzy tym co ma pochodzenie falowe lub szerzej, teorio-polowe, oraz tym co ma pochodzenie Scisle
punktowe.

Poniewaz w konstrukcji modeli klasycznej teorii pola oraz mechaniki falowej, uzyty jest ten sam staty-
styczny formalizm informacji Fishera, dlatego jest ona rowniez wlasciwym narzedziem w konstrukcji
samospdjnych teorii pola [38], laczac modele mechaniki falowej i klasycznej teorii pola w jeden, lo-
gicznie spdjny aparat matematyczny.

Jak wiemy, aby otrzymac jakakolwiek teorie pola, metoda EFI uzywa dwéch nowych zasad, wariacyj-
nej (3.44), ktéra minimalizuje calkowita fizyczna informacje ukladu oraz obserwowanej (3.43) i ocze-
kiwanej (3.45) zasady strukturalnej, ktéra ta informacje zeruje. Frieden i Soffer [8] zwrdcili uwage, ze
pojecie informacji poprzedza pojecie fizycznego dziatania, a wprowadzony formalizm mozna stusz-
nie nazwac¢ podejsciem Friedena do réwnan ruchu. Sporo tez na tej drodze konstrukcji modeli fi-
zycznych juz zrobiono. Jednakze liczne zagadnienia, ze wzgledu na odmienne niz w [8] zrozumienie
zasady strukturalnej (patrz [9, 16, 10] oraz obecny skrypt), wymagaja ponownego zinterpretowania
i zrozumienia. Ciggle na ogélne opracowanie czeka wprowadzenie do formalizmu informacyjnych
poprzednikéw Zrédet oraz lepsze zrozumienie fizyki lezacej u podstaw znaczenia wymiaru préby V.

“*Frieden co prawda wyprowadzi! réwniez mechanike klasyczna z mechaniki falowej, ale jedynie jako graniczny przypa-
dek 2 — 0, a warto$¢ N w tym wyprowadzeniu jest nieistotna [8].

*Wyjatkiem jest réwnanie Kleina-Gordona, w wyprowadzeniu ktérego odwolujemy sie jedynie do zasady wariacyjnej,
natomiast struktura uktadu jest narzucona z géry (por. (4.34).)
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Ponizsze rozwazania stuza usystematyzowaniu istniejacego juz statystycznego aparatu pojeciowego
informacji kinetycznej i strukturalnej metody EFI oraz lepszemu opisowi zwiazku informacji fizyczne;j
z catka dziatania.

4.2 Rownania rézniczkowe metody FFI

Rolejna czes¢ obecnego rozdzialu poswiecona jest oméwieniu rozwiazan zasad informacyjnych
metoda EFI dla modeli mechaniki falowej i teorii pola [43]. Punktem wyjscia jest pojemno$¢ informa-
cyjna I w jej kinematycznych postaciach (3.51):

a(In 8Qn )
_ 4

I= 4Z/d Z ox, 0Ox¥
badz (3.60):

N/2
O (%) I (x
I= 4NZ/d4 Z I axv)’

wyprowadzonych w Rozdziale 3.3, gdzie x! sa zgodnie z (3.47) przesunig¢ciami wartosci pomiarowych
polozenia zebranymi przez uklad od ich wartoéci oczekiwanych. Wyprowadzenie (3.51) oraz (3.60)
zostalo zaprezentowane w Rozdziale 3.3 i nie zaklada ono (w przeciwienstwie do orginalnego wypro-
wadzenia Friedena-Soffera) konieczno$ci istnienia niezmienniczosci przesuniecia rozktadéw prawdo-
podobienstwa. Pewne informacje na temat niezmienniczosci Lorentzowskiej pojemnosci informacyj-
nej I zostaly podane w Rozdziale 2.7.1.

Uogdlnienia powyzszych kinematycznych postaci na przypadek wystepowania w uktadzie pél cecho-
wania omowimy w dalszej czesci rozdziatu.

4.2.1 Ogodlna postac funkc;ji gestosci TFI oraz obserwowane zasady informacyjne

Wyprowadzenie strukturalnej zasady informacyjnej zostato przedstawione w Rozdziale 3.1.1. Od-

woluje si¢ ono do pelnych danych pomiarowych (y,,)_,, ale jego posta¢ dla przesuniec (x,,)_; jest
dokladnie taka sama [10]. Tak wiec, ponizej stosowane zasady informacyjne, strukturalna oraz waria-
cyjna, beda odwolywaly sie do miary probabilistycznej dx p,, (x) okreslonej na przestrzeni przesuniec¢

x € X jako przestrzeni bazowej, gdzie X jest czasoprzestrzenia Minkowskiego R*.

Przystapmy do przedstawienia konstrukcji mechaniki falowe;j i teorii pola zgodnie z metoda EFI. We-
dtug réwnania (3.31) TPI zostata okreslona jako K = @) + I. Poniewaz przesuniecie x,, nie zalezy od
parametru 6, dla m # n oraz zakres calkowania dla wszystkich x,, jest taki sam, dlatego I redukuje
sie do diagonalnych postaci (3.51) badz (3.60), a @ do postaci:

N
= 4X 2 X X .
Q—;/Xd G2 (X) & (4 (%)) | (44)

zgodnie z oznaczeniem w (3.25), badz w przypadku pola ¢ (x), (3.55), do ogdlnej (jak zwykle rzeczy-
wistej) postaci:

N/2

Q=Qy= / d'x Y ) (x) FLy (0(x), 4 (%), 0 (x), 470 (x)) (4.5)

nn/=1
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przy czym cata funkcja podcatkowa jest wielomianem pol ¢)(x) oraz 1)*(x), stopnia nie mniejszego
niz 2, oraz ich pochodnych rzedu ! = 1,2, ... (por. (3.19)), natomiast cfﬁn, jest pewna obserwowang
(w ogdblnosci zespolong) informacja strukturalng uktadu. Konkretna, jak sie okazuje prosta posta¢ )
dla przypadku pdl skalarnych Kleina-Gordona oraz pola Diraca oméwimy ponize;j.

Gestosc TFI: Rorzystajac z (3.51), (4.4) oraz (3.31), mozemy zapisa¢ TFI w postaci:
SZK:/d4Xk, (4.6)
X

gdzie dla pola opisanego amplitudami ¢,,:

= 42 [Z 8(;;” 8;) + iqi(X) %(%(X))] : (47)

natomiast dla pola opisanego amplitudami ),

N/2 3
_ Py, (x) O (x)
- nnz’l [ ;) e 0%y Ox”

b R ) (0. 700, 5060, (48)

Réwnowaznoéé w (4.6) sugeruje, ze K pelni funkcje statystycznego poprzednika (catki) dziatania
S, natomiast k, bedace funkcjq gestosci TFI, jest statystycznym poprzednikiem gestosci Lagrangianu
L. Sprawie tej poswiecimy jeden z ponizszych rozdzialéw.

Uwaga o sformutowaniu Lagrange’a i rzad dzetow funkcji wiarygodnoéci: W dalszej czesci skryptu
zalozymy, ze obserwowana informacja strukturalna nie zawiera pochodnych pél rzedu wyzszego niz
[ = 1. Zalozenie to ma charakter fizyczny. Oznacza ono, ze jesli wspétrzedne uogélnione (u nas ampli-
tudy) oraz predkosci uogélnione (u nas pochodne amplitud) uktadu sa zadane w pewnej chwili czasu,
to ewolucja ukladu jest catkowicie okreélona, o ile réwnania ruchu sa 2-giego rzedu. Odpowiada
to sformutowaniu Lagrange’a wykorzystywanemu w badaniu dynamicznych i termodynamicznych
wlasnosci ukladow.

Fakt ten z punktu widzenia statystycznego oznacza, ze interesuja nas tylko takie (pod)przestrzenie sta-
tystyczne, dla ktérych wszystkie mozliwe logarytmy funkcji wiarygodnosci posiadaja r-jety J, (S, R)
w otoczeniu U, punktu p = P(0) € S rzedu r < 2 (por. Rozdziat 2.3). Jest to istotne z punktu wi-
dzenia obserwowanej IF (3.4) zdefiniowanej pierwotnie poprzez drugie pochodne logarytmu funkcji
wiarygodnos$ci po parametrach, co z kolei uwozliwia konstrukcje strukturalnej zasady informacyjne;j
(Rozdzial 3.1.1), ktéra jest réwnaniem metody EFI.

Jednoczesnie oczekiwana IF (3.13) wchodzi w nier6wnos$é Rao-Cramera, ktérej pewna postacia jest, po
dokonaniu w informacji Fishera transformacji Fouriera do przestrzeni pedowej, zasada nieoznaczono-
sci Heisenberga (Dodatek 7.1). Zatem fakt wystepowania w funkcji Lagrange’a kwadratu pierwszych
pochodnych bylby (z tego punktu widzenia) artefaktem koniecznoéci wykonania przez uklad esty-
macji jego czasoprzestrzennych polozen, ktéra to estymacja posiada dolne ogranicze Rao-Cramera na
doktadnoé¢ jednoczesnej estymacji potozenia oraz predkosci.
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Warunek statoéci metryki Rao-Fishera: Odpowiedzmy jeszcze na pytanie, co z punktu widzenia
statystycznego oznacza niewystepowanie w rozwinieciu In P(é) w szereg Taylora (3.15) wyrazéw
rzedu wyzszego niz drugi (tzn. brak jetéw o rzedzie r > 2). Sytuacja ta ma miejsce, gdy obserwowana
informacja Fishera iF, (3.4), nie zalezy od parametru © € Vpg, gdzie Vi jest przestrzenia parame-
tru ©. Wtedy bowiem jej pochodne po parametrze © = (6,,) sa w réwne zero dla kazdego punktu
p' = P(©’) w otoczeniu U),. Zatem:

0 5, <_ 0?1n P(@’)>

=0 = j,(S,R) —j (S,R)=0dlar>2, (49

o0/ T lvets = o FEE

gdzie j; (S, R) jest dowolnym elementem przestrzeni jetéw J,;' (S, R). Lewa strona powyzszej impli-
kacji oznacza, ze:

(iF)nn' |prev, = const. na U, (4.10)

tzn. obserwowana informacja Fishera iF nie zalezy w U, od parametru ©, z czego wynika nie-
zaleznosé oczekiwanej IF, czyli metryki Rao-Fishera, od parametru © w U,

Takie zachowanie si¢ metryki Rao-Fishera ma nastepujaca ciekawa konsekwencje. Otéz w Rozdziale
5.2.3 okaze sie, ze fakt statosci metryki Rao-Fishera (5.216) jest odpowiedzialny za otrzymanie w ra-
mach metody EFI znanych formul mechaniki kwantowej (5.232), opisujacych splatanie w problemie
EPR-Bohm’a.

4.2.1.1 Posta¢ obserwowana zasad informacyjnych

Nat6zmy na ukltad informacyjna obserwowana zasade strukturalna P+C+r q =0, (3.43), oraz
informacyjna zasade wariacyjna 6(1 + Q) = 0, (3.44).

Przypadek z amplituda ¢: Ze zmodyfikowanej obserwowanej zasady strukturalnej (3.43), biorac pod
uwage wezesniejsze przejécia pomiedzy (2.31), (2.231), (2.235) oraz (3.51), wynika warunek zerowy:

aQR 8Qn ) K 9 . .
Z % o T 1 G2 (X) Fp(gn(x) =0, n=1,2,... N. (4.11)

Natomiast z zasady wariacyjnej (3.44) wynika uklad réwnan Eulera-Lagrange’a:

3
o [ ok Ok
= , n=12..,N, 412
2 <a<a%’;§3‘>>> %0,%) )

gdzie k zostalo podane w (4.7).

Przypadek z amplituda +: Odpowiednia dla pola 1) obserwowana, zmodyfikowana posta¢ zasady
strukturalnej (3.43), ktéra bierze pod uwage (3.60), jest nastepujaca:

$ 00100 20 (x) (4.13)

— ox, oxv
. N2 .
TR o, 200 OVE) g mta N,
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Natomiast uktad réwnan Eulera-Lagrang’a wynikajacy z zasady wariacyjnej (3.44) jest nastepujacy:

3
d ok ok
- = , n=1,2..N/2, (4.14)
;) ox” <a(81§;;;9‘>)> oV (x)

gdzie k zostalo podane w (4.8).

Zauwazmy, ze powyisza postac k, (4.8), jest na tyle ogé6lna, ze aby zobaczyc dzialanie metody EFI wy-
nikajace z réwnan (4.13) i (4.14), nalezy poda¢ konkretna postaé k, dla kazdego zagadnienia z polem
typu ¥ z osobna.

Natomiast, jak sie przekonamy, réwnania (4.11) oraz (4.12) z amplitudami ¢,, sa juz zapisane w postaci
bliskiej ich bezposredniego uzycia i otrzymania jawnej postaci &F,, oraz rozwiazan metody EFI, czyli
odpowiednich fizycznych réwnan ruchu (badz réwnan generujacych, por. Rozdziat 5) dla amplitud

qn(x).

Let us summarize this Section. Postacie kinetyczne (3.51) oraz (3.60), oparte o informacje Fishera (2.5),
sa wykorzystywane do konstrukcji réwnan ruchu (lub réwnan generujacych rozklad) modeli fizycz-
nych. Wystepuja one w (4.11)-(4.14). Natomiast pierwotna posta¢ pojemnosci I ma swdéj poczatek w
(3.20) oraz w (3.4) i (3.18). Zgodnie z (3.45), postacie te sa réwnowazne na poziomie oczekiwanym.
Przy samospdjnym rozwiazywaniu strukturalnej i wariacyjnej zasady informacyjnej metody EFI, wy-
korzystywana jest posta¢ obserwowana zasady strukturalnej (3.43), wynikajaca z zadania analityczno-
Sci logarytmu funkcji wiarygodnosci oraz metrycznosci przestrzeni statystycznej S (por. Rozdziat 3.1.1).
Natomiast oczekiwana strukturalna zasada informacyjna (3.12) jest narzedziem pomocniczym w de-
finicji calkowitej fizycznej informacji K, (3.31), oraz informacyjnej zasady wariacyjnej (3.44).

Ponizej przekonamy sie, ze wszystkie modelowe réznice leza po stronie of,,, ktérej posta¢ zalezy od
konkretnego fizycznego scenariusza, wlaczajac w to symetrie oraz warunki brzegowe.

Po raz pierwszy réwnania (4.11) oraz (4.12) otrzymali Frieden i Soffer [8]. Jednak powpyzsza ich forma
uwzglednia inng interpretacje @ (jako obecnej stale podczas ewolucji uktadu) oraz faktoryzacje pro-
babilistycznego czynnika ¢ (x) zawartego obligatoryjnie w mierze catkowe;j°.

4.3 TFI oraz specyficzne formy () w teorii pola

Ponizej zebrano i rozwinieto wyniki EFI otrzymane poprzednio w [8]. Jednakze zapisano je, szcze-
gélnie dla @, w otwartej formie z punktu widzenia analizy poréwnawczej modeli [43]. Metoda EFI
prowadzi do takiego sformutowania metody teorii pola, ktéra jest zgodna z dzisiejszym opisem me-
chaniki falowej dla szerokiej klasy struktur.

Jednakze, czasami metoda EFI wraz z calym towarzyszacym jej statystycznym aparatem pojeciowym
moze doprowadzi¢ do korekty istniejacej analizy. Z sytuacja taka mozemy mie¢ do czynienia np. w
przypadku sformulowania zasady nieoznaczono$ci Heisenberga dla pola swietlnego. Ot6z w Swietle
nowych eksperymentéw, w wyniku ktérych otrzymano za waski impuls Swietlny w czestotliwo-
$ci [44], standardowa Fourierowska podstawa zasady nieoznaczono$ci jest ostatnio kwestionowana.
Wytlumaczenie istoty nieréwnosci Heisenberga w oparciu o nieréwnos¢ Rao-Cramera wraz z rozréz-
nieniem pomiedzy estymacja parametru w przypadku skalarnym [8] (por. Dodatek 7.1) i wektorowym,

®Réwniez wyprowadzenie zasady strukturalnej (4.11) czyni ja mniej fundamentalna niz w sformulowaniu Friedena-
Soffera [8], a tym co staje sie fundamentalne jest funkcja wiarygodnosci P(©) probki, czyli taczna gesto$é prawdopo-
dobienstwa jej (niewidocznej dla badacza) realizacji.

106



dla ktérego zachodzi ciag nieréwnosci (2.138), moze okazac sie kluczem do zrozumienia pytan, nara-
stajacych na skutek nowych eksperymentéw ze Swiattem.

W metodzie EF], informacja strukturalna () musi zosta¢ wyprowadzona z uzyciem zasady struk-
turalnej, wariacyjnej i czasami pewnych dodatkowych warunkéw symetrii, bioracych pod uwage
specyficzny fizyczny scenariusz teorii. Szeroki opis metod stosowanych przy rozwiazywaniu réwnan
(4.12) oraz (4.11) mozna znalez¢ w [8].

Jednak ponizsze rozwazania powinny okazac si¢ pomocne w zrozumieniu metody, szczegélnie dla
uktadu zasad informacyjnych (4.13) oraz (4.14) dla pola v. Ponizej zostanie pokazane jak mozliwe roz-
wigzania zasad informacyjnych, strukturalnej i wariacyjnej, przewiduje pojawienia si¢ trzech typow
pol: N-skalar6éw [43], fermionéw oraz bozonéw [8].

4.3.1 Informacja Fouriera

Rozwazmy czastke jako uktad opisany polem rangi NV poprzez zbiér zespolonych funkcji falowych

3:0 = (ct, x',x2,x3),

zgodnie z konstrukcja (3.53) oraz (3.54) z Rozdzialu 3.3. Ich transformaty Fouriera ¢,,(p) w sprzezo-

(%), n = 1,2, ..., N/2, okreslonych w czasoprzestrzeni X’ polozen x = (x*)

nej do przestrzenl przesunie¢ X, energetyczno-pedowej przestrzeni P czteropedéw p = (pH)3
(£, o' ¢?, p*), maja postac:

¢n(p) = (271'1h)2/ XT,Z)n( ) (o 0 X @u)/h’ (415)

p=0 =

gdzie Zi:o XY, = Bt — Z?:l x!o!, a h jest stata Plancka.

Uwaga: Transformacja Fouriera jest unitarng transformacjqg zachowujgcq miare na przestrzeni L?
funkcji catkowalnych z kwadratem, tzn.:

/d‘*xw X) (X /d4p¢ D) ém(p) , (4.16)

zatem wykorzystujac warunek normalizacji prawdopodobienstwa (3.62) otrzgmujemy”:

N/2 N/2

Z/d4 X [ihn (x Z/d4p\¢n =1, (4.18)

gdzie |1, (x)[? = ¥} (x) Pn(x) oraz |¢,(p)|? = ¢} (p) ¢n(p). Korzystajac z (4.15) mozemy zapisaé I
podane wzorem (3.60) w nastepujacy sposéb:

N/2

E2
I[y(x)] =I[¢(p)] = d4 Z 6P (=5 — §2), (4.19)
gdzie @'2 = Zi:l pkpk.
"Réwnoéé:
/X A Y7 () Y (x) = /P 2*p 64 (D) b (D) . (“17)

jest trescia twierdzenia Parseval’a.

107



Okreslenie kwadratu masy czastki: Poniewaz [ jest z definicji suma po warto$ciach oczekiwanych
(por. (2.207) i (2.210)), dlatego kwadrat masy czastki zdefiniowany jako [8]:

N/2

/ Tp316,(p & - (420)

jest stata niezaleznie od statystycznych fluktuacji energii £ oraz pedu @, tzn. przynajmniej wtedy,
gdy calkowanie jest wykonane (czyli jako $rednia). Tak wiec, dla czastki swobodnej mozemy (4.19)
zapisaC nastepujaco:
me
I'Y(x)] =1T1[p(p)] = 4]\7(7)2 = const. . (4.21)

Informacja Fouriera z ¢): Powyzszy warunek oznacza, ze:

Kp = I[p(x")] I [(p")] = 0, (422)

co korzystajac ze stalosci 4N (™¢)? oraz (4.18) mozna zapisa¢ jako warunek spelniony przez pole
swobodne rangi N:

N/2 3 .
81/]7’1 8wn mc
4 o2 _
Wielkos¢ Kr definiuje tzw. informacje Fouriera (F), a kp jej gestosc:
N/2T 3 .
awn 81/}77, m e 2 %
o o e 4.24

Pomijajac fakt, ze z powyiszych rachunkéw m? wylania sie jako érednia, réwnanie (4.22), a zatem
(4.23), jest odbiciem twierdzenia Parseval’s (4.17) i jako takie jest ono zdaniem tautologicznym. Fakt
ten oznacza, ze transformacja Fouriera odzwierciedla jedynie zmiane bazy w przestrzeni statystycz-
nej S. Dlatego tez, sam z siebie, warunek (4.23) nie naklada zadnego dodatkowego wiezu na uktad,
chyba, ze 4N (%)2 jest zadana jako informacja strukturala @ uktadu. Tylko wtedy (4.23) staje
sie informacyjna zasada strukturalng dla ukladu definujacego szczegélny typ pola omawianego w
Rozdziale 4.3.2.

4.3.1.1 Informacja Fouriera dla amplitudy rzeczywistej

Rozwazmy z kolei czastke, jako uktad opisany polem rangi N okreslonym poprzez zbiér rzeczywi-
stych amplitud ¢, (x), n = 1,2, ..., N, na czasoprzestrzeni przesunie¢ x = (x*) 5’:0 € X i posiadajaca
pojemno$c¢ kanatu informacyjnego jak w (3.51). Zespolone transformaty Fouriera g, (p) rzeczywistych
funkgji ¢, (x), gdzie p = (p“) _o € P jest czteropedem, maja postac:

i) = —— [ §((8 o x" o)/
in(p) = (27Th)2/;(d X qn(x) e 0 ) (4.25)

Podobnie jak w (4.16), transformacja Fouriera spelnia zwiazek:

[ dixaanx) = [ ' e)an(). (426)
X P

108



Wpykorzystujac warunek unormowania prawdopodobienstwa:

N
JbZ/d‘lx Px)=1, (4.27)
n=1

otrzymujemy, jako konsekwencj¢ twierdzenia Parseval’a:

N N
%Z /)(d4xqr21(x) = ;,Z/PdA‘p an(p))? =1, (4.28)
n=1 n=1
edzie [¢,(%)]* = ¢5 (%) i |Gn(P)* = G5(P) Gn(P)-

Informacja Fouriera dla ¢: Podobne rachunki jak wykonane poprzednio dla zespolonego pola rangi
N, prowadza w przypadku pola okreslonego poprzez zbiér N rzeczywistych amplitud ¢,(x) i dla
pojemnoéci informacyjnej kanalu 7, (3.51), do nastepujacej jego postaci:

2
lao] = 11a(e)) = 75 | d4p§j|qn (G~ 6%, (4.29)

odzie g2 = Zzzl ore" .

Okreélenie kwadratu masy czastki: Zatem podobnie jak dla pola zespolonego, réwniez dla pola rze-
czywistego, kwadrat masy czastki zdefiniowany nastepujaco:

E2 .
=N / d4pz 6o (P)]? (= — ¢2) (4.30)

jest stala, ktéra nie zalezy od statystycznych fluktuacji energii E oraz pedu @. Tak wiec i dla czastki

opisanej polem rzeczywistym rangi /N, mozemy (poréwnaj (4.21)) zapisac¢ (4.29) w postaci:
- mec
Ia(x)] = I[d(p)] = 4N (=) = const. , (4.31)

co oznacza, ze warunek (2.209), I > 0, pocigga za sobg w zgodzie z (4.31) warunek m? > 0, méwiacy o
nieobecno$¢ tachionéw w teorii [30], a wynikajacy z jej przyczynowosci, zgodnie z (2.226) oraz (2.225).
Zauwazmy, ze w zgodzie z (4.30), zerowanie si¢ masy czastki byloby niemozliwe dla czasoprzestrzeni
z metryka Euklidesowa (2.215).

Informacja Fouriera dla pola typu ¢: Zwiazek (4.31) pozwala na zapisanie informacji Fouriera, w
przypadku rzeczywistego swobodnego pola rangi N, w nastepujacej postaci:

gy Oy, mc
4 2 2| _
KF—4/dXE [E O, Ox? h)qn =0. (4.32)

Whioski ptynace z zastosowania powyzszej postaci informacji Fouriera w przypadku pola bezmaso-

wego, mozna znalezé w Dodatku 7.3.1.
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4.3.2 Skalary Kleina-Gordona

Rozwazmy pole skalarne, ktérego TFI oznaczmy jako Kg. Rownanie ruchu Rleina-Gordona dla
swobodnego pola skalarnego rangi N wynika z wariacyjnej zasady informacyjnej (3.44):

Sy Ks =0, (4.33)

gdzie na k = kg, okreslone ogélnie zwiazkiem (4.8), natozony jest dodatkowy warunek, wynikajacy z
nastepujacej postaci informacji strukturalnej @

mc

Q[é(p)] = Qs = /X d'xqg=—AN("EP (434)

Dla swobodnego skalarnego pola Kleina-Gordona, TFI jest réwna jego informacji Fouriera (4.23), tzn.
K = Ks = Kr. Powyzej qg jest gestoscig informacji strukturalnej dla pola skalarnego:

me., o2
qs = —4N(7)2 Z Uy Un - (4.35)
n=1

Zatem z wariacyjnej zasady informacyjnej J () K's = 0 wynika N/2 réwnari Eulera-Lagrange’a (4.14),
ktére dla gestosci TFI réwnej k = kg = kp, (4.24), prowadza do N/2 réwnan Kleina-Gordona®. Ich
wyprowadzenie mozna znalez¢ w |8, 16].

Uzasadnienie faktu, ze pole (v,,) z gesto$cia informacji strukturalnej q 4 zadang przez (4.35) jest polem
skalarnym, wymaga rozwazan zwiazanych z badaniem reprezentacji transformacji izometrii pojem-
no$ci kanatu informacyjnego I, co odkltadamy do Rozdziatu 4.3.3.2.

Niezmienniczo$¢ Fouriera zasady strukturalnej: Poniewaz dla (4.34) warunek (4.23) stanowi ocze-
kiwana strukturalna zasade informacyjna I + @ = 0, (3.12), zatem dla swobodnego pola skalarnego
transformacja Fouriera jest transformacja unitarna, ze wzgledu na ktéra warunek (4.23) pozostaje nie-
zmienniczy.

Masa ukladu a Fourierowskie splatanie: Powyzszy fakt oznacza, ze transformacja Fouriera tworzy
rodzaj samosplatania pomiedzy reprezentacja potozeniowa a p¢dowa realizowanych wartoéci zmien-
nych ukladu wystepujacych w I [8], a wyprowadzenie oczekiwanej zasady strukturalnej I + @ = 0,
(por. (3.12)), jako konsekwencji analitycznosci logarytmu funkcji wiarygodnosci [10], wyjasnia je jako
splatanie pedowych stopni swobody uktadu spowodowane jego masa (4.20).

Uwaga: Podkreélmy, ze w przypadku swobodnego pola skalarnego, oczekiwana zasada structuralna,
I+ @ = 0, jest jedynie odbiciem warunku (4.34). Jest on warunkiem brzegowym i nie jest on rozwia-
zywany samo-spojnie wraz z wariacyjna zasada informacyjna (4.33).

Typy pol skalarnych: Podajmy wynikajace z powyzszej analizy metody EFI dwa typy pol skalarnych:

Zwykte (natadowane) pole skalarne: Pole skalarne majace range N = 2 ma tylko jedna skladowa
zespolona, tzn. ¢ = (¢,) = 1 [8] W przypadku tym informacja strukturalna (4.34) jest réwna
Qs = —8(3<)?. Naladowane pole skalarne Higgsa H [45] mogloby teoretycznie byc jego przykta-
dem.

8Patrz réwnanie (4.56) w przypisie.
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N-skalary: W przgpadku n > 1 skladowe 1, podlegaja ewolucji opisanej przez n = N /2 nie sprzezo-
nych réwnan Kleina-Gordona z dwoma dodatkowymi wiezami. Pierwszy z nich oznacza, ze wszystkie
pola v,, maja taka sama mase m, a drugim jest warunek normalizacji (4.18). Informacja strukturalna
(@ takiego uktadu jest okreslona przez ogé6lna postac (4.34) dla pola skalarnego rangi N. Owe skalarne
pola Kleina-Gordona rangi N nazwijmy N-skalarami [43]. Sa one teoretycznie realizowane w ramach
tzw. o-modeli teorii pola [46, 43|.

W kolejnym rozdziale oméwimy posta¢ TFI oraz () dla réwnania Diraca. Podstawowe fakty metody
EFI dla pdl cechowania w elektrodynamice Maxwella [8] om6wione sa w Dodatku 7.3.1. Réwniez w
Dodatku 7.3.2 zamieszczona jest posta¢ Q) w teorii grawitacji [8]. W opracowaniu jest postac ) dla pol
nieabelowych [43].

4.3.3 TFI réwnania Kleina-Gordona dla pdl rangi N

Rozdzial ten poswiecony jest konstrukcji rownania Diraca metoda EFI, z uwzglednieniem pol
cechowania”. Szczegélng uwage zwrécono na problem kwadratury TFI pola Kleina-Gordona [8, 43].

4.3.3.1 Wstepna foliacja S oraz pochodna kowariantna. Ogélny zarys problemu

Wybér przestrzeni bazowej cztonu kinetycznego: Wyjsciowa struktura modelu EFI opierata
si¢ o analize wartoéci oczekiwanej informacji fizycznej K = I + ) na przestrzeni bazowej préby
B = Y1 x Y1 x ... x Y. Niezalezne zmienne losowe Y,, n = 1,2,..., N, przyjmowaly wartosci
¥n € Yn. Po przejéciu od pelnych danych y = (y,)_; € B do niezaleznych zmiennych losowych
przesunie¢ X, =Y, — 0,,n = 1,2,..., N, oraz utozsamieniu zbioréw wartosci tych zmiennych lo-
sowych, tzn. przyjeciu, ze X,,—; = X, n = 1,2, ..., N, zostaly skonstruowane kinematyczne postacie
pojemnosci informacyjnej (3.51) oraz (3.60). Zatem przestrzeniq bazowq cztonéw Rinetycznych jest
zbior przesuniec¢ X.

Estymacja na wtéknach: Zatem model EFI, z ktérego wyloni si¢ model teorii pola jest budowany
na przestrzeni bazowej X, bedacej w rozwazanych przez nas przypadkach czasoprzestrzenia Min-
kowskiego X = R*. Pojawila sie ona jako konsekwencja transformacji modelu statystycznego S z
okreélonego w przestrzeni parametru Vo = R* do przestrzeni przesunie¢ X. Jednakze jednoczesnie,
tak przed jak i po jego przedefiniowaniu, model statystyczny pozostaje zdefiniowany ponad przestrze-
nig bazowa B, ktéra jest oryginalna przestrzenia préby. Nastepnie, w celu uczynienia kinematycznej
postaci pojemnosci informacyjnej I niezmiennicza ze wzgledu na lokalne transformacje cechowa-
nia, musimy, poprzez zdefiniowanie pochodnej kowariantnej na przestrzeni bazowej X, zapisa¢ I w
postaci wspétzmienniczej. Z kolei, zdefiniowanie tej pochodnej kowariantnej oznacza koniecznosc¢
podania uktadu wspéirzednych na przestrzeni statystycznej S, co wynika z tego, ze pola cechowania
sa (jak sie okaze) amplitudami typu ¢, (por. Dodatek 7.3.1).

Zatem wprowadzenie ukladu wspoélrzednych na S nie jest zadaniem trywialnym [6]. Sytuacja ta wy-
nika z konieczno$ci wykonania analizy EFI dla pél rangi N, ktére z gory przeksztalcaja si¢ zgodnie z
transformacjami, ktérych parametry moga zaleze¢ lokalnie od potozenia w przestrzeni bazowej X'. Za-

9Zgodnie z uwaga uczyniony powyzej, skrét rezultatéw metody EFI dla samych pél cechowania w elektrodynamice
Maxuwella znajduje sie w Dodatku 7.3.1.
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tem na X" okreslana jest strukturalna grupa symetrii G wspomnianej powyzej transformacji, ktéra w
teorii pola jest grupa Liego pola cechowania. Konstruuje sie wiec gléwna wiazke wléknista E(X, G),
a fizyczna estymacje przeprowadza sie na wtéknach!”.

Zauwazmy, ze skoro kwadrat pola cechowania jest elementem S, wigc dla okreslonej algebry grupy
cechowania, wybér cechowania dokonuje czeéciowej foliacji'! przestrzeni S na pierwsze warstwy.
Dopiero w tym momencie, zasady informacyjne umozliwiaja dokonanie wyboru kolejnych foliacji
przestrzeni S na warstwy zwiazane z wszystkimi szczegélnymi reprezentacjami grupy G [43], ktérych
wymiar jest $cisle zwiazany z ranga pol N [8].

Sens powyzszego rozwazania ujmijmy tak: Cala procedura EFI musi nie tylko od poczatku wybrac
typ amplitudy (tzn. g, lub v,), okresli¢ zasady informacyjne i warunki brzegowe, ale musi by¢ wyko-
nana od poczatku we wlasciwym uktadzie wspétrzednych, ktéry uwzglednia istnienie strukturalne;j
grupy symetrii G oraz zwiazanych z nia pdl cechowania. Pole cechowania umozliwia bowiem wybér
podprzestrzeni T’» H przestrzeni stycznej Tp E' wiazki gléwnej £ = E(X,G) w kazdym jej punk-
cie P, tak, ze TpE = TpG ® TpH, przy czym baza na Tp H moze byc¢ zdefiniowana jako liniowa
kombinacja czterowymiarowej bazy:

(9) = <aiu> = <8((Zt) ’ ail’ai?’ﬁ?») = (8(215)’ ﬁ) (4.36)

oraz generatoréw D¢ infinitezymalnych transformacji grupy G.

Przyktad: W przypadku pél cechowania A, grupy G = U (1) pochodna kowariantna ma postac:

D# = (Do, Dl) = 8H A#, (437)

e
—i—
gdzie e jest Yadunkiem elektronu. Zatem, wprowadzajac pochodna kowariantna do zasad informacyj-
nych i stosujac metode EFI, otrzymujemy réwnania ruchu, ktére rozwiazujac daja baze na znalezio-
nych (pod)rozmaito$ciach przestrzeni statystycznej S.

Jest wiele sposob6w, na ktére wspélzmiennicza postaé¢ pojemnosci informacyjnej I moze byé odczy-
tana. Ponizej skoncentrujemy sie na dwéch z nich, jednej dla pol skalarnych rangi N (tzn. N-skalaréw)
oraz drugiej, dla pél fermionowych rangi V.

19 Uwaga o gtéwnej wiazce (whéknistej): Méwiac zwiezle, gléwna wiazka to taka wiazka wléknista (okreslona w Roz-
dziale 2.2.4), ktérej wiékno jest strukturalna grupa symetrii G.
Podsumujmy jednak cala dotychczasowa informacje na temat gtéwnej wiazki wtoknistej precyzyjnie: Majac rozmaito$é X
oraz grupe Liego G, gtbwna wiazka wiéknista E(X, G) jest rozmaitoscia taka, ze:
1. Grupa G dziata na F w sposéb rézniczkowalny i bez punktéw statych.
2. Przestrzen bazowa X = E/G, tzn. X jest przestrzenia ilorazowa E wzgledem G, oraz istnieje rézniczkowalne odwzoro-
wanie (nazywane rzutowaniem) 7 : £ — X.
3. Dla kazdej mapy {U;} w atlasie dla X, istnieje rézniczkowalne i odwracalne odwzorowanie ¢; : 7~ *(U;) — U; x G
zadane przez E — (7(P), f(P)) w kazdym punkcie P € F, gdzie f : 7~ (U;) — G spelnia warunek f(gP) = g f(P),
dla kazdego g € G.
Obraz 7!, czyli U; x G, jest nazywany wicknem. Zatem kazde wékno niesie z soba kopie grupy strukturalnej G.

! Jako, ze baza dla pozostalych pél nie jest jeszcze wybrana.
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4.3.3.2 Roéwnanie ruchu Diraca dla pola swobodnego rangi V.

Zgodnie z powyzszymi rozwazaniami, wspétzmiennicza forma (3.60) pojemnosci informacyjne;j z
pochodng kowariantng D,, ma postac:

N/2 3

I=4N /X d'x Y > (Dypn)* Dep, - (4.38)

n=1 pu=0
Zatem jedyna TFI (3.31) dostepna w metodzie EFI dla réwnania Kleina-Gordona i kazdego pola typu

 rangi N (skalarnego czy fermionowego) ma postac:

N/2 3

K =Kga= /X d*x kg = 4N/X d4xz Z(D#zpn)*mwn +Q, (4.39)

n=1 pu=0

gdzie k¢ jest gestoscia TFI dla réwnania Kleina-Gordona (por. (4.8)).

Podobnie, wykorzystujac (3.51) w miejsce (3.60) mogliby$my zapisa¢ K i dla pola bosonowego, do
czego powro6cimy jednak péznie;.

Sa dwie drogi, ktérymi analiza oparta o TFI zadana przez (4.39) moze podazac [8, 43]. Pierwsza zwia-
zana jest z N-skalarami a druga z polami Diraca.

TFI Kleina-Gordona

Wtedy, gdy rozwazamy pole N-skalara, to jak wiemy @ jest réwne Qs zadanemu przez (4.34).
Fakt ten oznacza, ze TFI dla réwnania ruchu N-skalara, sprowadza sie do postaci Kleina-Gordona,
tzn.:

K=Kg=Kgg da Q=0Qg, (4.40)
a wariacyjna zasada informacyjna:
5(1/1*)KS = 5(¢*)(I + Qs) =0, (441)

zadana przez (3.41), a w konsekwencji przez (4.14), prowadzi do réwnania Kleina-Gordona dla pola
skalarnego [8, 16] (patrz (4.56)).

TFI Diraca

Jak wiemy, dla pola Diraca, rownanie Kleina-Gordona jest otrzymane droga kwadratury réwna-
nia Diraca [47]. Zatem, mogltoby sie wydawac, ze metoda informacyjna nie wybiera sama z siebie
wlasciwej postaci TFI dla pola fermionowego. Sytuacja ma sie jednak zgola inaczej. Przedstawimy ja
ponizej [43].

Transformacje izometrii I: Zapiszmy (4.38) pol v, zar6wno dla N-skalara jak i pola fermionowego
rangi /N, w nastepujacej postaci:

N/2

3
1=y [ S (D (D) (442)

w, v=0
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ktéra to posta¢ pozwala zauwazyé, ze jest ona niezmiennicza ze wzgledu na transformacje izometrii
dziatajace w N/2 - wymiarowej, zespolonej przestrzeni CV/2 pél ¢ = (1),,(x)) rangi N.

Duwa typy izometrii /:

Przypadek skalaréw: W przypadku N-skalaréw t tworzacych podprzestrzen w C™/? izometrie te sg
transformacjami identycznoéciowymi, pozostawiajac pola ¢ niezmienionymi.

Przypadek pol Diraca: Natomiast dla pél fermionowych rangi N okreslonych na przestrzeni bazowej
X Minkowskiego, transformacje izometrii tworza grupe Clifforda Pin(1, 3), bedaca podzbiorem alge-
bry Clifforda C(1, 3)). Elementy grupy Clifforda Pin(1, 3) dziataja w podprzetrzeni C/? spinoréw ).

Macierze Diraca: Okazuje sie, ze macierze Diraca v*, u = 0, 1,2, 3, (por. (4.48)-(4.50)), tworza spino-
rowa reprezentacje ortogonalnej bazy w C(1, 3) i spelniaja tozsamosci:

" =1/2{+*,+"}, wu,v=0,1,2,3, (4.43)

ktére sa podstawowym zwiazkiem dla iloczynu Clifforda. W przypadku spinoréw rangi N = 8, baza
w Pin(1,3) jest 2V/? = 16 wymiarowa [47]

Faktoryzacja K ¢: Dla trywialnego przypadku N-skalaréw, postac (4.39) jest forma podstawowa.
Jednak w przypadku spinoréw rangi N, po skorzystaniu z (4.43) w (4.42), mozna dokona¢ rozktadu
fizycznej informacji K i, (4.39), na sktadowe. Posta¢ jawnego rozkladu K na skladowe i ich fak-
toryzacje, gdzie kazdy z otrzymanych czynnikéw jest elementem grupy Clifforda Pin(1,3), podal
Frieden [8].

Gléwny rezultat rozktadu fizycznej informacji K kg, z uwzglednieniem poél cechowania w pochod-
nej kowariantnej D,,, ktéry czyni zadoé¢ “ograniczeniu” Rleina-Gordona (co oznacza, ze wymnozenie
czynnikéw i dodanie ich datoby na powr6t (4.39)), ma postac:

N/2 3

K=Kp= 4N/X d'x > Y (Dutn) D' + Q (4.44)

n=1 pu=0
gdzie informacja strukturalna @ jest rowna:

N/2
Q=0Qp= / d'xqp=—4N / %Y [ornvan + (50200 n] + (pozostate cxtony) , (449)
X X n=1 h

adzie q, jest zgodnie z (3.23) gestoscia informacji strukturalnej, a % = 4 wymiarowe wektory kolum-
nowe v; = (vi1,Vi2, Vi3, via) L, i = 1,2, maja skladowe:

! . mc 5 .
Vip = nz_:l (z 1Dy — B? + ;’Lal Dl> nn,¢n, , n=1,23,4 (4.46)
oraz
4 3
von = Y (—7;11)0 + 5*% +) iak Dl> vh, n=1,2,34, (4.47)
n'=1 =1 ’

nn
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gdzie macierze o!, | = 1,2, 3, oraz 3 sq macierzami Diraca (4.49)'%, a 1 jest 4 x 4 - wymiarowa ma-
cierza jednostkowa.

Zasady informacyjne dla réwnania Diraca: W koricu, informacyjna zasada strukturalna (3.43) dla
x = 1 i gestosci informacji strukturalnej q,, okreslonej zgodnie z (4.45) oraz zasada wariacyjna (3.44)
maja postac:

?—‘r 6 + qp = 0 dla k=1 oraz 5(1/1*)KD = 5(1/1*)(1 + QD) =0. (451)

Powyzsze zasady daja na poziomie obserwowanym warunki (4.13) oraz (4.14) metody EFI, czyli uktad
dwoch réwnan rézniczkowych, ktére sa rozwiazywane samospodjnie. W wyniku otrzymujemy réw-
nanie Diraca:

(01
3
v1:<iDo—Bn;;c+ZaliDl> b =0, gdzie o= :22 (4.52)
=1 3
Py

Generacja masy: Zwr6é¢my uwage, ze w trakcie powyzszego rozkladu K g z cztonu kinetycznego I,
(4.42), generowane sa wszystkie sktadniki informacji strukturalnej @, (4.45). W trakcie tej procedury
czton masowy generowany jest poprzez sprzezenie Fourierowskie (4.15) pomiedzy reprezentacja poto-
zeniowa i pedowa oraz usrednienie dokonane w reprezentacji energetyczno-pedowej, tak jak to miato
miejsce dla (4.20). Zatem réwniez masa pola Diracowskiego jest przejawem istnienia Fourierowskiego
samosplatania pomiedzy reprezentacja polozeniowa a pedowa, a cata procedura jest odbiciem:

i) zalozenia analityczno$ci logarytmu funkcji wiarygodnosci,

ii) podzialu na czes¢ Fisherowska I oraz (poczatkowo nieznana) cze$¢ strukturalna @ z wysumowa-
niem po kanalach informacyjnych i uérednieniem po przestrzeni préby B opisanym powyzej (3.12),
iii) przejscia z pojemnoscia informacyjna I do Friedenowskiej postaci kinematycznej z catkowaniem
po zakresie przesunie¢ X amplitud rozkltadu ukladu, opisanym w Rozdziale 3.3,

iv) tautologicznego wygenerowania, zgodnie z zasada Macha, informacji strukturalnej @ z informacji
Fishera I, z uwzglednieniem niezmienniczosci / ze wzgledu na transformacje amplitud bedaca jej
izometrig oraz transformacje Fouriera pomiedzy reprezentacja potozeniowa i pedowa.

Przedstawiony schemat generacji masy nie obejmuje wyznaczenia jej wartoéci. Méwi on raczej o
tym czego jej pojawienie si¢ jest wyrazem.

2Macierze Diraca v, 4 = 0,1,2, 3, wystepujace w tzw. kowariantnej formie réwnania Diraca:
(i7" Dy —m) =0, (448)

wyrazaja sie poprzez macierze Diraca 8 oraz o!, | = 1,2,3, w sposéb nastepujacy: v° = B oraz 4' = ga', (v, =

Zi:o NuvY”). Macierze Diraca & = (al, a?, a3) oraz (3 maja postaé:

. 0 o 1 0
= 1=1,2 = 449
« < o_l 0 ) ) 537 /8 0 _1 ( )

gdzie o' = oy, (I = 1,2, 3) sa macierzami Pauliego, a 1 jest macierza jednostkowsa:
1 —1 1 1
ol = 0 ot = 0 ) s - 0 C1- 0 . (450)
1 0 v 0 0 -1 0 1
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Warunek zerowania sie pozostalych czfonéw: W réwnaniach (4.46) oraz (4.47) macierz jednost-
kowa 1, ktéra stoi przy Dy oraz % X % = 4 x 4 wymiarowe macierze Diraca 3, oy, sa jednymi z
element6w grupy Clifforda Pin(1, 3). Jak wspomnieliémy, Frieden [8] przeprowadzil opisana decom-
pozycje Kk ¢, (4.39), do postaci K p podanej w (4.44). Rownoczeénie pokazal, ze wyrazenie oznaczone
w (4.45) jako “pozostale czlony” zeruje si¢ przy zatozeniu, ze macierze (3 i o spetniajq relacje al-

gebry Clifforda.

Podsumowanie: ZauwazyliSmy, ze pojemnos$¢ informacyjna I w TFI jest zadana przez (4.42) zar6wno
dla pél N-skalaréw jak i pél fermionowych rangi N. Kluczowa sprawa jest, ze dla kazdego réwna-
nia ruchu, okreslona jest tylko jemu charakterystyczna posta¢ q. ZauwazyliSmy, ze dla N-skalarow,
jedynym cztonem, ktéry tworzy catkowita fizyczna informacyjne jest K i w postaci (4.39) bez zad-
nego ukrytego rozktadu i faktoryzacji, pochodzacych z nie-Fourierowskiego splatania. W przypadku
réwnania Diraca, informacja fizyczna Kleina-Gordona K k¢, (4.39), rowniez wchodzi w calkowita in-
formacje fizyczna Diraca Kp, ale tylko jako jej szczegdlna czes¢ (jak to mozna réwniez zauwazyc z
poréwnania (4.44), (4.45) oraz (4.39) i (4.34)), splatana Fourierowsko w K (4.23). Fakt ten jest blisko
zwiazany z efektem EPR-Bohm’a [48] opisanym w Rozdziale 5.2.2.

Posta¢ Q) dla rownania Diraca: Tak wiec, w zgodzie z (4.45), szczeg6lowa posta¢ ) dla réwnania
ruchu Diraca okazata si¢ by¢ inna niz dla N-skalaréw i mozna ja zapisa¢ nastepujaco:

Q=Q :S_4N/d4 > [ 453
n=1

gdzie S, jest charakterystyczng czeécig Diracowska dziatania dla kwadratury réwnania Diraca, wy-
znaczona dla pola Diraca o randze N = 8 przy wzieciu pod uwage wszystkich symetrii uktadu.

Calka dziatania kwadratury réwnania Diraca: Poniewaz jednak caltka dziatania (por. Rozdzial 4.3.5)
dla kwadratury specyficznej czgéci Diracowskiej zachowuje si¢ nastepujaco:
N/2
Sq=— 4N/ d*x Z (V1n v2r) + (pozostale czlony) =0, (4.54)
X

n=1
tzn. spetnia warunek zerowy, zatem K = Kp redukuje sie i (w kwadraturze) okresla postaé¢ K i dla
(4.39)13:

N/2 3

mc
K=Kgg= 4N/ d'x ) | (Dutn) DM, — (?)%;; Unl| . (4.57)
X n=1 | pu=0
13 Réwnanie Kleina-Gordona otrzymane z wariacji informacji (4.57) ma postaé (V = (9/0z') , 1 = 1,2,3):
_22_’_@,_’_@ 2,0 | ied. o 24, _
R (V ch) (V Ch)wn—l—h(at—l— h)¢n+mc¢n—0. (4.55)

Dla pola swobodnego czteropotencjal cechowania A,, = (¢, —/_f) jest réwny zeru i wtedy otrzymujemy:

2
— RV, + hQ% Y +mct P, =0. (4.56)
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Uwaga o fundamentalnej réznicy pola skalarnego i pola Diraca: Wazna sprawa jest zauwazenie,
ze chociaz posta¢ I dla N-skalar6ow oraz pdl fermionowych rangi N wyglada “powierzchniowo” tak
samo, to jednak ukltady te réznia sie istotnie. W samej bowiem rzeczy, podczas gdy N-skalar jest
rozwiqzaniem réwania ruchu, ktére wynika jedynie z wariacyjnej zasady informacyjnej (4.41),
to pole fermionowe jest samospéjnym rozwiqzaniem zasad informacyjnych, zaréwno wariacyjnej
jak i strukturalnej, podanych w (4.51).

4.3.4 Roncowe uwagi o wkladzie () w zasade strukturalna

Wynik Rozdziatu 3.1.1 [10] zwiazany z wyprowadzeniem strukturalnej zasady informacyjne;j jest
ogdlny, o ile tylko, w celu zagwarantowania slusznosci rozwiniecia w szereg Taylora, funkcja log-
wiarygodnosci In P(O) jest analityczna funkcja wektorowego parametru potozenia © w zbiorze jego
wartosci V. Z kolei, w Rozdziale 3.2 zauwazylizmy, ze model rozwiazany przez metode EFI jest mo-
delem metrycznym z metryka Rao-Fisher’a oraz, ze na poziomie catkowym, model metryczny jest
réwnowazny modelowi analitycznemu.

Dla uktad6w, ktére nie posiadaja dodatkowych wiezéw rézniczkowych, wszystkie potozeniowe stop-
nie swobody sa zwiazane jedynie poprzez analize modelu metrycznego, wynikajaca z réwnan (3.43)-
(3.44) oraz wspomniana zasade Macha, generujaca czlon strukturalny z Fisherowskiego cztonu kine-
matycznego, co prowadzi do czynnika efektywnosci £ = 1. Réwnania Kleina-Gordona oraz Diraca
omawiane w Rozdzialach 4.3.2 oraz 4.3.3 sa modelami tego typu.

Jesli na uklad nalozony jest dodatkowy warunek, ktéry nie wynika ani ze strukturalnej zasady in-
formacyjnej (3.43), i+ C+q=02zk = 1, ani z zasady wariacyjej (3.44), wtedy wrzrasta zwiazek
strukturalny pomiedzy potozeniowymi stopniami swobody co powoduje, ze x wiazaca w réwnaniu
(3.43) gestos¢ informacji strukturalnej q z gestoscia pojemnoéci informacyjne;j i’, musi male¢ ponizej
wartoéci 1. Wlasnoéc¢ ta wynika z wklestosci pojemnosci informacyjnej I przy mieszaniu uktadéw
[8], ktére pojawiaja sie np. na skutek wprowadzenia dodatkowego rézniczkowego wiezu. Na przyktad,
omawiany w Dodatku 7.3.1 warunek Lorentza dla pola cechowania Maxwella, ktéry jest réwnaniem
typu réwnania ciaglosci strumienia, pojawia si¢ nie jako konsekwencja réwnan ruchu badanego pola,
ale jako ograniczenie szukane na drodze niezaleznej statystycznej estymacji. Najprawdopodobniej ten
dodatkowy warunek'* pojawia sie jako rezultat rozwiniecia w szereg Taglora “golej” funkcji wia-
rygodnosci P(O) [10], podobnie jak wyprowadzone w Rozdziale 3.4 réwnanie master (co sygnalizo-
waloby spéjnoéé calej statystycznej metody estymacyjnej'® ). Zatem warunek Lorentza nalozony na
uklad redukuje jego symetrie, co pociaga za soba pojawienie sie zasady strukturalne;j i+C+rk q=0,
(3.43), z czynnikiem efektywnosci x mniejszym niz 1. W przypadku réwnan Maxwella oméwionych w
Dodatku 7.3.1, zwrécimy uwage [43], ze warto$¢ x = 1/2 pojawia sie automatycznie w metodzie EFI
na skutek samospdjnego rozwiazania réownania strukturalnego, wariacyjnego i natozonego warunku
Lorentza.

4.3.5 Zasada najmniejszego dzialtania v.s. zasady informacyjne

Powyzsze rozwazania Rozdzialu 4.3 sa czedciowo poswiecone oméwieniu dodatkowego wyniku
zastosowania metody EFI, tzn. ustaleniu réznych postaci informacji strukturalnej (). Zauwazono, ze

!4 Jednak to przypuszczenie nalezy udowodnic.
157 drugiej strony, same réwnania master leza w innej czesci klasycznej statystycznej estymacji, tzn. w obszarze dziatania
teorii proces6w stochastycznych [34].

117



przy umiarkowanie rozbudowanym aparacie metody EFI, nastepuje nie tylko wyprowadzenie, tzn.
estymacja, jej wynikowego réwnania ruchu (lub ré6wnania generujacego rozktad), ale jakby przy oka-
zji, pojawienie si¢ postaci obserwowanej informacji strukturalnej o, (¢, (x)).

Ronstrukcja catki dziatania: Z powyzszego faktu wynika okreslenie zwiazku pomiedzy catka dzia-
tania wraz z zasada najmniejszego dzialania, a catkowita informacja fizyczna wraz z zasadami infor-
macyjnymi. Okazuje si¢ bowiem, ze po wstawieniu o&F,, (¢, (x)) z powrotem do K otrzymujemy catke
dziatania S modelu [43]:

S(gn(x), 9qn(x)) = K(qn(x), 9gn(x), F, (qn(x))) - (4.58)

Sens réwnosci (4.58) okresla ponizsza konstrukcja S(g,,(x), gy, (x)). Wpierw rozwiazujemy zasady
informacyjne, strukturalna i wariacyjna, znajdujac obserwowana informacje strukturalna o&F,, (¢, (x)).
Nastepnie mozemy otrzymac¢ réwnanie ruchu na dwa sposoby:

(a) Pierwszy sposéb analizy: W metodzie EFI wstawiamy otrzymane &F,,(¢,(x)) od razu do réw-
nan Eulera-Lagrange’'a wynikajgcych z wariacyjnej zasady informacyjnej z gestoscia informacji
fizycznej k(gn (%), 0gn(x), &, (qn(x)))-

(b) Drugi sposéb analizy: W drodze do calki dzialania teorii pola wstawiamy otrzymane o, (¢, (x))
do K (gn(x), 0¢n(x), &F,,(¢n(x))) i stosujac zasade najmniejszego dziatania dla tak skonstruowanego
S(qn(x), gn(x)), otrzymujemy réwnania Eulera-Lagrange’a teorii pola.

Rezultat: Otrzymane w konsekwencji analizy typu (a) lub (b) réwnanie ruchu, badz réwnanie ge-

nerujace rozktad!®, jest w obu podejéciach takie samo!”.

Struktura statystyczna teorii: Jednakze, z powodu definicji S danej przez lewq strone réwnania (4.58),
pojawia si¢ pytanie, czy metoda EFI, ktéra wykorzystuje K dane przez prawq strone réwnania (4.58),
daje jakie$ dodatkowe informacje w poréwnaniu do zasady najmniejszego dziatania dla S. Potwier-
dzajaca odpowiedz jest nastepujaca. Wedlug Rozdziatu 4.3 metoda EFI dokonuje (zazwyczaj) rozkladu
K na podstawowe bloki podajac otwarcie wszystkie fizyczne i statystyczne pojecia, i narzedzia ana-
lizy. Rownosc (4.58), ktora jest jedynie definicja S, wyraza bowiem jednoczesnie fakt, ze X' ma bardziej
ztozona strukture niz S.

Powyisze stwierdzenie oznacza, ze S oraz zasada najmniejszego dzialania niosa zar6wno mniejsza
fizyczng informacje niz oryginalne zasady informacyjne (uzupelnione fizycznymi wiezami modelu),

18W przypadku wyprowadzenia réwnania Boltzmanna w Rozdziale 5.1.3, po rozwiazaniu ukladu réwnan strukturalnego
(5.24) i wariacyjnego (5.17), otrzymuje si¢ postac (5.30) na &, (gn (x)). Jest to postac, ktéra po wstawieniu do réwnania wa-
riacyjnego (5.17) daje réwnanie generujace (5.34) amplitude ¢, (x). Zasada wariacyjna (5.14) (gdzie &,, (¢n (x)) wyznaczone
w (5.30) wystepuje w k, (5.15)), databy réwniez réwnanie generujace (5.34).

R6wnosé (4.58) nalezy wiec rozumiec nastepujaco. Znajac S(gn (x), 9gn (%)), ktére wystepuje po lewej stronie réwnania
(4.58) jako K ze wstawiona, samospdjnie wyznaczong postacia &F,, (¢» (x)) i wariujac je dopiero wtedy ze wzgledu na g (x),
otrzymujemy to samo réwnanie generujace co rozwiazanie obu zasad strukturalnej i wariacyjnej jednoczeénie.

""Natomiast w ogélnosci, nie mozna przyréwnaé samej zasady wariacyjnej metody EFI dajacej réwnanie Eulera-
Lagrange’a (dla amplitudy ¢n(x)), w ktérym moze by¢ uwiklana obserwowana informacja strukturalna o, (g»(x)), do
zasady najmniejszego dziatania S, ktéra daje koricowa postac¢ réwnania Eulera-Lagrange’a dla g, (x) bez zadnego, bezpo-
$redniego $ladu postaci &,, (gn (x)).
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jak i nizsza informacje o pojeciach statystycznych .

Zmniejszenie informacgiji statystycznej: Po otrzymaniu rozwiazania réwnan informacyjnych i “Scia-
gnieciu” wyniku do S, znikaja z S nie tylko pojecia informacji Fishera oraz automatycznie pojemnosci
informacyjnej, lecz i pojecie catkowitej wewnetrznej dokladnosci modelu, tzn. informacji Stama.

Zmniejszenie informacji fizycznej: W kornicu, jesli rzeczywisto$é (w znaczeniu matematycznych pod-
staw modelowych) lezaca poza modelami teorii pola bytaby statystyczna, wtedy odrzucajac ich ory-
ginalny zwiazek z analiza na przestrzeni statystycznej S oraz estymacyjna metoda EFI, ktéra wybiera
fizycznie wlasciwa (pod)przestrzenn S, tracimy réwniez oryginalne narzedzia tej analizy stuzace do
konstrukcji dziatania S. Zamiast tego zadowalamy si¢ zgadywaniem jego postaci jedynie na podsta-
wie fizycznych warunkéw wstepnych, zastanawiajac sie np. jak szczegélnym jest pojecie amplitudy
oraz jak wyjatkowa jest zasada nieoznaczonosci Heisenberga.

Przyktad: Obok uwagi na wstepie Rozdziatu 4.3, ostatnie eksperymenty ze Swiatlem wydaja sie mo-
wic, ze Fourierowskie czestosci nie sa widoczne w optycznej lokalizacji najmniejszych jego impulséw.
W takiej sytuacji zasada Heisenberga vt > 1/2 moglaby nie reprezentowac soba zadnej granicznej
fizycznej rzeczywistodci, gdzie v oraz 6t sa poprzez transformacje Fouriera zwiazanymi z soba szero-
koéciami poléwkowymi impulsu w czestosci oraz w czasie. Gdyby eksperymenty te potwierdzity sie,
wtedy zasada Heisenberga stracitaby swoje oparcie w transformacji Fouriera dla zmiennych kom-
plementarnych [44]. Natomiast jest mozliwe, ze znalaztaby ona wtedy swoje oparcie w nieréwnosci
Rao-Cramera, ktéra podaje dolne ograniczenie na wariancje estymatora parametru w przypadku po-
miaru jednokanalowego [8] (por. Dodatek 7.1).
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Rozdzial 5

Przyktady z fizyki statystycznej i ekonofizyki
oraz efekt EPR-Bohm’a

Ogolne statystyczne podstawy estymacji MNW zostaty przedstawione w Rozdziatach 1-2. Nato-
miast w Rozdzialach 3 oraz 4 skryptu przedstawiono metode EFI jako szczegélny typ estymacyjnej
procedury statystycznej, opracowanej w ramach teorii pomiaru. Metoda EFI pokazuje w jaki spo-
s6b wychodzac z pojecia funkcji wiarygodnosci oraz pojemnosci informacyjnej I (por. Rozdzial 3.3)
otrzymac wiezy strukturalne wynikajace z analitycznej informacyjnej zasady strukturalnej, ktéra wraz
z wariacyjna zasada informacyjna oraz réwnaniem ciagtoéci (lub ogdlniej, réwnaniem typu master
por. Rozdzial 2.2.3)), prowadzi do réwnan rézniczkowych teorii [8]. W trakcie procedury otrzymujemy
informacje strukturalna () opisywanego uktadu, ktéra wraz z pojemnosécia informacyjna I tworzy in-
formacje fizyczna ukladu K, bedaca statystycznym poprzednikiem calki dziatania (por. Rozdzial 4.3.5).
Wyprowadzenia réwnan ruchu lub réwnan generujacych rozktad zasadzaja si¢ na potraktowaniu
wszystkich warunkéw natozonych na uktad jako zwiazkéw na odchylenia (fluktuacje) wartosci po-
miarowych od wartosci oczekiwanych. Przy tym, analizowane dane pojawiaja si¢ jako efekt pomiaru
dokonanego przez uklad (por. Rozdzial 2.8).

Obecny Rozdziat dzieli sie¢ na dwie czeéci, pierwsza majaca zastosowanie termodynamiczne oraz
druga, opisujaca zjawisko EPR-Bohm’a. Za wyjatkiem kroétkiej analizy rozwigzan metody EFI dla réw-
nan transportu Boltzmann’a, obie czesci taczy wymiar préoby N = 1.

5.1 Wpyprowadzenie klasycznej fizyki statystycznej z informacji Fishera

Celem obecnego rozdziatu jest wyprowadzenie metoda EFI podstawowych rozkladéw klasycznej
fizyki statystycznej. Otrzymamy wiec réwnania generujace, z ktérych wyprowadzone zostana: rozktad
Boltzmanna dla energii, a nast¢pnie rozktad Maxwella-Boltzmanna dla pedu. Jako przyktad zastoso-
wania analizy w ekonofizyce, podamy przyklad produkcyjnosci branz w modelu Aoki-Yoshikawy.
Przedstawione rachunki ida sladem analizy Friedena, Soffera, Plastino i Plastino [8], jednak zostana
one wykonane w oparciu o wprowadzona w Rozdziale 3.1.1 strukturalna zasade informacyjna [10].
Réznice interpretacyjna pomiedzy obu podejsciami podano w Rozdziale 3.2.

Dodatkowo wyprowadzony zostanie warunek informacyjny na gérne ograniczenie tempa wzrostu
entropii Shannona [8].
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5.1.1 Fizyczne sformutowanie zagadnienia

Rozwazmy gaz sktadajacy sie z M identycznych czasteczek o masie m zamkniety w zbiorniku.
Temperatura gazu ma stala warto$¢ T'. Ruch czasteczek jest losowy i oddzialujg one ze soba poprzez
sily potencjalne, zderzajac sie ze soba i Sciankami naczynia, przy czym zakladamy, ze sa to zderzenia
spreiyste. Srednia predkos¢ kazdej czasteczki jest réwna zero.

Oznaczmy przez 0, = <6‘67 9})) czterowektor wartosci oczekiwanej energii oraz pedu czasteczki,
gdzie indeks g oznacza ped. We wspéirzednych kartezjanskich 9}, = (0p,,0p,,0,,;). Podobnie jak w
(3.47) wprowadzamy zmienna losowa Y = (Y6 = %, ?p),przyjmujch warosciy = (ye = €/c, ¥p),
ktérej sktadowe spelniaja zwiazki:

€ €
Ve=-=0+%x, — <y <oo (5.1)
c c
Yo ="0p+Xo, Vo= Yo1,Yp2,Yps) » (5.2)
gdzie
Xp=¢ (53)

oznacza fluktuacje pedu, natomiast ¢ oznacza predko$é¢ Swiatla. Zmienne i parametry energetyczne
Ve Xe oraz 0, zostaly wyrazone w jednostce wspolrzednych pedowych energia/c. Parametry 6. oraz
0_'@ sa odpowiednimi warto$ciami oczekiwanymi energii (z doktadno$cia do 1/c) oraz pedu, a x. oraz
X, fluktuacjami wzgledem wartoéci oczekiwanych.

Znajdziemy rozktad prawdopodobienistwa dla fluktuacji energii X, przyjmujacej wartosci x. oraz
fluktualcji pedu X © przyjmujacej wartosci ¢ dla jednej, dowolnej czasteczki gazu w dowolnej chwili
czasu t. Poniewaz warto$¢ ¢ nie musi by¢ duza, zatem rozwazamy gaz, ktéry nie koniecznie jest w sta-
nie réwnowagi. Bedziemy wiec szukaé postaci nieréwnowagowego rozktadu prawdopodobienstwa,
odpowiadajacego tak postawionemu problemowi.

Uwaga o czterowektorze energii-pedu: Jednak po pierwsze, wspétrzedne czterowektora fluktuacji
energii-pedu (Xe, X p> nie sa statystycznie niezalezne, tzn. nie sa niezaleznymi stopniami swobody
uktadu. Po drugie, jak sie okaze, spelniaja one zasade dyspersyjna typu (4.20), wiec nie tworza uktadu
zmiennych Fishera (poréwnaj (2.223)). Zatem og6lny problem wymagalby estymacji odpowiednich
réownan generujacych dla skomplikowanego czasoprzestrzennego zagadnienia, tzn. nalezatoby wy-
znaczy¢ taczny rozklad prawdopodobienstwa wspdirzednych (Xe, X@), co wykracza poza zakres
skryptu. Niemniej np. w przypadku relatywistycznych zjawisk astrofizycznych, taka estymacja moze
okazac sie niezbedna.

W skrypcie ograniczymy sie jedynie do wyznaczenia brzegowych rozktadéw prawdopodobienstwa
dla X, (i w konsekwencji dla E) oraz dla X ©» €O W nierelatywistycznej granicy jest uzasadnione.

5.1.2 Informacja kinetyczna i strukturalna oraz sformulowanie zasad informacyjnych

Tak wiec, statystycznie jedna czasteczka podlega tacznemu rozkladowi prawdopodobienstwa
P (Xe, X,), przy czym wspolrzedne czterowektora pedu nie sg niezalezne. Uproszczona analiza skon-
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centruje si¢ na rozkladach brzegowych, ktérych analiza ze wzgledu na wspomniany brak niezalezno-
Sci nie odtwarza analizy tacznej, chociaz jest stuszna w przyblizeniu nierelatywistycznym.
Wyznaczymy wiec brzegowe amplitudy prawdopodobieristwa q (x.) oraz g (X,):

qn (%), n=1,..,N. oraz ¢,(Xy,), n=1,..,Ng, (5.4)

a nastepnie powrdécimy do brzegowych rozkladéw prawdopodobieristwa p (x¢) oraz p (X,). W kornicu
po wyznaczeniu p (X.) skorzystamy z (5.1), aby otrzymaé wymagany rozkltad p (¢). Podobnie, korzy-
stajac z (5.2) otrzymamy po wyznaczeniu p (X,,) rozktad predkosci p (¥,), przy czym te dwa ostatnie
sa rowne w naszych rozwazaniach, ze wzgledu na Srednia warto$¢ predkosci czasteczki 0}) =0.

Pojemnoé¢ informacyjna dla parametrow czterowektor energii-pedu: Chociaz (x, X,) nie jest czte-
rowektorem we wspomnianym ujeciu Fishera, to jest on czterowektorem w sensie Lorentza. Korzy-
stamy wiec z metryki czasoprzestrzeni Minkowskiego w postaci (1,,,) = diag(1, —1, —1, —1) zgodnie
7 (2.214).

W ogélnym przypadku rozktadu tacznego oraz probkowania czterowektora energii i pedu, pojemnosé

informacyjna ma dla parametru wektorowego © = ((6,,,)7_ 0) | postac (2. 231):
I_i/d P o) (W)Z(Mwl@) 55)
It R e 2\ 90, ’ :

gdzie y = (y)N_, jest N-wymiarowa proba, a B przestrzenia proby. Zatem pojemnosci informacyjne
I () oraz I (@5) dla rozkladéw brzegowych fluktuacji energii oraz pedu maja postac?:

1(0,) =4 / dx. - <qu$€)>2 (5.6)

€ n=1
oraz
N dqn Xp 2
1(0g) =-4 / dxpzz i : (5.7)
n=1 k=1

gdzie minus w (5.5) i w konsekwencji w (5.7), wynika zgodnie z Rozdzialem 2.7.1 z uwzglednienia
metryki Minkowskiego (2.214), natomiast X, oraz X, sg zbiorami warto$ci odpowiednio zmiennych
X, oraz X,,. Z ponizszych rachunkéw przekonamy si¢, ze nieuwzglednienie metryki Minkowskiego
(ady moop = 1 to ngr = —1 dla k = 1, 2, 3), doprowadzitoby w konsekwencji w termodynamicznych
rozwazaniach do btednego rozkladu predkosci®.

'W zgodzie z ogélna wlasnoécia kontrakeji indeksu Minkowskiego dla czterowektora z = (,)3_¢ = (xo, 1, T2, T3):
S g, A () (Y
L dx, dz, ~ \dzxo — dxy,

vu=0

W [8] metryka ma posta¢ Euklidesowa, a zmienne maja urojona wspélrzedna przestrzenna (xo, iZ), por. Rozdzial 2.7.1.

2 Jak w Rozdziale 3.3, indeks n przy wspélrzednej pominieto, korzystajac z zalozenia, ze rozproszenie zmiennej nie zalezy
od punktu pomiarowego préby.

30dpowiedz na pytanie, czy rozwazania termodynamiczne sq przyczyna metryki Minkowskiego niezbednej w relatywi-
stycznej teorii pola, wykracza poza obszar skryptu. Niemniej autor skryptu uwaza, ze tak sie¢ istotnie sprawy maja, tzn. ze
przestrzen Euklidesowa z transformacja Galileusza sa pierwotne wobec przestrzeni Minkowskiego z transformacja Lorentza.
Stad podejscie efektywne;j teorii pola Logunova [42] do teorii grawitacji jest blizsze teorii pomiaru fizycznego Friedena-Soffera
(ktora jest EFI). Nieco wiecej na ten temat mozna znalez¢é w Dodatku 7.3.2.
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Zasady informacyjne: Zasady informacyjne, strukturalna (3.43) oraz wariacyjna (3.44) maja poniz-
sza postac. Dla energii:

i(0) + Cc+£q(0) =0, ) (1(0) +Q(0.) =0, (5.8)
oraz dla pedu:
i(0g) +Cg+kq(O5) =0, &4 (I(05)+Q(Og) =0. (5.9)

Gestosci pojemnogci informacyjnych, i'(©,) oraz ?(@5), sa okreslone zgodnie z (3.42) i (3.43), a gesto-
Sci informacji strukturalnych, q(©.) oraz q(0), sa okreslone zgodnie z (3.23), natomiast Q(O.) oraz
Q(O) sa odpowiednimi informacjami strukturalnymi.

W pierwszej kolejnosci rozwazymy problemem (5.8) dla p(e).

Przypomnienie roli zasad informacyjnych: W rachunkach metody EFI prowadzacych do réwnania
generujacego rozktad, obok zasady wariacyjnej (3.44) wykorzystywana jest postac (3.43) zmodyfiko-
wanej obserwowanej zasady strukturalnej. Warto pamietac, ze zasada (3.43) wynika z zadania istnienia
rozwiniecia Taylora logarytmu funkcji wiarygodnosci wokol prawdziwej wartosci parametru (por.
Rozdziat 3.1.1) oraz z metrycznosci przestrzeni statystycznej S. Natomiast oczekiwana strukturalna
zasada informacyjna (3.12) jest narzedziem pomocniczym w definicji calkowitej fizycznej informacji
K, (3.31), oraz informacyjnej zasady wariacyjnej (3.44).

5.1.3 Rozklad Boltzmanna dla energii

Ponizej podamy rozwiazanie zasad informacyjnych (5.8), strukturalnej oraz wariacyjnej, otrzymu-
jac w pierwszym kroku analizy réwnanie generujace amplitudy dla rozktadu Boltzmanna.

X

min mazx\.
€ )y e .

Zak6zmy wstepnie, ze warto$¢ fluktuacji energii x. zmienia si¢ w pewnym zakresie <X

inz’n S X, § X:rulr . (510)

max

W ten spos6b wpierw uchwycimy ogélna zaleznos¢ amplitudy rozktadu od x!

, a nastepnie doko-
namy przejécia granicznego, przechodzac z goérna granica fluktuacji energii x!*** do nieskornczonosci.

Pojemnosc¢ informacyjna ma postac (3.51):

max

XE N
’ / d n €
r©)=1 [ ax Y i), etde d,(x)=t), 6.11)
n=1 €

min
Xe

gdzie rozktady prawdopodobienstwa p,, dla fluktuacji energii sa powiazane z amplitudami g,, zalez-
noscia (2.168):

Pn(xe) = gr(xc) - (5.12)

Informacja strukturalna zgodnie z (3.25) jest nastepujaca:

xmaz xmas N
ww/mww/mzmwmm» (5.13)
min xgn,in n=1
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Informacyjna zasada wariacyjna w (5.8) dla pojemnosci informacyjnej I, (5.11), oraz informacji
strukturalnej @, (5.13), ma postac:

max
Xe

St K = 80 (1(00) + Q(O0)) = 60 / dx k| =0, (5.14)

min
Xe

gdzie k jest réwne:
al 1
k=13 (74 L) ) (.19
n=1
zgodnie z ogdlna postacia gestosci obserwowanej informacji fizycznej (4.7) dla amplitud g,.

Rozwiagzaniem problemu wariacyjnego (5.14) wzgedem ¢, (x.) jest réwnanie Eulera-Lagrange’a
(4.12):

d ok ok
—_— = 1 =1,2,....N 5.16
dXe <8q;1(X6)> Oqn (%) dlam Y ( )

gdzie ’prim’ oznacza pochodna po X, tzn. ¢, (x.) = dg,(x.)/dx..

Zatem dla rozwazanego problemu, réwnanie (5.16) dla & jak w (5.15), przyjmuje postac:

l2Xe n{Xe l%xe n\dn\Xe
3¢ () = d(5495( )83*":((1 (xc))) _ d(34a( )dfn (n(xc))) (5.17)

Zmodyfikowana obserwowana zasada strukturalna: Po wycalkowaniu (5.11) przez czeéci, pojem-
noé¢ I wynosi:

xznacv N
1(©,) = —4 / dxe Y qn(xe) gy (%) + C' (5.18)
min n=1
gdzie
x?L(L(L' , N
C=4 / dx. <qn (%) q,, (X€)> = 42 Ch, (5.19)
min n=1
oraz
Cr = an (") @y (") = an (xI"™) @, (x7") - (5.20)

Zatem widzimy, ze zmodyfikowana obserwowana zasada strukturalna w (5.8) jest ze wzgledu na
(5.18)~(5.19) oraz (5.13), nastepujaca:

al ., - 1
> (anlxaoe) + G+ n L) ) ) =0 521)
n=1
gdzie
C, = C,/(xmaz — xmin) (5.22)
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Zatem na poziomie obserwowanym, dla kazdegon = 1,2, ..., N, otrzymujemy zasade strukturalng w
postaci4:

— () xe) + o 0B ) G (an(xe)) = 0. (5.24

Korzystajac z (5.17) w (5.24) otrzymujemy:

2 x x ~
o DB FID) ) g (40(x) +4Co (5.29

Ponizej, dla uproszczenia zapisu pominiemy przy rozwiazywaniu réwnania (5.25) oznaczenie argu-
mentu x. w amplitudzie g,,. Zapiszmy (5.25) w postaci:

Qi _  d[3a Fulan)]
4n Kk [% Q?L q':‘n(Qn)] + Cn

Rozwiazujac powyzsze réwnanie rézniczkowe otrzymujemy kolejno:

(5.26)

2Ingq, + aln = éln (g qﬁ &, (qn) + C’n)
i po przeksztatceniu:
2k 1In a;;qn =1In (gqi &, (qn) + én> ,
gdzie o, jest w ogélnosci zespolong stala catkowania oraz stata o, = exp(a, /2), skad:

2 _é 2 2k A
@2(x0) &, an) = = (@262 = Cu) (527)

gdzie (w ogélnosci zespolona) stata a2 = «, 2%. Zatem w rezultacie otrzymaliémy obserwowang in-
formacje strukturalna, &F,, (g, (xc)), jako znana funkcje amplitudy g, (x.).

Réwnanie generujace z x: W koncu, korzystajac z (5.17) oraz z (5.27), otrzymujemy réwnanie roz-
niczkowe dla ¢, (x.):

0o (xc) = 22 () . (5.28)

Podsumowanie: Wariacyjna oraz strukturalna obserwowana zasada informacyjna zostaly zapisane
w postaci uktadu réwnan (5.17) oraz (5.24), ktéry rozwiazujac, dat w rezultacie szukana postac (5.28)
réwnania generujgcego amplitude ¢, (x.). Znalezienie postaci tego réownania bylo posrednim celem
metody EFL

Warunek analitycznosci i metrycznosci: Z postaci (5.28) widaé, ze skoro amplituda ¢, (x) jest funk-
cja rzeczywista, zatem stata o2 musi byé rzeczywista. Rozwigzanie réwnania (5.28) znajdziemy wtedy,
gdy wspdlczynnik efektywnosci wynosi:

k=1, (5.29)

*Gdyby nie wycalkowaé w (5.18) I przez czesci, wtedy z (3.40) i po skorzystaniu z postaci kinematycznej pojemnosci,
zasada strukturalna na poziomie obserwowanym mialaby postac:

0a° (x0) + 0 ) F (0 (x0)) = 0. (5:23)
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czyli dla przypadku, gdy zasada strukturalna dla uktadu jest konsekwencja analitycznoéci logarytmu
funkcji wiarygodnosci (3.1) oraz metrycznosci przestrzeni statystycznej S.
W przypadku x = 1 obserwowana informacja strukturalna (5.27) przyjmuje prosta postac:

G (Xe) F (4 (xe)) = 4(aign(xc) = Cn) (5.30)
a calkowa posta¢ ST jest nastepujaca:

N

N
QO,) = 4/dx6 D algh(xe) — 4> C, (5.31)
n=1

n=1

co po skorzystaniu z unormowania kwadratu amplitudy:

/ dxe g2 (xe) = / dxe pp (x¢) =1, (5.32)

daje:
N N
QO) =4 (0 —Cp)=4> ol —C. (5.33)
n=1 n=1
N
W ostatnim przejéciu w (5.33) skorzystano z postaci stalej C' =4 > C,, wprowadzonej w (5.18).
n=1

Réwnanie generujace: Dla rozwazanego przypadku £ = 1, réwnanie generujace (5.28) ma postac:

"

Qn(xe) = O‘?z‘]n(xs) : (5.34)

Sprawdzenie rachunkow: Wstawiajac (5.34) do (5.18), otrzymujemy nastepujaca posta¢ pojemnosci
informacyjne;j:

N
I(0) =-4) ol +C, (5.35)
n=1

co wraz z (5.33) oznacza sprawdzenie poprawnosci rachunku, poprzez spelnienie przez otrzymane
rozwiazanie oczekiwanego strukturalnego warunku 7 + @ = 0, zgodnie z (3.45).

Rozwiazanie réwnania generujacego: Kolejnym etapem analizy jest rozwiazanie rownania gene-
rujacego (5.34).

Najogolniejsza posta¢ amplitudy ¢, (x.) bedacej rozwiazaniem réwnania (5.34) jest przy warunku
XM < x. < xM jak w (5.10), nastepujaca:

qn(x¢) = Bpexp (anx) + Dyexp (—apx.) , x™" <z <x™® B, D, = const. (5.36)

Poniewaz stata o2 jest rzeczywista, zatem wprowadzajac nowa rzeczywista staka 3, moina a;, przed-
stawi¢ jako «,, = (3, i wtedy rozwiazanie (5.36) ma charakter czysto eksponencjalny:

qTL(XE) = By exp (ﬁnxe) + Dy exp (_/ane) ) (537)

badz jako «,, = if3,, i wtedy rozwiazanie (5.36) ma charakter czysto trygonometryczny:

qn(xc) = Bpexp (iBnxc) + Dy exp (—ifBnxc) - (5.38)
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Warunek normalizacji dla amplitud: Tak okreslone funkcje musza by¢ dopuszczalne jako amplitudy
prawdopodobienistwa, zatem musza spetnia¢ warunek normalizacji dla gestosci prawdopodobien-
stwa (5.32).

Zak6izmy), ze warto$¢ fluktuacji energii x, nie jest ograniczona od goéry, co zrealizujemy jako dazenie
x"* do nieskonczonoéci. Jednak kwadrat funkcji trygonometrycznej nie moze by¢ unormowany do
jednosci dla x"** — oo, zatem funkcja trygonometryczna (5.38) nie jest dopuszczalnym rozwiaza-
niem.

Pozostaje wiec rozwiazanie eksponencjalne (5.37). Poniewaz jednak warunek unormowania (5.32)
ma by¢ zadany na przedziale otwartym x™" < x, < oo, zatem cze$¢ rozwigzania z dodatniag eks-
ponenta musi by¢ odrzucona ze wzgledu na jej rozbieznoéé¢ do nieskonczonoéci. Skad otrzymujemy
zadanie, ze dla 3,, > 0 stata B,, = 0.

Podsumowujac, szukana posta¢ amplitudy jest wiec nastepujaca:

Gn (%) = Dpexp (—Bnxc), Bn€Ry, x™"<x <oo. (5.39)
7 powyiszego i z warunku normalizacji (5.32) ff;m dxc g2 (x¢) = 1, wyznaczamy stala D,,, otrzymu-
jac:

Dy, = \/2Bn exp (Bn szn) : (5.40)

Ostateczna posta¢ amplitudy: Rozwiazanie to zostato otrzymane dla przypadku 8, = «, € R4,
zatem ostateczna postacia (5.36) jest:

dn (X¢) = V2, exp [an (X?“" - Xe)] , an € Ry . (5.41)

Zauwazmy, ze o, jest w jednostkach [c/energial.

Koncowa posta¢ pojemnosci informacyjnej: W koricu mozemy wyznaczyc pojemnos¢ informacyjna.
Wstawiajac (5.41) do (5.11), otrzymujemy:

I(0) =4 ap>0, a, Ry, (5.42)

co po poréwnaniu z (5.35) daje warto$¢ stalej C' réwna:

N
C=8» al. (5.43)
n=1

Uwaga o stabilnosci rozwiazania: Warunek dodatniosci pojemnoéci informacyjnej otrzymany w
(5.42), dla pojemnosci informacyjnej zwiazanej z dodatnia czescia sygnatury metryki Minkowskiego,
jest istotnym wynikiem z punktu widzenia teorii pomiaru. W rozwazanym przykladzie analizy esty-
macyjnej wartosci oczekiwanej energii czastki gazu, zostal on otrzymany na gruncie samospdjnego
rozwiazania réwnan rézniczkowych [49] informacyjnej obserwowanej zasady strukturalnej oraz za-
sady wariacyjnej. Niespelnienie tego warunku oznacza niestabilno$¢ badanego uktadu.

Z kolei, wstawiajac otrzymana warto$¢ statej C' do (5.33) otrzymujemy:

N
QO) =-4) ol <0. (5.44)
n=1
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Natomiast sam problem wariacyjny (5.14), ktéry mozna wyrazié¢ po skorzystaniu z postaci Q(0¢) w
(5.33) w postaci:

N
%”<u@g+4zyﬁ—c>:0, (5.45)
n=1

jest ze swojej natury nieczuty na warto$c stalej C.

Uwaga o randze amplitudy N: Istotnym zagadnieniem metody EFI jest wielkos¢ préby N pobra-
nej przez ukltad, tzn. ranga N amplitudy. Do sprawy liczby amplitud ¢,, wchodzacych w opis uktadu
podejdziemy w najprostszy z mozliwych sposobdéw, sugerujac stosowanie dwéch prostych i niewy-
kluczajacych sie kryteriow:

(1) KRryterium minimalizacji / ze wzgledu na range amplitudy N [8]. Tzn. przy zachowaniu wa-
runku I > 0, (2.225), ranga N moze na tyle spas¢, zeby istnialo jeszcze samospdjne rozwiazanie
rownan czastkowych strukturalnej i wariacyjnej zasady informacyjne;j.

Rryterium to nie oznacza nie realizowania rozwiazan z wi¢ksza niz minimalna liczba V.

(2) Rryterium obserwacyjne wyboru rangi amplitudy wiaze si¢ z wyborem takiej wartosci NV, dla
ktérej otrzymane rozwiazanie ma realizacje obserwowana w eksperymencie. We wspoétczesnych teo-
riach fizyki statystycznej oraz teoriach pola, realizowane sa rozwiazania z niskimi wartosciami rangi.
Fakt ten zauwazyliémy juz w Rozdziale 4 dla modeli teorii pola.

Rozwazany w biezacym rozdziale przyktad rozktadu energii pozwala na ilustracje kryterium (1). W
kolejnym z rozdzialéw znajdziemy rozwiazanie EFI dla rozktadu predkosci czasteczki gazu, stosujac
réwniez kryterium (1). Obok stacjonarnego rozwiazania Maxwella-Boltzmanna z N = 1, wskazemy
na fizycznag interpretacje rozwiazan z N > 1.

Zastosowanie kryterium (1) dla rozktadu energii: Zauwazmy, ze poniewaz wszystkie o, w (5.42) sa
rzeczywiste, zatem, przy zatozeniu braku wplywu nowych stopni swobody na poprzednie, pojem-
no$¢ informacyjna I wzrasta wraz ze wzrostem N. Zgodnie z kryterium (1), przyjmijmy dla rozwaza-
nego przypadku rozktadu fluktuacji energii, ze:

N=1. (5.46)

Jedyny wspdlczynnik «; oznaczmy teraz o, natomiast parametr O, = (6¢;) = b..
Zatem z (5.41) mamy amplitude:

q(x0) = V2aexp [ (xmm — xe)] . (5.47)
ktérej odpowiada rozklad gestosci prawdopodobienistwa fluktuacji energii x:

p(x) = ¢% (x0) = 20vexp 20 (x"" —x)] , a€R;. (5.48)

Rozklad gestosci prawdopodobienstwa energii € czasteczki jest koncowym punktem analizy obec-
nego rozdziatu. Poniewaz zgodnie z (5.1) mamy:

=0 +xc, 6—0§y6<c>o, dla x™" < x, < o0, (5.49)
c
gdzie € /c = 0, + x™". Zatem de/dx. = c, skad rozktad dla zmiennej ¢ ma posta¢:

1 Q
p(e) = p(xc) de/dx,| = 2; exp[—2a (e —€p) /c] , € <e< 0. (5.50)
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Pozostalo jeszcze okreslenie statej . Poniewaz warto$¢ oczekiwana energii wynosi:

+oo

(E) =cb. = / dep (€) €, (5.51)

€0
wiec wstawiajac (5.50) do (5.51) otrzymuje sie:
20 =c((E)—e) b . (5.52)

Zwro6¢my uwagg, ze z (5.51) wynika po pierwsze, ze F jest estymatotem wartosci oczekiwanej (E)
energii czastki:

(E)=F, (5.53)

a po drugie, ze jest on nieobciazony.

Szukany rozklad gestosci prawdopodobienstwa energii czastki ma zatem postac:

) (B)—e) Tt exp[—(e—e) /({(E) —«)] dla e>e
ple) = { 0 da e < e : (5.54)

gdzie w drugiej linii po prawej stronie zaznaczono fakt nie wystepowania czastek z energia mniejsza
niz €. Rozklad (5.54) jest konicowym rezultatem metody EFI. Jego postac¢ daje zasadniczo rozktad
Boltzmanna dla energii czasteczki w gazie.

Rozklad Boltzmanna dla energii czasteczki: Aby domkna¢ temat od strony fizycznej zauwazmy,
ze energia catkowita czasteczki wynosi € = €y, + V, gdzie €g;, jest energia kinetyczna czasteczki a
V' jej energia potencjalna. Do potencjalu V' mozemy doda¢ pewna stala np. €y, nie zmieniajac przy
tym fizycznego opisu zjawiska, zatem po przesunieciu € o € otrzymujemy:

e0=0 oraz €>0. (5.55)

7 kolei, dla czastki gazu poruszajacej si¢ bez obrotu, twierdzenie o ekwipartycji energii moéwi, ze:

kT

(B) =",

(5.56)
gdzie T jest tempetatura bezwzgledna gazu. Wstawiajac (5.55) wraz z (5.56) do (5.54) otrzymujemy:
p(e) = (3kT/2) e 2/3KT >0, (5.57)

czyli wlasciwa posta¢ rozktadu Boltzmnna dla energii czasteczki w gazie o temperaturze 7.

Informacja Fishera dla 6. i DORC dla estymatora (E): W przypadku N = 1 oraz skalarnego para-
metru 6., pojemno$¢ informacyjna (5.42) jest réwna informacji Fishera I dla tego parametru. Gdy
dolne ograniczenie na energie czastki wynosi €y = 0, otrzymujemy po skorzystaniu z (5.52) oraz (5.44)
nastepujacy zwiazek:

Ip() =I(0) = —Q(f.) =4a* = —— > 0. (5.58)



7. Rozdzialu 2.8.1 wiemy, ze estymacja powyzszego parametru oczekiwanego 6., dualnego do 2q,
dla standardowego rozkladu eksponentialnego, a takim jest rozktad Boltzmanna, spelnia DORC w
Twierdzeniu Rao-Cramera. Zatem wariancja estymatora tego parametru wynosi:

1 (E)”

o?(.) = ) @ (5.59)

skad otrzymujemy wariancje estymatora (5.53) éredniej energii czastki, réwna:

o2 <</E\>) — (B)? . (5.60)

Na tym konczymy analiz¢ metody EFI dla rozktadu Boltzmanna.

Uwaga o réwnowadze statystycznej w metodzie EFI: Biorac pod uwage ograniczenia narzucone na
normalizacje (5.32) i skoriczono$¢ wartoéci oczekiwanej (5.51) rozktadu, metoda EFI wyznacza rozktad
przy narzuceniu zasad informacyjnych. Poprzez obserwowana zasade strukturalna dokonuje ona, dla
gladkiej funkcji wiarygodnoéci, separacji cztonu estymacyjnego dla parametru 6. zwiazanego z ge-
stodcia pojemnodci i, ktorej calka I jest sladem po metryce Rao-Fishera przestrzeni statystycznej S,
od cztonu strukturalnego q. Jest to wyrazem zasady Macha. Natomiast poprzez zasade wariacyjna,
metoda EFI dokonuje stabilizacji rozwiazania, wybierajac najmniejsza odlegltos¢ (liczona wzdluz geo-
dezyjnej w przestrzeni statystycznej S) wyestymowanego stanu uktadu od stanu zaobserwowanego.
Geometria S zalezy od pojemnosci kanatu informacyjnego I wyliczonej z uwzglednieniem jej zalez-
noéci od informacji strukturalnej Q.

Uwaga: W zwiazku z powyzszym oraz poprzednio podanym kryterium (1) doboru rangi amplitudy
N poprzez minimalizacje I, pojawia sie nastepujace, ogélne spojrzenie na estymacyjny charakter me-
tody EFL

Estymacja metoda EFI oznacza wybdr réwnan generujacych rozklad (lub réwnan ruchu) na skutek
dziatania dwo6ch czynnikéw. Pierwszy z nich wymaga, po pierwsze wzrostu informacji o ukladzie
zawartej w gestoéci pojemnosci informacyjnej i’ okrelonej w (3.42) oraz (3.43), ale tylko na tyle na ile
wymaga tego, zawarta w zasadzie strukturalnej i+C+rk q = 0,(3.43), struktura uktadu opisana gesto-
$cig informacji strukturalnej g, (3.23), przy, po drugie jednoczesnej minimalizacji catkowitej fizycznej
informacji K = I + @Q, (3.31). Oszacowanie poszukiwanego réwnania nastepuje wiec na skutek zada-
nia samospojnosci rozwiazania dwoch rézniczkowych zasad informacyjnych, (3.43) oraz (3.44).
Natomiast oczekiwana zasada strukturalna I + xQ) = 0, (3.33), jest w mysl zwiazku (3.45) drugim,
metrycznym czynnikiem, domykajacym powyzsza rézniczkowa analize statystyczna doboru modelu.
Dzieli ona modele statystyczne na dwie grupy: modele metryczne, réwnowazne zgodnie z (3.45) mo-
delowi analitycznemu z metryka Rao-Fishera oraz modele, ktére nie spelniaja zasady (3.45), czyli
nieréwnowazne modelowi z metryka Rao-Fishera.

Zwiazek EFI oraz ME dla standardowego rozktadu eksponentialnego: Poprzednio otrzymali$my
rozktad Boltzmanna (2.258) jako szczegolny przypadek rozwiazania zasady maksymalnej entropii
(ME), realizowany w sytuacji warunku normalizacji oraz istnienia jedego parametru obserwowanego,
ktérym jest Srednia wartos¢ energii czastki. Szczegélna postac standardowego rozktadu eksponential-
nego oraz te same warunki brzegowe sa przyczyna otrzymania tego samego rozwiazania w metodzie
EFI oraz ME. W ogd6lnoéci metoda EFI wykracza poza cala klase modeli eksponentialnych metody
ME.
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5.1.4 Model Aoki-Yoshikawy dla produkcyjnosci branz

Model Aoki i Yoshikawy (AYM) zostal opracowany w celu opisu produkcyjnosci branz kraju
[50, 51]. Rozwazmy ¢g ekonomicznych sektoréw. Sektor i-ty jest scharakteryzowany przez czynnik
wielkosci produkcji n;, tzn. liczebno$¢, oraz zmienng poziomu produkcyjnosci A, tzn. wydajnosé
jednostkowa, przyjmujaca wartoéci a;.

Niech liczebnos¢ n; bedzie liczba aktywnych pracownikéw w i-tym sektorze, co oznacza, ze praca
(robocizna) jest jedynym czynnikiem produkcyjnym. Zmienna losowa w AYM jest poziom produkcyj-
nosci A, ktérej rozklad jest okreslony poprzez pare (a;,n;), i = 1,2..., g.

Unormouwanie jako pierwszy warunek modelu: Zat6zmy, ze catkowity zaséb czynnika wielkosci
produkcji, tzn. liczba dostepnych pracownikéw, jest w ekonomii zadany jako wielko$¢ egzogeniczna,
czyli nie kontrolowana od wewnatrz lecz zadana z zewnatrz. Niech jego wielkoé¢ jest réwna n, co
traktujemy jako pierwsze ograniczenie w modelu, tak, ze zachodzi:

g
Z ng=mn. (5.61)
i=1

Sektory. Uporzadkujmy wielkoé¢ produkcyjnosci a; w sektorach od najmniejszej do najwiekszej:

a; <az < ..<ag. (5.62)

Poniewaz a; jest poziomem produkcyjnosci i-tego sektora, zatem uzysk (warto$¢ produkcji) w i-tym
sektorze wynosi:

Zp = Q3 Ny . (563)

Zatem calkowity uzysk z w ekonomii kraju wynosi:

g g
z:Z%:Zaini ) (5.64)
i=1 i=1

Drugi warunek modelu: Wiekos¢ z jest interpretowana jako produkt krajowy brutto (PKB).
Zaozeniem AYM dla wartoéci PRB jest ustalenie wartoéci z poprzez egzogenicznie zadany agregatowy
popyt D (demand), tzn.:

z=D. (5.65)

Zatem drugie ograniczenie w modelu ma postac:

g
> aini=D. (5.66)
=1

Celem metody EFI dla modelu AYM jest, po pierwsze wyznaczenie réwnania generujacego, a po
drugie, teoretycznego rozktadu liczebnos$ci dla zmiennej poziomu produkcyjnosci A, tzn. okreélenie
wektora obsadzen:

n = (ny,ng,..,ng) . (5.67)

Poréwnanie analizy dla AYM oraz rozktadu Boltzmanna: Rozwazane zagadnienie jest odpowied-
nikiem poprzedniego zagadnienia zwigzanego z okresleniem rozkladu prawdopodobienistwa energii

131



czastki gazu. Mozna je okreséli¢ jako zagadnienie rozmieszczenia n czastek gazu na g poziomach ener-
getycznych ¢; w warunkach réwnowagi statystycznej, w taki sposéb, ze zachowane sa, liczba czastek:

zg: n;=n (5.68)

=1

oraz catkowita energia gazu &:
g 9 £
ini=& lub (E)=) —e=—. 5.69
;6 n ub  (E) ; 6= (5.69)

Zatem poziom produkcyjnoéci a; jest analogiem poziomu energetycznego ¢;, natomiast ograniczenie,
ktore dat w AYM popyt D jest analogiem ograniczenia pochodzacego od wartoéci catkowitej energii
£ gazu.

Dokonajmy nastepujacego przyporzadkowania pomiedzy wielkoéciami opisujacymi rozktad energii
czastki gazu oraz rozklad poziomu produkcyjnosci. Po lewej stronie przyporzadkowania “<” jest wiel-
kos¢ dla energii czastki, po prawej dla produkcyjnosci pracownika. Strzatki — w nawiasach oznaczaja
przejscie od ciggtego do dyskretnego rozktadu zmiennej (lub na odwr6t).

Zatem, zmiennej energii czastki £ odpowiada poziom produkcyjnosci pracownika A:
E=(ec—¢)< A=(a;—a). (5.70)

Rozktadowi prawdopodobienistwa zmiennej energii czastki p(¢) odpowiada rozklad pozioméw pro-
dukcyjnosci pracownika p(a):

(PO =P =) & (pi =" = pla) - (571)

Normalizacje rozkladow sa sobie przyporzadkowane nastepujaco:

(/ dep(e) =1 — Zpei = 1) “ (Zpl =1— / dap(a) = 1) . (5.72)
€ i=1 i=1 Va

Wartoéci oczekiwanej energii czastki odpowiada warto$¢ oczekiwana warto$¢ produkcyjnoéci pra-
cownika:

0. = (F) = (/y dep(e) e — ZT:;Q> « (sz-ai —>/y da p(a) a) =(A) =04, (5.73)
e i=1 i=1 a

przy czym w AYM warto$¢ oczekiwana produkcyjnosci jest zadana jako:

(A)=D/n . (5.74)

Okreslenie zmiennej addytywnych fluktuacji: Aby analiza w AYM mogla przebiega¢ dokladnie tak
samo jak dla rozktadu Boltzmanna, musimy dokonac jeszcze jednego przejscia po stronie produkcyj-
nos$ci, a mianowicie przejé¢ od poziomu produkcyjnosci A do jej fluktuacji X, od wartosci oczekiwa-
nej (A), tzn. dokona¢ addytywnego rozkladu: Y, = A = (A) + X,,.
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Odpouwiedni analog pomiedzy fluktuacjami energii i produkcyjnoéci ma wiec nastepujaca postac: Dla
energii czastki zachodzi (5.1):

€ € ,
yEZE:9€+X€7 ;Ogyegoo, xM" < xe < 00, (5.75)

gdzie skorzystano z zalozenia o nieograniczonosci od géry fluktuacji energii (por. (5.39) wraz z dyskusja
zawarta powyzej), natomiast dla produkcyjnoéci pracownika zachodzi:

Ya=a=04+%x,, ayg<y,< o0, Xmi":ag—HAgxa<oo. (5.76)

a

Roéwnanie generujace amplitude produkcyjnosci: Mozemy teraz przenie$¢ powyzsza analize EFI dla
rozktadu Boltzmanna na grunt modelu AYM. Zatem wychodzac z zasady wariacyjnej (5.14) oraz struk-
turalnej (5.21) i odpowiednich analogéw pojemnosci informacyjnej (5.11) oraz informacji struktural-
nej (5.13), otrzymujemy zgodnie z analizg Rozdziatu 5.1.3 réwnanie generujace rozklad produkcyjnosci
(5.34), ktére dla wielkosci préby N = 1 ma postac:

d*q(xa)
dx2

= o%q(xa) . 679
gdzie q(x,) jest amplituda rozkltadu fluktuacji produkcyjosci, a o rzeczywista stata.

Rachunki analogiczne do przeprowadzonych pomiedzy (5.34) a (5.54), z warunkiem normalizacji (5.72),
ktére poprzednio doprowadzily do amplitudy (5.47) rangi N = 1, daja nastepujace rozwiazanie row-
nania (5.77) na amplitude fluktuacji produkcyjnoéci X, w zakresie (5.76):

1 (D/n) —ap + X4

q(Xa) = \/D—/neXp [— 2D/n

oraz w analogii do (5.54), rozkltad gestosci produkcyjnosci A:

1 a—a
vy = { mm e (CoiEs)  da ez (5.79)
0 dla a<ag

a

] dla x™" =qg— 04 < x4 < 00 (5.78)

gdzie w drugiej linii po prawej stronie zaznaczono fakt nie wystepowania produkcyjnosci mniejszej
niz ag. Rozklad (5.79) jest koricowym rezultatem metody EFI dla modelu AYM produkcyjnosci.

Porownanie wynikéw metody AYM oraz EFI: Aby postaé rozktadu (5.79) oddata w pelni wynik
Aoki i Yoshikawy®, nalezy powrécié do dyskretyzacji wartoéci a — a; zmiennej A.

Rozwiazali oni powyzszy problem stosujac metode mnoznikéw Lagrange’a z warunkami ograniczaja-
cymi (5.61) oraz (5.66). Nastepnie zatozyli [50], ze wartosci produkcyjnosci sa dyskretne, tworzac ciag
arytmetyczny:

a;=1ag gdzie i=1,2,....9, (5.80)

gdzie a¢ jest najmniejsza produkcyjnoécia.

SOmoéwienie metody Aoki i Yoshikawy zamieszczono na koricu obecnego rozdziahu.

133



Wzgledny popyt agregatowy r: W koncu, przy zalozeniach, po pierwsze, ze liczba dostepnych sek-
toréw produkcyjnoéci jest bardzo duza, tzn. g >> 1 oraz po drugie, ze:
D/n

ao

r

: (5.81)

tzn. agregatowy popyt przypadajacy na jednego pracownika D /n odniesiony do najmniejszej pro-
dukcyjnosé ap, jest bardzo duzy, Aoki i Yoshikawy otrzymali wynik [50, 51}:

n 1 (r—1\"_ 1 1 _

P(iln*) = *+ ~ ~A(-+—=5)e v, i=1,2,.. 1 5.82
)= 2 (T ) MG et sl e (582
edzie n}, 1 = 1,2, ..., g, sa wspdlrzednymi n; wektora obsadzen (5.67), przy ktérych prawdopodo-
bienstwo pojawienia si¢ tego wektora obsadzen jest maksymalne.

Whynik analizy metoda AYM: Rezultat (5.82) podaje prawdopodobieristwo, ze losowo wybrany pra-
cownik jest w i-tym sektorze produkcyjnosci, o ile gospodarka znajduje sie w stanie okreslonym
wektorem obsadzen n* = (nj,ni, ..., n;)

Przejécie do rozktadu dyskretnego dla wyniku EFI: Aby poréwnac¢ wynik (5.82) otrzymany w AYM
z wynikiem (5.79) otrzymanym w metodzie EF, przejdzmy w (5.79) do rozkladu dyskretnego. W tym
celu musimy wycatkowad wynik EFl w przedziale (a;, a;+1), przy czym od razu zalozymy, ze zachodzi
a; = i ag, (5.80). W rezultacie otrzgmujemy®:

(i+1)ao ‘
P (i) = / dap(a)= (1—e /O D) e DD @l =g (5.84)

iao

Poréownanie modeli dla ag = 0. Niech da jest stala szerokoscia sektoréw produkcyjnosci. Wtedy, w
przypadku gdy ap = 0, wzér (5.54) metody EFI prowadzi w miejsce (5.84) do rozktadu:

ida s
P(z’)—/ da p(a) = (—l—i—el/r)e_’/r, i=1,2,... dla a9g=0, (5.85)
(i—1)da
gdzie zamiast (5.81) wprowadzili$my:
D/n
r= 5.86
" da ’ (5.86)

jako agregatowy popyt przypadajgcy na jednego pracownika D /n odniesiony do szerokosci sektora
produkcyjnosé da. W granicy 7 >> 1 z (5.85) otrzymujemy:

. 1 1 i/ _ -
P(z)z(f—|—2f2>e’/’", i=1,2,..., dla a=0, 7>>1. (5.87)

6 Przyjmujac, ze 7 >> 1, otrzymujemy, w podanych granicach, nastepujacy rozklad prawdopodobienstwa produkcyj-
noéci pracownika:

1 1 _i 1
P(z)%(;—kﬁ) (e T4 ;) dla ¢=1,2,... oraz ap >0, r>>1. (5.83)
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Whiosek z poréwnania wynikéw metody AYM oraz EFI: W granicy duzych 7 oba wyniki sie scho-
dza. Jednakze granice najmniejszej produkcyjnoéci ag metoda EFI ujmuje inaczej niz AYM. To znaczy,
formula EFI (5.87) daje dla ap = 0 inna kwadratowa poprawke w 7 niz rezultat (5.82) modelu AYM
dla r = 7 oraz ag — 0.

Uwaga: Ponadto wynik (5.85) jest dokladny, natomiast w AYM dyskretyzacja poziomu produktyw-
nosci jest tylko wybiegiem technicznym, gdyz zmienna ta jest z natury ciaglta, do czego i tak w koncu
odwoluje sie¢ metoda AYM przy wyznaczaniu mnoznikéw Lagrange’a, przechodzac z powodéw ra-
chunkowych w (5.61) oraz (5.66) z g do nieskoriczono$ci.

Uzupelnienie: Analiza Aoki i Yoshikawy dla produkcyjnosci. Podajmy sposéb wyprowadzenia rozkladu
wektora obsadzen w AYM metoda czynnikéw Lagrange’a [51]. Wprowadzmy wektor H™ indywidualnych
przypisan, posiadajacy tyle sktadowych ilu jest pracownikéw w calej gospodarce kraju:

H™ = (Hy,H,,...H,) =h = (hy,ha, ..., hy) . (5.88)

Kazda ze wspélrzednych H;, i = 1,2, ..., n, moze przyjmowac wartodci h; = s, gdzie s € {1,2, ..., g}, co ozna-

cza, ze i-ty pracownik jest aktywny w s-tym sektorze gospodarki. Zatem wektor h podaje jedna konfiguracje

indywidualnych przypisan. Jedli ustalimy wektor obsadzen n, (5.67), to liczba W réznych h (indywidualnych

konfiguracji przypisan), realizujacych ten sam ustalony wektor obsadzen n, wynosi [52]:
n!

Hg pnal

Boltzman zauwazyl, ze gdy uktad znajduje sie w réwnowadze statystycznej to, prawdopodobiefistwo 7(n), ze

W (H|n) = (5.89)

znajduje sie on w stanie o okreslonym wektorze obsadzen n (tzn. ze pojawil sie taki wlasnie wektor obsadzen),
jest proporcjonalne do liczby jego mozliwych realizacji, tzn. do W(H|n). Zatem:

1”1' —1 15!

" ! " n!
() = W (Hln) P(H]) = 1 — le— S Vil (5.90)
=177 =

gdzie K jest wlasciwa normalizacyjna stala, a p jest prawdopodobieristwem zajecia przez i-tego pracownika
okreslonego s-tego sektora obsadzen, ktdre zostato przyjete jako takie samo dla wszystkich indywidualnych
konfiguracji tych obsadzeri. W celu rozwiazania postawionego problemu maksymalizacji prawdopodobien-
stwa 7(n) z warunkami (5.61) oraz (5.66), rozwiazujemy ponizszy uklad ¢g réwnan:

88 llnw +v <an —n) - B (;ami —D)] =0, (5.91)

otrzymujac jako rozwiazanie wektor obsadzen n:

ni=n;=e"e P i=12..,g. (5.92)

Stale v oraz 3 otrzymujemy wykorzystujac (5.92) w (5.61) oraz (5.66).
Uwaga: Aby zapisa¢ [[7_; n;! w formie nadajacej si¢ do minimalizacji, korzystamy z przyblizenia Stirling’a:

In [H ni!] ~ Zni(ln n; —1), (5.93)

stusznego dla duzego ukladuzn >> 1 orazn; >> 1,i =1,2,...,g

Uktad w réwnowadze statystycznej: Przedstawiona w tym przypisie metoda znajdowania roz ktadu w réwno-
wadze statystycznej zaktada spelnienie hipotezy wyrazonej réwnaniem (5.90) i méwiacej, ze wszystkie stany
opisane wektorem indywidualnych przypisari H™) , a spetniajgce warunki (5.61) oraz (5.66) sq réwnie
prawdopodobne. Rozklad opisany wektorem n* jest w tym ujeciu sednem definicji rozktadu, bedacego w
réwnowadze statystyczne;.
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5.1.5 Rozklad Maxwella-Boltzmanna dla predkosci

Ponizej wyznaczymy rozkladu predkosci czasteczki w gazie. Wychodzac z informacji Fishera (5.7)
dla pedu oraz postugujac si¢ wariacyjna i strukturalna zasada informacyjna (5.9) otrzymamy réwna-
nie generujace i znajdziemy jego rozwiazania, tzn. posta¢ amplitud dla rozktadu predkosci.

Wartos¢ wspétczynnika efektywnosci: Ze wzgledu na sp6jnosé rozwazan dla czterowektora pedu,
przyjecie wspdtczynnika £ = 1 w rozwazaniach dla energii skutkuje przyjeciem x = 1 w analizie dla
rozkladu pedu.

Pojemnoé¢ informacyjna parametru O s zostala podana w (5.7):
N 3 N
> Ign(Xy)
1(95):—4/depzz< 0o ,
© n=1k=1 Pr

gdzie znaczenie znaku “minus” w definicji pojemnosci informacyjnej dla czeéci pedowej zostalto omo-
wione w Rozdziale 5.1.2.

Informacja strukturalna i zalezno$¢ ,, od amplitudy oraz predkoséci: @ dla parametru ©5 ma
postac:

N

Q(03) = [ 4% d%) F (%) ). (599
X, 1

Woprowadzenie do obserwowanej informacji strukturalnej &, (¢, (X,,), X,,) jej jawnej zaleznodci nie

tylko od amplitud ¢y, ale réwniez od pedu X, pozwala na rozwazenie szerszego zakresu zagadnien

niz to miato miejsce dla przypadku rozktadu energii, mianowicie pozwala na rozwazenie rozwiazan

nieréwnowagowych.

Obserwowana, strukturalna zasada informacyjna: Podobnie jak to uczyniliSmy w (5.18) dla energii,
tak i teraz dla pojemnosci informacyjnej I (©), (5.7), dokonamy catkowania przez czesci. Zaktadajac
dodatkowo, ze amplitudy dla predkosci g, (X,) znikaja w + nieskonczonosci, oczekiwana struktu-
ralna zasada informacyjna ?’(@5) + égg + £ q(Og) = 0 w (5.9) przyjmuje postac:

. V3 (R, | 1
i'(0g) +q(0g) =4 |an(X,) g 7 n(R) Falan(Xo), %o) | =0, (5.95)
n=1 Pk

4
k=1

gdzie fakt, ze 65 = 0, nie wnoszac tym samym wkladu w powyzsza zasade strukturalng, wynika ze
znikania amplitud w nieskonczonosci.

Wariacyjna zasada informacyjna w (5.9) przyjmuje postac:

2
S (1(05) +Q(03) =4/ dpo[ S (%) >ofn<qn<>zp>,>zp>] ~0.(96)
n=1

Oz,

Réwnania Eulera-Lagrange’a: Rozwiazaniem N-funkcyjnego problemu wariacyjnego (5.96) jest uktad
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rownan Eulera-Lagrange’a:

3 N N — N
S0 (G X)) OMmG) K)oy (5.97)
= 075, \ 9 (ngs;@)) Ign (%)
gdzie
o o > GQTL()E@) 2 1 2 - o
£ (0a(%0), Ro) = 4| =30 (T2 422 (%) Folan(R), Ry) (5:98)
k=1 Pk

jest gestoscia informacji fizycznej (4.7) zdefiniowana w Rozdziale 4.2.

Nieujemno$c¢ k: Zauwazmy, ze z (5.98) i z zadania nieujemnosci informacji fizycznej k na poziomie
obserwowanym, wynika:

F,(qn(Xp), %) > 0, (5.99)

tzn. nieujemnosc obserwowanej informacji strukturalnej w analizie estymacyjnej wartosci oczeki-
wanej pedu czgsteczki gazu.

Uwaga: Ponizej, ze wzgledu na uproszczenie zapisu, pominiemy zaznaczenie fluktuacji pedu X, w
argumencie amplitudy ¢, (X,).

Uklad réwnan rézniczkowych: Dla kazdego n = 1,2, ..., N, zasada strukturalna (5.95) jest na pozio-
mie obserwowanym nast¢pujaca:

82n
qnz 1 nofn<qn,xp>—o (5.100)

Natomiast kazde z N réwnan Eulera-Lagrange’a (5.97) ma posta¢ nastepujacego réwnania rézniczko-
wego:

3
Z B 18(4qn<fn(qn,xp)) . (5.101)

n
Réwnanie strukturalne (5.100) wraz z réwnaniem Eulera-Lagrange’a (5.101) postuzy do wyprowadze-
nia réwnania generujacego rozktad Maxwella-Boltzamnna.
Wyprowadzenie rownania generujacego: Réwnania (5.100) oraz (5.101) pozwalaja wyeliminowad
wystepujaca w nich sume, dajac réwnanie:

10(32 Fplan,Xp)) 102 Fp(gn, %)

5 oan = o ) (5.102)
ktére po obustronnym scatkowaniu prowadzi do rozwiazania:

Ly oy 2 2

1 I Fnlan, Xo) = @y fu (Xp) (5.103)
lub

Fp(qn, Xp) =4 fn (Xp) 2 0. (5.104)
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Funkcja f,,(X,,) nie zalezy od amplitudy ¢, i pojawita si¢ w wyniku calkowania réwnania (5.102)
jako pewna stala calkowania w znaczeniu jej niezaleznoéci od amplitudy ¢,,. Zaznaczona nieujem-
no$c¢ funkcji f,, (X,) w jej dziedzinie wynika z nieujemnosci &F,, (¢n, X,) otrzymanej w (5.99).

Réwnanie generujace: Wykorzystujac (5.103) w (5.100) eliminujemy obserwowana informacje struk-
turalng, otrzymujac réwnanie generujgce dla amplitudy rozktadu (fluktuacji) predkoéci X, czasteczki
w gazie:

Vian(Rp) = —an(Xp) fn (Rp) (5.105)

odzie V2 = anzl 0%/ &Eém jest operatorem Laplace’a ze wzgledu na wspélrzedne pedowe z,, .

Réwnanie (5.105), podobnie jak (5.34), pojawilo sie jako rozwiazanie strukturalnej i wariacyjnej za-
sady informacyjne;j.

Rozwiazanie ¢,, réwnania (5.105) jest samospdjnym rozwiazaniem sprzezonego ukladu réwnan réz-
niczkowych (5.100) i (5.101), utworzonych przez pare zasad informacyjnych.

Rozwiazanie rownania generujacego: Ponizej rozwiazemy réwnanie generujace (5.105), czyniac kilka
fizycznych zatozen odnosnie postaci funkcji f,,(X,,). Jej posta¢ wplywa na posta¢ otrzymanych am-
plitud ¢, (X,,), a zatem réwniez na rozktad p(X,,).

Fizyczne zalozenia o postaci f,(X): Zalézmy, ze kazda gesto$¢ rozkladu prawdopodobienstwa
Pn(Z) jest taka sama funkcja parzysta kazdej wspotrzednej z,, (fluktuacji) pedu X,. W konsekwencji
uktad jest izotropowy, tzn. rozklad prawdopodobieristwa dla pedu nie zalezy od kierunku w bazowe;j
przestrzeni potozen.

Nastepnie zakladamy nierelatywistyczne przyblizenie, co oznacza, ze predkosci czasteczek sa duzo
mniejsze od predkoéci Swiatla ¢, czyli fluktuacja pedu czasteczki ., jest réwniez mata w poréwnaniu
Z mec.

7. powyzszych zalozen wynika ogdlna posta¢ funkcji f, (X,,). Otéz jej rozwiniecie w szereg potegowy
ma tylko skfadowe parzyste modutu fluktuacji pedu |X,|, a poniewaz warto$¢ |X,,| jest mala, zatem
szereg ten obetniemy na drugim wyrazie:

fa(Xo) = Ay + BIXo)*,  Apn, B = const. (5.106)

Roéwnanie generujace z f,,: Podstawiajac (5.106) do (5.105), otrzymujemy nastepujaca posta¢ réwna-
nia generujacego:

V2, (o) + (A + BIZp?) g0 (Xp) =0 dla n=1,2,...,N. (5.107)
PrzejdZzmy do nowego indeksu:
ni=n-1=01.,N—1. (5.108)
Wtedy w miejsce (5.107) otrzymujemy réwnanie:

V24w (Xp) + (A + BIRo|?) ¢ (%) =0 dla n' =1,2,...,N — 1, (5.109)
ktére po dokonaniu separacji zmiennych kartezjanskich i faktoryzacji amplitudy:

dn’ (}_é@) =4 (33@1) 4nl, (xpz) 4n, (:Z:pg) ) (5110)
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przechodzi w réwnowazny mu uktad trzech réwnan rézniczkowych:

1

3
a0 (2p,) + (An; ~|—B:c?3i) G () =0, i=1,23 S A, =A,. (5.111)
=1

Gdy state réwnania (5.111) maja postac:

A,:ni+1/2 1

, , 5.112
n; ag 4ag ( )

wtedy ma ono rozwiazanie.

Postac rozwiazania: Poniewaz kazde z réwnan (5.111) jest rownaniem Helmholtz’a, zatem jego roz-
wiazaniami sa paraboliczno-cylindryczne funkcje [53, 54:

o —12_/(4113) —n/./2 ( Lo, > . o .
1 (T,,) =€ "% 27" H , | ——=), gdzie n,=0,1,..., 1=1,2,3, 5.113
q”i( pz) a()\/i g 7 ( )

n;

gdzie H , sa wielomianami Hermite’a:
@

[i/2] (20)-2m
H =4l —1Hm =0,1,... 114
J (t) J TnZ:O( ) m) (] - 2m>‘ y J Oa ) ) (5 )

gdzie [j/2] oznacza liczbe calkowita nie przekraczajaca j/2.

Amplitudy fluktuacji pedu: Wstawiajac (5.113) do (5.110) otrzymujemy szukana posta¢ amplitudy
fluktuacji pedu:

0, (Xp) = e_|£€’|2/(4“(2)) 27n//2 .
n

A X A
. § a . H; L) H; 92 )H < o3 > dzie a = const., (5.115
Pk <a0\@> ! (aoﬁ "\aov2 & Mgk (5.115)

ijk

itjtk=n
przy czym:
3
d nyj=n=01,..,N—1. (5.116)
=1

Rozktad fluktuacji pedu: Funkcja rozktadu prawdopodobienistwa ma wiec zgodnie z (3.61) postac:

N-1
N 1 2 - _ ﬂ) 2 2 2
P(R)) = & 2 a4y (%) =poe I/ 00)
n'/=0
2
= x x x
1+ 27" b,H( @1>H-< m)H( @3) , (56117
nlzzl me: mie \agv2/) 7 \agv2 g apV2 ( )
itjrk=n
gdzie pg = a(Q)OOO /N, a liczba 1 w nawiasie klamrowym pochodzi z n' = 0 w sumie w pierwszej

réwnosci, natomiast nowe state b,/ sa proporcjonalne do statych a,_
ijk ijk
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Po raz pierwszy takie wyprowadzenie postaci funkcji rozktadu gestosci prawdopodobienistwa dla
fluktuacji pedu zostalo podane w [8].

Rozwiazania rownowagowe i nieréwnowagowe: Warto$¢ N = 1, dla ktérej (5.117) jest rozktadem
Gaussa, daje réwnowagowy rozktad Maxwella-Boltzmanna dla (fluktuacji) pedu czqsteczki gazu.
Pozostate rozwiazania dla N > 2 daja rozwiazania nier6wnowagowe [8]. Jednak i one sa stacjonarne
ze wzgledu na fakt bycia samospdjnymi rozwiazaniami uktadu sprzezonych réwnan rézniczkowych
zasady strukturalnej (5.100) i wariacyjnej (5.101).

Wezesniej, rozklady (5.117) z N > 2 zostaly odkryte przez Rumer’a i Ryskin’a [55] jako rozwiazania
rownania transportu Boltzmann’a.

Interferencja rozwiazan: Zwr6émy uwage, ze rozwiazanie (5.117) implikuje interferencje pomiedzy
wyrazeniami iloczynowymi wystepujacymi w amplitudach (5.115). Interferencja pojawila sie wiec
jako cecha charakterystyczna dla rozwiazywanego réwnania rézniczkowego oraz wprowadzenia am-
plitud do opisu ukladu, a nie jako cecha charakterystyczna wytacznie mechaniki kwantowe;j.

Rozklad Maxwella-Boltzmanna dla predkosci z N = 1: Zalozyliémy na wstepie, ze zbiornik za-
wierajacy czasteczki gazu jest w spoczynku, w pewnym inercjalnym uktadzie wspéirzednych. Zatem
$rednia predkos¢ czasteczki wynosi zero, tzn. 6, = 0 i z (5.2) otrzymujemy ¥, = X, = ©.
Tak wiec, dla N = 1 rozklad gestosci prawdopodobienstwa pedu (5.117) przyjmuje postac:

p(9) = po 1617/ (2a3) _ Do e ™91/ (208) =93/ (208) o 03/ (203) (5.118)
gdzie ¢ = (g1, p2, p3) oraz —oo < ; < 00, i = 1,2, 3. Wyznaczmy wartosc statej ag dla przypadku

zerowej energii potencjalnej. Z warunku normalizacji [ d@p (¢) = 1 wyznaczamy, ze stala py w
(5.118) wynosi:

1

—_— (5.119)
(2m)*% ¢}

Po =

Poniewaz wtedy (E) = (¢?) /(2m) , a z twierdzenia o ekwipartycji energii wiemy, ze (E) = 3kT/2,

zatem
(%) =3mkT. (5.120)

Majac warto$¢ py, wyznaczmy wartos¢ oczekiwana:

() = [a5p (@) 6.121)
i przyréwnajmy ja do (5.120). W rezultacie otrzymujemy:
a3 = mc*kT . (5.122)

Rozkladu wartoéci pedu: Rolejnym krokiem jest wyznaczenie rozktadu prawdopodobienstwa warto-
$cipedu p = |7 |. Przechodzac od wspéirzednych kartezjariskich pedu (g1, p2, ©3) do wspdlrzednych
sferycznych (p, 6, ¢), otrzymujemy:

p(p,0,0) =|J|p(p1,02.03) , J=gpsinb, (5.123)
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gdzie J jest jakobianem przejscia. Wstawiajac teraz (5.119) wraz z (5.122) do (5.118) otrzymujemy
rozklad p (p1, o2, ©3) ze znanymi juz statymi ag oraz py. Wynik ten wstawiajac do (5.123) i wycal-
kowujac po zmiennych 6 oraz ¢, otrzymujemy szukany rozktad gestosci prawdopodobienstwa dla
wartosci pedu:

p(p) = /2/7 (mkT) 32 p2e=¢"/2mkT (5.124)

Prawo Maxwella-Boltzmanna: Rozk}lad (5.124) wyraza tzw. prawo Maxwella-Boltzmanna, a podsta-
wiajac p = mv w (5.124), w miejsce wartosci pedu, otrzymujemy rozklad Maxwella-Boltzmanna dla
wartosci predkosci v czasteczki gazu.

5.1.6 Informacja Fishera jako ograniczenie dla wzrostu entropii

Rozwazmy uklad zawierajacy jednag lub wiecej czastek poruszajacych sie w spos6b losowy, w
pewnym zamknietym obszarze. Niech rozwazany obszar bedzie izolowany, tzn. zadna czastka ani z
obszaru nie ucieka ani do niego nie przechodzi. Brzeg (E) obszaru jest zadany wektorem wodzacym
be B.W pewnej chwili uklad dokonuje pomiaru jego czterowektora polozenia ¢, i/, zgodnie z roz-
ktadem gestoéci prawdopodobieristwa p(7,t)”.

Niech (y!, 42, y?) sa wspétrzednymi kartezjariskimi wektora §/ polozenia przestrzennego, a r = |
jego dlugoscia. Poniewaz zatozyliSmy, ze czastka znajduje sie gdzie$ wewnatrz obszaru wiec:

p(t) Z/dgp(ﬂ,t) =1. (5.125)

Oznaczmy przez Sy (t) entropie Shannona uktadu (2.147) w chwili czasu t:

S (t) = — / 47 p(@. ) p(F. 1) . (5.126)

Druga zasada termodynamiki: Mozna pokazac (por. Dodatek 7.4), ze entropia Shannona spelnia
druga zasade termodynamiki:

dSH(t)>0
a —

ktéra okresla dolng granice tempa zmiany entropii. Ponizsze rozwazania poswigcone sa znalezieniu

(5.127)

ograniczenia na jego gérna granice.

Réwnanie ciaglodci strumienia: Poniewaz zadna czastka nie opuszcza ani nie wptywa do obszaru,
zatem spelnione jest rownanie ciagltosci strumienia prawdopodobienstwa:

Ip(i,t)
ot

+V-P(t)=0, (5.128)

gdzie P (7,t) jest pradem prawdopodobieristwa, ktérego konkretna postaé zalezy od rozwazanego
uktadu.

Warunki brzegowe: Z kolei okre$§lmy warunki brzegowe spelniane przez gestoé¢ prawdopodobien-
stwa i jego prad. Beda nam one przydatne dla rozwiazania postawionego sobie zadania.

7 Jesli uktad opisany jest funkcja falowa 1 (7, t), wtedy p(7,t) = [¢(¥, )|
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Poniewaz zadne czastki nie przechodza przez granice obszaru, zatem P spelnia warunek brzegowy
Dirichleta:

P(i,t) |z =0 (5.129)
ZaY6zmy dodatkowo, ze jesli brzeg obszaru znajduje si¢ w nieskonczonoéci, to:

lim P (j,t) =0, szybciej niz 1/r%. (5.130)

yA)OO

Poniewaz obszar jest odizolowany, zatem prawdopodobienstwo, ze czastka znajduje sie na jego gra-
nicy znika, co oznacza, ze p(¥,t) réwniez spelnia warunek brzegowy Dirichleta:

p(¥,t)

Ze wizgledu na normalizacje:

/ dy p(y,t) =1, (5.132)

zakladamy, ze w przypadku brzegu nieskoniczenie oddalonego, p(¥/, t) spelnia warunek:

s =0. (5.131)

lim p(7|t) =0, szybciej niz 1/r . (5.133)
Y—00
W kornicu dla domknigcia potrzebnych warunkéw brzegowych przyjmujemy:

=0. (5.134)

geB

Wyprowadzenie ograniczenia na tempo wzrostu entropii: Przystapmy teraz do sedna rachunkéw.
Rézniczkowanie (5.126) po 5; da]e

oSy 0 _ Op 19p
— = Inp = —Inp— -— 1
5 = | Wrlhp= /dy 5 0P /d T (5.135)
Druga catka po prawej stronie daje po skorzystaniu z warunku unormowania:
0 / dy 0. (5.136)
at y p - .

Oznaczmy przez (P1 P? P3) kartezjanskie sktadowe pradu P. Podstawiajac (5.128) do pierwszej
calki po prawej stronie w (5.135) otrzymujemy:

8SH = = 8 1 8 8 3
— = Pln P —-P?4+ P31 A1
T /d V- ///dy dy? dy? [ +8y2 +83 ] np, (5.137)

gdzie V; = %

Calkujac przez czeSci wewnetrzne catki [ dyia%iPi w (5.137) dla trzech sktadnikéw i = 1,2, 3,
otrzymujemy dla kazdego z nich:

0 . P! Op iop1l
dy' (= P" oz — | dy——=—=— [ dy'P'—— =1,2,3, (5.138
/ Y (ayl ) yeB / Y P 8yl / Y ayzp y 1 (A ( )
gdzie skorzystano z (5.134). Zatem:
9SH 3,91 ( p1 OP 2 Op 3 0p\1 / (5 o)L
—— =— [ dy’dy“dy | P P PP—)-=—[dy|P- - 5.139
ot /yyy ol T a2 T a8 ) i ( Vp)p (5-139)
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7. powyzszego, po prostych przeksztalceniach mamy:

() = [ (5) (5] = [ /() ()] - v

7 nieréwnosci Schwartza otrzymujemy:

5 fon(5) (2] <[5 far( )| 55 for(252) ] e

Ogolna posta¢ ograniczenia na tempo wzrostu entropii: Ostatecznie z (5.140) i (5.141) oraz po zaste-

pieniu sumowan po ¢ znakiem iloczynéw skalarnych, dostajemy:

, L L
(aSH) g/dyjp P/dg VP Vp (5.142)
ot p p

( 0 0

5} .
87/1’ W’ 87,7;3) zawilera

rézniczkowanie po wartoéciach pomiarowych 3¢, a nie fluktuacjach z*, jak to jest w kinematycznej

Przejécie do postaci z pojemnoscia informacyjna: Poniewaz gradiant V =

postaci pojemnosci informacyjnej Friedena-Soffera, zatem musimy uczyni¢ dodatkowe zatozenie.

Zalozenie niezmienniczoéci rozktadu ze wzgledu na przesuniecie: Przejdimy do addytywnych
przesunieé, © = § — 6. Poniewaz & = (z%)3_, oraz ¥ = (y')3_, réinia sie o stata wartogé oczeki-
wana polozenia 6 = (09)2_,, zatem zaktadajqc dodatkowo , ze rozktad p jest niezmienniczy ze

wzgledu na przesuniecie 0, otrzymujemy:

op  Op
oyt Oxt’

i=1,2,3. (5.143)

Przy powyzszym zalozeniu, zachodzi:

p(¥,t) p(Z,1)

i okazuje sie, ze druga catka po prawej stronie nieréwnosci w (5.142) jest pojemnoscia informacyjna

dy

(5.144)

trzech kanaléw przestrzennych dla N = 1 w chwili czasu ¢:

=1 Vp:nt V)p(:z:t) (5.145)

Ograniczenie na tempo wzrostu Sy ukladu z niezmienniczoécia przesuniecia: Rorzystajac z po-
wyzszej postaci pojemnoéci informacyjnej, mozemy zapisac (5.142) nastepujaco:

) L —
<a§f> g[(t)/dfppp, lub <65H> < VI( / 2P (5.146)

p

Pokazaliémy zatem, ze przy zatozeniu niezmienniczosci rozktadu za wzgledu na przesuniecie,
tempo wzrostu entropii jest obustronnie ograniczone. Ograniczenie dolne (5.127) wyraza zasade nie-
malenia entropii Shannona w czasie. Jej termodynamicznym odpowiednikiem jest twierdzenie H
Boltzmanna.
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Whiosek: Nier6wno$¢ (5.146) oznacza, ze ograniczenie gérne tempa wzrostu entropii jest proporcjo-
nalne do pierwiastka z pojemnosci informacyjnej (5.145) dla pomiaru potozenia 3. Jest to jednen z
nowych wynikéw teorii pomiaru otrzymany przez Friedena, Soffera, Plastino i Plastino [8]. Jego ter-
modynamiczne konsekwencje czekaja na weryfikacje.

W [8] podano przyklady zastosowania tego twierdzenia dla strumienia czastek klasycznych, strumie-
nia w elektrodynamice klasycznej i strumienia czastek ze spinem 1/2. Ponizej zostanie podany wynik
analizy dla tego ostatniego przypadku.

5.1.6.1 Wynik dla strumienia czastek ze spinem 1/2

W Rozdziale 4.3.3.2 pokazaliémy, ze metoda EFI daje dla relatywistycznej czastki o spinie potéwko-
wym réwnanie ruchu Diraca (4.52). Pod nieobecnosc¢ pola elektromagnetycznego wynikajace z niego
rownanie ciaggtosci ma postac:

ol Wh) + V-P(jt) =0, (5.147)
gdzie gestos¢ prawdopodobienstwa p oraz gestos¢ pradu prawdopodobienstwa sa réwne odpowied-
nio:

p(@t) =vTy, =y @1, (5.148)
oraz

P(t)=cytay, (5.149)

gdzie @ = (ozl, aQ,a?’) sa macierzami Diraca (4.49), natomiast ¢T = (11, 9,3, 104)* jest polem

sprzezonym hermitowsko do bispinora Diraca 1) (Rozdziat 4.3.3.2).

Ograniczenie na tempo wzrostu entropii: W [8] pokazano, ze tempo wzrostu entropii (5.146) ma
w tym przypadku postac:

% < o/T(0) . (5.150)

Whiosek: Nier6wnos¢ ta oznacza, ze dla uktadu, ktéry posiada niezmienniczo$¢ przesuniecia, wzrost
entropii Shannona rozkladu w jednostce czasu (czyli tempo spadku informacji) jest ograniczony przez
skoniczona predkos¢ Swiatla jak réwniez przez pojemnos¢ informacyjna, jaka posiada uktad (np. swo-
bodny elektron) o swoich wspéirzednych czasoprzestrzennych.

Inny sposéb interpretacji (5.150) polega na zauwazeniu, ze dostarcza ona definicji predkosci Swiatla ¢
jako gérnego ograniczenia stosunku tempa zmiany entropii do pierwiastka informacji Fishera, ktéra
jest przeciez na wskros$ statystycznym pojeciem informacyjnym.
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5.2 Zastosowanie wprowadzonego formalizmu do analizy paradoksu EPR

Przedstawiona w tym rozdziale analiza paradoksu EPR pochodzi od Friedena [8]. Zamieszczamy ja
ze wzgledu na to, ze efekt ten jest do$¢ powszechnie utozsamiany z wlasnoécia teorii kwantowych, ale
rowniez z powodu uporzadkowania warunkéw brzegowych zagadnienia zawartego w pracy orginal-
nej [8], a przedstawionego w pracy [16] oraz wnioskowania uzgodnionego z przedstawiona w skrypcie
fizyczna interpretacja informacji fizycznej K |9, 10].

Opis eksperymentu EPR-Bohm’a: Rozpocznijmy od omoéwienia eksperymentu EPR-Bohm’a. Roz-
wazmy Zrédto molekul o spinie zero, ktére rozpadaja sie na pare identycznych czastek o spinie 1/2
lecacych w przeciwnych kierunkach. Taka, poczatkowa dla rozwazan eksperymentu EPR-Bohm’a,
konfiguracja dwuczastkowej molekuly moze byé¢ efektywnie przygotowana jako stan koncowy w
rozpraszaniu e e~ — e~ e, gdzie spiny poczatkowych elektron6w procesu sa ustawione przeciwnie
(réwnolegle i antyréwnolegle wzgledem osi z), a ich poczatkowe pedy wzdtuz osi y wynosza p’ oraz
—p [56] Istnieje niezerowa amplituda, ze dwie rozproszone czastki (tu wyprodukowane elektrony),
poruszaja si¢ z pedami wzdluz osi z, jak na Rysunku 5.1.

Rysunek 5.1: Eksperyment EPR-Bohma. Zaznaczono elektrony rejestrowane w urzadzeniach Sterna-
Gerlacha; opis w tekscie Rozdzialu. W lewym gérnym rogu rysunku zaznaczono kat ¥ pomiedzy
kierunkami @ oraz b urzadzen Sterna-Gerlacha.

W eksperymencie EPR-Bohm’a dokonywany jest pomiar spinu rozproszonych czastek, spinu czastki
1 wzdtuz wektora jednostkowego @, tworzacego z osia z kat y oraz spinu czastki 2 wzdtuz wektora
jednostkowego b, tworzacego z osiq z kat x2. Niech analizator ,a”, bedacy urzadzeniem typu Sterna-
Gerlacha, mierzy rzut S, splnu S1 czastki 1 na kierunek @ i podobnie analizator ,b” mierzy rzut S
spinu S, czastki 2 na kierunek b. Rat pomiedzy plaszczyznami wektoréw @ oraz b, zawierajacymi o$
2, wynosi ¥ = x1 — x2, 0 <9 < 27

Ponizej wyprowadzimy warunki brzegowe dla metody EFI, uwazajac aby nie odwolywac si¢ do wi-
dzenia rzeczywistosci przez pryzmat mechaniki kwantowej

8Lecz biorac pod uwage ogélne stwierdzenie, ze jesli P12 jest facznym rozkladem prawdopodobieristwa pewnych dwéch
zmiennych losowych “1” oraz “2”, a P1 oraz P> ich rozkladami brzegowymi, to jesli w og6lnoéci nie sa one wzgledem siebie
niezalezne (tzn. taczne prawdopodobieristwo nie jest iloczynem brzegowych), wtedy:

Irp (Pi2) > Ir (P) 4 Ir (P2) = C (5.151)

gdzie C jest pojemnoscia informacyjna ztozonego ukladu. Relacja (5.151) oznacza, ze jesli wystepuja jakiekolwiek korelacje
miedzy zmiennymi to, jesli znamy wynik do$wiadczenia dla pierwszej zmiennej to maleje ilo$¢ informacji koniecznej do
okreslenia wyniku dodwiadczenia dla drugiej z nich, tzn. istnienie korelacji w uktadzie zwigksza informacje Fishera I o
parametrach charakteryzujacych rozklad uktadu.
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5.2.1 Warunki brzegowe

W celu rozwiazania réwnan rézniczkowych EFI konieczne jest ustalenie warunkéw brzegowych
na prawdopodobienstwa. Wynikaja one z przestanek fenomenologicnych, zasad zachowania i syme-
trii przestrzennej badanego ukladu.

Zalozenie o istnieniu doktadnie dwéch mozliwych rzutéw spinu czastki ze spinem h/2 na do-
wolny wybrany Rierunek w przestrzeni: Niech “4” oznacza obserwowang warto$¢ rzutu spinu S, =
+4/2 natomiast “—” oznacza S, = —h/2.

Uwaga o fenomenologii rejestracji spinu czastki: Jest to jedyne miejsce, w ktérym uciekamy si¢ do
opisu fenomenologicznego, odwolujac sie do nieklasycznej fizyki zjawiska, mianowicie zaktadamy, ze
rzutowanie spinu czastki na okreélony kierunek przestrzenny jest skwantowane zgodnie z wymiarem
reprezentacji grupy obrotéw (fakt istnienia takich reprezentacji wynika z rozwazan entropijnych [8]).
Jednak nie oznacza to, ze nie istnieje model teoriopolowy, ktéry by takie kwantowanie rzutowania
opisywal. Musiatby on jedynie zaktadac, ze po pierwsze spinowe stopnie swobody (z ciagtym rozkla-
dem jego kierunku przed pomiarem) nie maja (prostego) charakteru czasoprzestrzennego [30], a po
drugie, ze bezwladno$c¢ czastki zwiazana ze spinowymi stopniami swobody jest bardzo mata w po-
réwnaniu z sila sprzezenia tych spinowych stopni swobody z otoczeniem (np. aparatura traktowana
jako rezerwuar), ktérego moment pedu ignorujemy. Wtedy przejécie czastki ze spinem przez jaka-
kolwiek aparature pomiarowa typu Sterna-Gerlacha porzadkowaloby jej spin w sposéb dyskretny.
Oczywiscie zmiana momentu pedu aparatury juz nas “nie interesuje”.

taczna przestrzen zdarzen (), stanéw spinowych pary czastek 1 i 2 przyjmujemy jako nastepu-
jaca:
SuS = Sup € Qup = {814, 5, S, S} = {(+4), (=), (+-), (=)} . (5.52)
Zakézmy, ze mozemy zdefiniowac cztery faczne warunkowe prawdopodobienstwa’ P (Sq|9):
P(++19), P(——=19), P(+—19), P(—+19) . (5.153)

Warunek normalizacji prawdopodobienstwa P (S, S5,|9) w eksperymencie EPR-Bohm’a mozna, ze
wzgledu na wykluczanie sie réznych zdarzen Sy, (5.152), zapisa¢ nastepujaco:

P JSaSsl9 | =D P (SaSold) =1  dla kazdego o € (0,2n) . (5.154)
ab ab

W przypadku braku wspélnej przestrzeni zdarzeri Q4 p dla zmiennych losowych powiedzmy A oraz B, nie mozna by
zdefiniowaé tacznego rozkladu prawdopodobienistwa P(A, B) dla tych dw6ch zmiennych, pomimo istnienia ich rozkta-
d6w brzegowych P(A) oraz P(B), co oznacza, ze nie dalo by sie dokonac ich facznego pomiaru. Réwniez na ogét, pomimo
istnienia tacznego rozkladu brzegowego P(A, B) dla zmiennych A oraz B, oraz rozkladu brzegowego P(B, C) dla zmien-
nych B oraz C, nie istnieje rozklad taczny P(A, B, C) dla zmiennych A, B i C. Zwr6¢my uwage na fakt, ze w dowodzie
nier6wnodci Bella [57, 48] przyjmuje sie za oczywisty fakt istnienia tacznego rozktadu P(A, B, C). Mozliwo$¢ taka istnieje
zawsze, gdy wspodlna przestrzen zdarzen Qapc tych trzech zmiennych losowych istnieje i jest iloczynem kartezjanskim
Qa x Qp X Qc. Z drugiej strony, nieréwnosci Bell'a sa znane w klasycznej teorii prawdopodobieristwa od czaséw Boole’a
jako test, ktéry w przypadku ich niespelnienia $wiadczy o niemozliwosci konstrukcji Yacznego rozktadu prawdopodobien-
stwa. Rozumowanie to mozna rozszerzyc¢ na dowolna liczbe zmiennych losowych [48, 58]

W pelnym opisie rzeczywistego eksperymentu EPR-Bohm’a, a nie tylko w eksperymencie typu ,gedanken”, powinny wyste-
powac obok dwéch zmiennych losowych rzutéw spinéw mierzonych w analizatorach ,a” oraz ,b”, réwniez dwie zmienne
losowe katowe mierzone dla tych czastek w chwili ich produkcji.
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W analizie estymacyjnej postulujemy, ze prawdopodobieristwo P (Sup [0) | ,_; jest funkcja estyma-

tora U parametru ¢.

Metoda estymacji: Korzystajac z proporcjonalno$ci prawdopodobienistu(5.153) do obserwowanej li-
czebnosci zdarzen w detektorze, oszacowuje si¢ wartos¢ kata ). Jednak, aby to uczynié, trzeba miec¢
model analitycznych formut na prawdopodobienistwa (5.153). Ponizej wyprowadzimy je metoda EFL

Sformutowanie warunkéw brzegowych.

(1) Poniewaz zdarzenia (5.152) wykluczaja sie wzajemnie i rozpinaja cala przestrzen zdarzen, wiec
pierwszym warunkiem brzegowym jest warunek normalizacji:

D P(Sw) =P (St4)+P(S4 )+ P(S_)+P(S)=1, (5.155)
ab
spelniony niezaleznie od wartosci kata .

Dla kazdego zdarzenia ab prawdopodobienstwa P (Sy;) oraz P (S,3|9) sa ze soba zwiazane naste-
pujaco:
2
P (Sap) = /P (Sap|0) r () dV (5.156)
0

gdzie usrednienie nastapilo z tzw. funkcjq niewiedzy r(9). Ze wzgledu na warunki unormowania
(5.154) oraz (5.155) otrzymujemy jej mozliwa postac:
r(9) = o, 0<9<2r, (5.157)
2m
ktéra oznacza, ze w zakresie aparaturowej zmiennoéci ustawienia wartoéci kata 9 € (0, 27), z powodu
naszej niewiedzy, jest mozliwa w rownym stopniu kazda jego wartosc.

Uwaga o wartosci kata : Warto$¢ ) jest zwiazana z ustawieniem aparatury pomiarowej Sterna-
Gerlacha ,a” i ,b", i trudno ja (na serio) traktowac jako wielko$¢ posiadajaca rozproszenie. Zasadnicza
1) jest parametrem charakterystycznym dla przeprowadzonego eksperymentu. Niemniej przez niekto-
rych r(¥) jest widziane jako ,prawdopodobienistwo” znane a priori, co oznacza, ze wyprowadzona w
ten spos6b mechanike kwantowa nalezaloby traktowac jako statystyczna teorie Bayesowska [?].

(2) Rolejne warunki wynikaja z symetrii uktadu i zasady zachowania catkowitego spinu przy czym
w eksperymencie wzgledny orbitalny moment pedu wynosi zero.

Rozwazmy prosty przypadek ¥ = 0, gdy obie ptaszczyzny, w ktérych ustawione sa urzadzenia Sterna-
Gerlacha sa tak samo zorientowane. 7, warunku zachowania catkowitego spinu wynika:
P(++10)=P(——10)=0, 9=0 (5.158)

co oznacza, ze w tym ustawieniu aparatury nigdy nie zobaczymy obu spinéw jednoczesnie skierowa-
nych w goére czy w dél. Analogicznie, jesli kat ¥ = 7, to warunek:

P(+—|n)=P(—+|m)=0, 9= (5.159)
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oznacza, ze w tym przypadku nigdy nie zobaczymy spinéw ustawionych jeden w gére drugi w dot.
W konsekwencji z zasady zachowania catkowitego spinu otrzymujemy, ze jesli ¥ = 0 lub ¢ = =,
to zawsze obserwacja jednego spinu daje nam catkowita wiedze o drugim. W tym przypadku stany
spinéw wyraznie nie sa niezalezne, sa stanami skorelowanymi. Wniosek ten jest intuicyjnie zawarty
w sposobie ich przygotowania.

Nastepnie, poniewaz P (Sp|1) jest prawdopodobienistwem brzegowym wystapienia okreslonej war-
toéci rzutu spinu czastki 2, zatem nie zalezy ono od S, czyli od orientacji rzutu spinu czastki 1, wigc
nie zalezy réwniez od kata ¥ pomig¢dzy wektorami @ oraz b. Mamy wiec:

P (Sp|9) = C = const. (5.160)
Stad
2T 2T
P(Sy) = /P (Sp|9) 7 () d¥ = C/r (W) dd=C dla Sp,=+,—, (5.161)
0 0

gdzie r(19) jest okreslone w (5.157).

7. warunku unormowania prawdopodobienstwa zdarzenia pewnego, mamy

P(Sy=+)+P(Sy=—)=C+C=2C—=1 cuyli 0:%. (5.162)
Zatem z (5.160) otrzymujemy, ze' :

P(Sy|9) = % , (5.164)
natomiast z (5.161):

P(S)) = % . (5.165)

Inna wazna wlasno$cia symetrii przestrzennej eksperymentu jest brak preferencji wystepowania
spinu skierowanego w gore czy w dél, tzn:

P(Si_[9) = P(S_4]0) oraz P (Sy4]9) =P (S__|9) , (5.166)

co oznacza, 7e jesli obserwowalibysmy eksperyment dla uktadu odwréconego wzgledem osi « o kat
T, to statystyczny wynik bytby dokladnie taki sam. Z (5.166) otrzymujemy:

P(S,y) = /P(S++|19)r(19) 49 = /P(S__ﬁ)r(ﬁ) d9 =P (S__) (5.167)

oraz w sposob analogiczny:

P(S. )=P(S_4) . (5.168)

19Podobnie dla S,, wychodzac z P (Sq|9) = C’ = const. i postepujac analogicznie jak przy przejéciu od (5.160) do
(5.162), otrzymujemy:

P (Sal9) = % . (5.163)
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Dodatkowo otrzymujemy:
P(S,) = /P(S+_]19)r(19) di — /P(S+_\z9+ 7)1 (9 + 1) dI
_ /P (Sya|0)r (0 +7)dd = P(Sey) (5.169)

gdzie w drugiej réwnosci skorzystano ze zwyklej zamiany zmiennych ¥ — J + 7, w trzeciej réwnoéci
z tego, ze P (S1_|9 + 7) = P (S14]0), a w ostatniej z () = 1/(27) = r(J + 7).

Jako konsekwencja (5.167)~(5.169) otrzymujemy:
P(S_4)=P(S__) . (5.170)

Ze wzgledu na (5.167)-(5.170) oraz (5.155) otrzymujemy:

P (Sup) = % . (5.171)

W koncu wzér Bayes’a na prawdopodobieristwo warunkowe daje:

PSaw) 14 1 g, kazdego Sg, S . (5.172)

P (SalSh) = P(S,) 12 2

Koncowe uwagi o warunkach brzegowych: Zauwazmy, ze jak dotad w wyprowadzeniu zaleznosci
(5.158) do (5.172) nie skorzystano z EFIL. Sa to bowiem warunki brzegowe dla réwnan metody EFI.
Zaleznosci te wynikaly z poczatkowej obserwacji istnienia dla czastki o spinie poléwkowym doktad-
nie dwéch mozliwych rzutéw spinu na dowolny kierunek (por. Uwaga na poczatku rozdziatu), zasady
zachowania catkowitego momentu pedu oraz z symetrii uktadu. Przy wyborze rozwiazania réwnania
generujacego rozklad, skorzystamy jeszcze z warunku geometrycznej symetrii uktadu przy obrocie o
kat ¥ = 2.

5.2.2 Pojemnosc¢ informacyjna dla zagadnienia EPR-Bohm’a

Ponizej wyprowadzimy wyrazenia dla prawdopodobienistw (5.153) jako wynik estymacji rozkla-
déw metoda EFI.

Wielko$é¢ mierzona przez obserwatora: Obserwator zewnetrzny mierzy jedynie warto$¢ rzutu spinu
jednej czastki powiedzmy, ze czastki 1, to znaczy S,, natomiast nie mierzy wartosci rzutu spinu dru-
giej czastki Sy, jest ona traktowana jako wielko$¢ nieznana, ale ustalona. Rowniez warto$¢ S, nie jest
estymowana z obserwacji S,.

Okreslenie przestrzeni potozen dla EFI: Podobnie jak poprzednio uklad sam prébkuje swoimi Fi-
sherowskimi kinetycznymi stopniami swobody dostepna mu przestrzen potozen. Tym razem jest to
jednowymiarowa przestrzen kata .

Na podstawie danych pomiarowych wartosci rzutu spinu S,, estymujemy metoda EFI kat ¥ pomie-
dzy dwoma plaszczyznami zaznaczonymi na rysunku 5.1. Rat ten jest wiec traktowany jako nieznany
parametr i jest estymowany z obserwacji .S,,.
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Okreslenie funkcji wiarygodnosci i przestrzeni proby: Poniewaz dokonujemy pomiaru S, a Sp
oraz v sa nieznanymi, ale ustalonymi wielko$ciami, zatem funkcje wiarygodno$ci dla powyzej posta-
wionego problemu zapiszemy nastepujaco:

P (S4|Sp,¥) —  funkcja wiarygodnosci préby dla . (5.173)

Jej postaci szukamy, wykorzystujac metode EFIL. Jednak postac informacji Fishera, ktéra bytaby miara
precyzji estymacji kata ) opartej o pomiar S,, wynikac bedzie z jej pierwotnej postaci (2.193) dla wy-
miaru préby N = 1.

Skoro wigc 9 jest estymowanym parametrem, zatem pelni on teraz taka role jak parametrem 6 w
wzorze (2.193), w ktérym, obok podstawienia § — ¥, nalezy dokona¢ nastepujacych podstawieni:

n=N=1 oraz /dy1 — Z , (5.174)
a
gdzie przestrzenia (jednowymiarowej) proby jest zbiér {—1, 41} wartosci zmiennej losowej S,.

Amplitudy prawdopodobienstwa ¢, sa zdefiniowane jak zwykle nastepujaco:

P (Sa]Sh, ) = g2y (9) . (5.175)

Oczekiwana IF parametru 9. Pojemno$c¢ informacyjna kanatu (¢, Sp) jest réwna:

+ 2 + 2\ 2 + 2
1 oP (Sa ‘Sb,lg) 1 aq b 1 6qab
L = 3 =3 S (52) =3 5 (2
b 2~ P (5.150,9) ( 99 22\ 0w 22 \ " 59
+ 8q b 2
S < o ) (5.176)

a=—

i podsumowujac:

anb

— 177

+
L=1(Sh0)=4) qp(®), Sp=(+—), gdie g, =
—
gdzie sumowanie po a odpowiada catkowaniu w informacji Fishera po przestrzeni bazowe;.
Zwrécmy uwage, ze ¥ w powyzszej formule na I, = I (Sp, ) jest wyznaczone dla konkretnej wartosci
9 i konkretnej wartosci S, rzutu spinu czastki 2. Zatem jest to pojemnos¢ informacyjna jednego kanatu
(9, Sp) czyli informacja Fishera parametru ¥ w tym kanale:

Ip(0) =1I,. (5.178)

Powré¢my do warunkéw (5.174). Pierwszy z nich oznacza, ze ranga amplitudy pola jest réwna N = 1,
drugi oznacza, ze przestrzen bazowa to teraz dwupunktowy zbiér wartosci rzutu spinu czqstki 1
na kierunek ‘a’. W ponizszych uwagach odniesiemy si¢ do tych elementéw analizy.

Uwaga o sumowaniu po a w przestrzeni proby: Jako, ze ¥ jest parametrem, a pomiary w probie
sa zwiazane z obserwacjami S,, zatem zapis w (5.177) wymaga pewnego wyjasnienia. Wyrazenie
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(5.177) reprezentuje dwa réwnania dla dwéch mozliwych wartosci Sp. Poniewaz zmienna w pomia-
rze jest rzut spinu czastki 1, zatem sumowanie przebiega po dwéch mozliwych wartosciach spinu
Sa = +, —. Tak wiec, zapis I (Sp, ¥) wskazuje na informacje zawartq w przestrzeni préby zmien-
nej S, dla czastki 1 na temat nieznanego kata 9 w obecno$ci pewnej nieznanej, lecz ustalonej wartosci
rzutu spinu Sj czastki 2.

Calkowita pojemnoéc¢ informacyjna /;, dla parametru ¢: Poniewaz kat ¢ jest parametrem, kté-
rego warto$¢ moze si¢ zmienia¢ w sposéb ciagly w przedziale (0, 27), stad zgodnie z (5.177) mamy
nieskonczona liczbe kanaléw informacji Fishera zwiazanych z wartoéciami ¢J. Dla kazdego z tej nie-
skonczonej liczby kanatéw sa jeszcze dwa kanaly informacyjne zwiazane z mozliwymi warto$ciami
dla Sj,. Aby poradzic¢ sobie z taka sytuacja metoda FFI wykorzystuje pojedyncza, skalarna informacje
(oznaczmy ja I;,), nazywana pojemnoscia informacyjna, wprowadzona w Rozdziale 2.7. Wielko$¢ ta
konstruujemy dokonujac sumowania informacji po wszystkich mozliwych kanatach. Zatem, suma
przebiega¢ bedzie po wszystkich wartoéciach kata ¢y, przy nieznanym rzucie spinu S;, czastki 2.

Tak wiec, po pierwsze, pojemnos¢ informacyjna 7,5, dla jednego kanatu, wprowadzona po raz pierw-
szy w (2.207), przyjmuje postac:

Ioe = 1 (Sy,9) - (5.179)

Po drugie, w wyniku sumowania po wszystkich mozliwych wartosciach kata v/}, oraz rzutach spinu
Sy, czastki 2, otrzymujemy catkowitq pojemnos¢ informacyjng dla parametru 9:

JF
N,=Y">"1(Sh0) —
b=— k
+ o S A
— I, = Z/dz?[(Sb,ﬁ) =4 > /dﬁ 4.3 (9) 542/% a3 (9), (5.180)
b:— 0 b:— a=— 0 ab 0

gdzie calkowanie pojawia si¢ z powodu zastapienia sumy dla dyskretnego indeksu % catkowaniem
po ciagtym zbiorze wartosci parametru ¢. Oznacza to, ze po zrozumieniu czym jest pojedynczy & - ty
kanal zwiazany z 1), wykonujemy w celu otrzymania catkowitej pojemnoéci informacyjnej catkowa-
nie, ktére przebiega zgodnie z (5.157) od 0 do 27r. W ostatniej linii wykorzystano (5.177).

Sumowanie w (5.180) po ab przebiega po wszystkich mozliwych kombinacjach tacznej przestrzeni
stanéw S, okreslonej w (5.152). Indeks '1,” w I;, oznacza, ze jest to pojemnos$¢ informacyjna jednej
czastki, przy czym wyrézniliSmy czastke 1, dla ktérej pomiar dokonywany jest w analizatorze a. Po-
jemno$c¢ informacyjna /;, wchodzi do estymacyjnej procedury EFL

Uwaga o randze N = 1. Zachodzi pytanie: Jeéli okaze sie, ze tradycyjne formuly mechaniki kwan-
towej dla eksperymentu EPR-Bohm’a pojawia sie dla powyzej okreslonej estymacji z N = 1 (a tak
sie istotnie stanie), to czyzby pomiar odziatywania czastki z aparatura Sterna-Gerlach’a miat miec¢
termodynamiczny charakter oddzialywania malego uktadu z termostatem, w zrozumieniu podanym
na samym poczatku Rozdziatu 5.2.1?7 W koncu, jak wiemy z poprzednich rozdzialéw, rozwiazania z
N =1 odnosza sie do zjawisk termodynamicznych.
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5.2.3 Informacja strukturalna. Amplituda prawdopodobienstwa

Biorac pod uwage og6lna postac informacji strukturalnej (3.25) oraz uwagi Rozdzialu 5.2.2 odno-
$nie konstrukeji postaci I, (5.180), zauwazamy, ze informacja strukturalna )1, dla obserwowanej
czastki ma postac:

2
Q=Y / 49 2(9) F o (dat) (5.181)
ab

0

Ponizsza analiza zwiazana z wyprowadzeniem amplitud g, jest podobna do analizy dla rozktadu Bolt-
zmanna w Rozdziale 5.1.

Wariacyjna zasada informacyjna: Dla pojemnoéci informacyjnej I, (5.180), oraz informacji struk-
turalnej @, (5.181) wariacyjna zasada informacyjna ma postac:

2

0(qup) K = 0(ga) (110 + @14) = d(g,) / Ak | =0, (5.182)
0

gdzie zgodnie z og6lna postacia (4.7), gestosé catkowitej informacji fizycznej k& dla amplitud g jest
réwna:

/ 1
k=13 (45 + RO () (5.183)
ab

Rozwiazaniem problemu wariacyjnego (5.182) wzgledem g, jest réwnanie Eulera-Lagrange’a (4.12)
(por. (5.16)):

d ok ok
—(— = . 5.184
dv (aqab(ﬂ)) 0Gab ( )

7 réwnania (5.184) dla k jak w (5.183) otrzymujemy, dla kazdego dwuczastkowego tacznego stanu

spinowego S,

q// _ ld(%(ﬁbq;ab((hb))
ab 2 dq(lb .

(5.185)

Poniewaz g%, (9)F ., (qap) jest jawnie jedynie funkcja gqp, wige rézniczka zupekna zastapita pochodna
czastkowa po ¢, wystepujaca w (5.184).

Zmodyfikowana obserwowana zasada strukturalna: Po wycatkowaniu (5.180) przez czesci, pojem-
nos$¢ I wynosi (por. (5.18), (5.20), (5.22)):

2w
n,=4% / d <éab — Qabq[/;b) : (5.186)
ab 0

gdzie

Cus = 5 (400 (27) 1y, 27) — 000 0) 111 0)) (5.187)
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7. powodu braku dodatkowych wiezéw x = 1, zatem zmodyfikowana obserwowana zasada struk-
turalna i’ + Cgpr + q = 0, (3.43), jest ze wzgledu na (5.186) oraz (5.181), nastepujaca:

" jod ].
D3 <_Qabqab +Cap + 46131;%1)(61@)) =0. (5.188)
ab
Ponizej przekonamy sie, ze Crpr=4 S Cop = 0.

Dla kazdego dwuczastkowego tacznego stanu spinowego S,;, obserwowana zasada strukturalna (5.188)
ma wiec postaé (por. 5.24):

1 ~ ]_
= Gaplay + Cab + 7 arFap(dap) = 0. (5.189)

Wraz z réwnaniem Eulera-Lagrange’a (5.185), réwnanie (5.189) postuzy do wyprowadzenia réwnania
generujacego rozklad.

Wyprowadzenia réwnania generujacego: Wykorzystujac w (5.189) zwiazek (5.185), otrzymujemy
(por. (5.25)) dla kazdego dwuczastkowego tacznego stanu spinowego Sy
1 d(%q(zb(fab(Qab))

1 N
5 dab dius = qubcfab(Qab) + Cap - (5.190)

Zapiszmy powyzsze rownanie w wygodniejszej formie:

2dgay _ (390 F ab(dab))

) = (5.191)
Qab  5q5F ap(dab) + Cap
z ktérej po obustronnym wycatkowaniu otrzymujemy:
1 q2 b -
qub(ﬁ)cfab(%bb) = jg ) —Cap » (5192)
ab

gdzie Agb jest w ogdlnoséci zespolona stala.

Rownanie generujace: Podstawiajac (5.192) do (5.185) otrzymujemy szukane rézniczkowe réwnanie
generujace dla amplitud gg:

: (5.193)
A%

bedace konsekwencja obu zasad informacyjnych, strukturalnej i wariacyjne;j.

Rozwigzanie réwnania generujacego: Poniewaz amplituda g, jest rzeczywista, wiec A2, tez musi
by¢ rzeczywiste. Podobnie jak w rozdziale 5.1.3, poniewaz stata A2, jest rzeczywista, wigc mozna ja
przedstawi¢ za pomoca innej rzeczywistej statej aqp jako Ay, = agp lub Ay = i agp. Zatem istnieja
dwie klasy rozwiazan réwnania (5.193).

Dla A, = aq, rozwiazanie (5.193) ma charakter czysto eksponencjalny:

" W, " 9
qap(V) = By exp <—> + C,p exp <> , Agp = agp , (5.194)
Agb Agh
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. 1 1 .
gdzie state B, oraz C, sa rzeczywiste.

Natomiast dla A, = 7 a4, rozwiazanie (5.193) ma charakter trygonometryczny:

qab(ﬁ) = B;b sin <29) + C(;b COSs (19> 5 Aab = iaab 5 (5.195)

Aap Qab

gdzie aqp, B;b, C;b sa rzeczywistymi statymi.

Warunek niezmienniczoéci przy obrocie o 2m: W rozwazanym obecnie przypadku'! wartosci 9
sa katem z ograniczonego zbioru (0, 27). Zatem z geometrycznej symetrii uktadu przy obrocie o kat
27 wynika, ze rozklad P (S,|Sp, ?) jest rowniez funkcja okresowa zmiennej 9. Ze wzgledu na (5.175)
warunek ten oznacza, ze funkcja ¢, (1) powinna byé okresowa, zatem wybieramy rozwiqzanie o
charakterze trygonometrycznym, przy czym Funkcje sin oraz cos w (5.195) sa funkcjami bazowymi
tworzacymi amplitude prawdopodobienstwa gq,(19).

Funkcje bazowe na przestrzeni amplitud powinny by¢ ortogonalne. Z postaci g, w (5.195) wynika, ze
funkcjami bazowymi sa funkcje ’sin’ oraz ’cos’. Poniewaz ¢, jest okreslone na przestrzeni parametru
v € (0, 27), zatem warunek ortogonalnosci funkcji bazowych na tej przestrzeni:

27
/dﬁ sin (¥/aqp) cos (9 /aqp) = 0 (5.196)
0
daje po wycatkowaniu postac statych a,p:
2

Qgp = — gdzie ng=1,2,... . (5.197)
Nab

Warunek minimalizacji pojemnosci I: Warunek (5.197) jest warunkiem na dopuszczalne wartoéci
aqp = —iAg (por. (5.195)), ale jak wida¢ nie wskazuje on na zadna z nich jednoznacznie. Moze to
nastapi¢, gdy ustalimy warto$¢ n,p, co uczynimy ograniczajac rozwazania do zapostulowanego w
Rozdziale 2.7.1 warunku minimalizacji informacji kinetycznej I — min.

Zacznijmy od wyznaczenia stalej Cyp, (5.187). Po wstawieniu do (5.187) amplitudy (5.195) z (5.197),

otrzymujemy:
Cop = % Sin (7 ngp) (5.198)

(Bl = Cla)(Boy + Cly) cos(mnas) = 2By Clysin(mnap) ) =0, gdzie ngy =1,2,... ,

skad po skorzystaniu z I;, = 4 [ dd(Cop — qabng), (5.186), oraz réwnania generujacego (5.193)
pozwalajacego wyeliminowac ng, otrzymujemy uzyteczna posta¢ pojemnosci informacyjnej:

2w

1

n,=-4)" yEa / dv ¢, (0) . (5.199)
ab a 0

" Przypomnijmy sobie analize przeprowadzona w rozdziale (5.1.3) dla rozkladu energii czasteczki gazu. Wtedy ze wzgledu
na nieograniczony zakres argumentu amplitudy, wybraliémy rozwiazanie o charakterze eksponencjalnym.
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Nalezy jeszcze wyznaczyc catke w (5.199):

2T 27 21 27
P(SCL;SI)?'&) p(197Sa|Sb)P(Sb)
do ¢, (9 E/d??PS Sy, 0 :/cw:/cm
[ @ (Sa |52, 9) 0, 5) D (0,50)
0 0 0
p.SalSp) L p(0.5418) )
= dyP AP lob) 3 /cw 2
/ p(Sp|9)r (V) ) S
27 1
= 27r/d0p(19,Sa|Sb) =27P (S,15) :27r§ =, (5.200)
0

gdzie w pierwszej linii i) wpierw skorzystano z definicji amplitudy, g2, (9) = P (S, |y, 9), (5.175), ii)
nastepnie z definicji prawdopodobienstwa warunkowego, iii) znowu z definicji prawdopodobienstwa
warunkowego:

P (S, Sp,9)
P(Sy)

nastepnie w drugiej linii z p (9, S,) = p (S |[¥) r(¥) (por. Uwaga ponizej (5.157)) oraz z wyrazen
(5.157), (5.164) oraz w trzeciej linii z:

p (9,84 15) = (5.201)

27
P(S.iS) = [ d0p (0,515, (5:202)
0

a na koniec z (5.172).
Wykorzystujac (5.199), (5.200) oraz A,y = iag i (5.197), mozemy wyrazi¢ informacje I, poprzez
state ngyp, otrzymujac:

L, =—Q, = / dy ¢%, = 471'2 - = =7 nk, gdzie ng =1,2,.., (5.203)
ab ab ab Qab ab

przy czym druga z powyzszych réwnosci, a zatem i pierwsza, otrzymano korzystajac z postaci informa-
cji strukturalnej (5.181), (5.192) oraz z (5.198). Zwiazek @)1, = —1I;, jest wyrazem ogdélnego warunku
(3.45) spelnienia przez metode EFI oczekiwanej zasady strukturalnej (3.35).

7. powyzszego zwiazku wynika, ze warunek minimalizacji /1, bedzie spelniony dla:
ngy =1, I, = min , (5.204)
dla dowolnych S, oraz S,. Warunek n,;, = 1 zgodnie z (5.197) odpowiada nastepujacej wartosci a,p:
agy =2  dla dowolnych S, oraz Sy . (5.205)
Sumowanie w (5.203) przebiega po wszystkich S, i Sy, zatem dla ny, = 1, otrzymujemy wartos$¢

minimalna I :

+ +
Ly iy =™ > _mgy=4m, gdzie ng =1, (5.206)

a=— b:_

Tak wiec otrzymaliémy minimalna warto$¢ pojemnoéci informacyjnej dla parametru 9.
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Wyznaczenie stalych w amplitudzie: W wyrazeniu (5.195), ktére dla a,, = 2 przyjmuje postac:
r (0 / 9
qap(V) = By, sin 5 + C,; cos 5 ) (5.207)

wystepuja jeszcze state B;b oraz C;b, ktére réwniez musimy wyznaczy¢. Wyznaczymy je korzystajac
z wezesniej ustalonych w (5.158), wartosci tacznego prawdopodobienstwa warunkowego P (Sqp 1)
dla 9 = 0.

Wyrazmy wpierw P (Sq|Y) poprzez amplitude gqp:

P (Sult) = P (Su5410) = T = P (5, 15,0) T
= P(SuIS1, 1) P (Suli) = (0P (Si19) = 5 () (5208
gdzie skorzystano z (5.164). Z réwnania (5.208) wynika, ze:
qap(9) =0 jesli P (Sg|9) =0. (5.209)

Rorzystajac z (5.209) oraz P (+ +|0) = P (— —|0) = 0, (5.158), i wstawiajac (5.207) dla ¥ = 0 do
(5.208), otrzymujemy:

. =C_=0. (5.210)
Ponadto, korzystajac z symetrii geometrycznej eksperymentu, P (S4_|¢) = P (S_|9) oraz P (S4+4|9)
= P (S__|v), zapisanej w (5.166), otrzymujemy:

B,, =B _ oraz B, =B, (5.211)
oraz

c._=0C,. (5.212)

Analiza z wykorzystaniem metryki Rao-Fishera: Ponizej przekonamy sie, ze wyznaczenie pozosta-
hych stalych B;b oraz C;b wymaga dodatkowego zalozenia, odnoszacego sie do postaci metryki Rao-
Fishera na przestrzeni statystycznej S, szukanego statystycznego modelu.

Szukanym rozkladem prawdopodobienstwa w eksperymencie EPR-Bohm’a jest dyskretny rozklad
(5.153) okreslony na przestrzeni zdarzen S,Sp = Sap € Qgp, (5.152), i unormowany zgodnie z (5.154)
do jednosci. Zatem zbiér mozliwych wynikéw to:

i=ab=(++),(—),(+=),(—+) . (5.213)

Aplitudy prawdopodobienistwa zwiazane z rozkltadem (5.153) maja zgodnie z (5.208) postac:

@zjfmm=¢m&mm (5.214)

Zgodnie z (5.207) amplitudy g, () maja nastepujace pochodne:
aqab _ 1

/ ¥ A
8’19 5 (Bab COS <2) — Cab Sin <2>> . (5215)
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Dla ® = 4 wynikéw (5.213), z ogdlnego zwigzku (2.173) okredlajacego metryke Rao-Fishera gq, =
4 ZZ 1 gga % , otrzymujemy po skorzystaniu z (5.214) oraz (5.215) nastepujaca posta¢ metryki gy
indukowanej z rozktadu (5.153):

aqz aqz IQab \anb)
goo(V) = 42 89 89 Z 89 89

!

(GO (<cab>2 ~ (B sin(5) = By Cpsin(0)) (5:216)
ab

na jednowymiarowej przestrzeni statystycznej S parametryzowanej w bazie 9.

Po skorzystaniu z (5.211), posta¢ metryki gy (?), (5.216), prowadzi dla ¥ = 0 do warunku:
o (9 = 0) = %Z(B;bf — (B’ +(B._? dlav=0, (5.217)
ab
natomiast dla ¥ = 7 do warunku:
o (9 = ) = ;Zb:(c;b)Q —(C._P? dad=n, (5.218)

gdzie skorzystano réwniez z (5.210).

Centralne zalozenie statystyczne dla eksperymentu EPR-Bohm’a: Zal6zmy, ze w eksperymencie
EPR-Bohm’a metryka Rao-Fishera gy na S jest niezalezna od wartosci parametru ¥, tzn.:

go9 (V) = gyy = const. . (5.219)

W szczegélnym przypadku warunek (5.219) oznacza, ze gy (¥ = 0) = gy 9 (¥ = 7), co uwzgledniajac
w zaleznosciach (5.217) oraz (5.218) daje:

/ / /

(Biy)?+ (By)? = (C4)* 2 0. (5.220)

Warunek ten oznacza, ze C’;_ # 0, gdyz w przeciwnym wypadku, tzn. dla Cir_ = 0, z warunku
(5.220) oraz z (5.210) otrzymalibyémy zerowanie sie wszystkich wspdtczynnikéw B;b oraz C’;b, co
odpowiadaloby trywialnemu przypadkowi braku rozwigzania dla zagadnienia EPR. Zatem otrzymu-
jemy:

C=C,_=0C_,+#0, (5.221)

gdzie réwnosci wspoélczynnikéw wynika z (5.212).

W koricu niezalezno$é gy od wartosci ¥, (5.219), daje po skorzystaniu z postaci gy g, (5.216), oraz
z warunkoéw (5.210), (5.211) i (5.212), warunek:

> <(C;b)2 — (B;b)Q) =2((C._)* = (B )?— (B,_)Y) =0, (5.222)

ab

czyli warunek pokrywajacy sie z (5.220) oraz:

> B, Cp=2(B, C, )=0. (5.223)
ab
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Warunek (5.223) wraz z (5.221) oznacza:
B, =B ,=0, (5.224)
gdzie skorzystano réwniez z (5.211). Po uwzglednieniu (5.224) w (5.222), otrzymujemy:

(B++)2 = (C+—)2 : (5.225)

W koricu zauwazmy, ze ze wzgledu na (5.224) oraz (5.221), warunek istnienia nietrywialnego rozwia-
zania oznacza, ze:

B=B,, =B__#0, (5.226)

gdzie ponownie w réwnosci skorzystano z (5.211).
Podstawiajac otrzymane wyniki dla wspétczynnikéw B;b oraz C;b do (5.207), otrzymujemy:

0+ (9) = ¢——(9) = Bsin (8/2) , q_+(9) = q4—(9) = Ccos (9/2) . (5.227)

Jak wida¢, rowno$¢ wspolczynnikéw w zwiazkach (5.221) oraz (5.226) jest odbiciem réwnosci odpo-
wiednich amplitud, wynikajacej z symetrii odbicia przestrzennego (5.166) oraz wzoru (5.208).

Musimy jeszcze wyznaczyc state B oraz C'. Z powodu warunku normalizacji prawdopodobienistwa
P (5,5|9), (5.154), otrzymujemy ze wzgledu na (5.208) réwnanie:

L@ )+ )+, 0) 4 () =1. (5.226)
Rorzystajac z (5.227) i (5.228) mamy:
B?sin® (9/2) + C? cos® (9/2) = (B? — C?) sin? (9/2) + C* =1 . (5.229)

RKoncowa posta¢ amplitud: Poréwnujac wspétczynniki stojace przy odpowiednich funkcjach zmien-
nej ¥ po lewej i prawej stronie drugiej rownosci powyzszego wyrazenia, otrzymujemy:

B*=C%*=1, (5.230)
co po wstawieniu do (5.227) daje ostatecznie rozwiazanie réwnania generujacego (5.193):
Qe (9) =g (9) = +sin (9/2) , g4 (9) = qr_(9) = cos (9/2) . (5.231)

Wynik na prawdopodobienstwo w eksperymencie EPR-Bohm’a: Podstawienie amplitudy (5.231)
do P (Sg|) = 1 ¢2,(9), (5.208), daje wynik na taczne prawdopodobiefistwo otrzymania okreglonej
kombinacji rzutéw spinéw przy zadanej wartoéci kata v:

1 1
P(++[0)=P(==19) =3 sin? (9/2), P(+—|0)=P(—+|9) = 3 cos® (1/2), (5.232)
ktéry jest przewidywaniem mechaniki kwantowej [56].

Na koniec, podstawiajac wartosci otrzymanych wspétczynnikéw B;b oraz C;b do (5.216), otrzymu-
jemy warto$¢ statej gyy dla jedynej sktadowej metryki Rao-Fishera w (5.219):

goo(V) =ggy =1, (5.233)
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ktéra zgodnie (2.89) jest metryka samo-dualnego (Euklidesowego) uktadu wspéirzednych ¥ na jedno-
wymiarowej przestrzeni statystycznej S.

Réznica pomiedzy przedstawionym wyprowadzeniem a analiza w [8]: Wynik (5.232) w ramach me-
dody EFI, zostat oryginalnie wyprowadzony w [8], jednakze powyiszy spos6b wyprowadzenia rézni
sie w dwdch miejscach. Po pierwsze, warunki brzegowe zostaly ujetne w sposéb bardziej przejrzysty
[16], a po drugie w [8] odwolano sie do wtasnosci ortogonalnoséci wprowadzonych tam kwantowych
amplitud, o czym wspomnimy na koncu rozdziaty, a czego w powyzszym wyprowadzeniu uniknig¢to,
wprowadzajac w to miejsce warunek niezaleznosci metryki Rao-Fishera od wartosci parametru 9.

Whioski: W (5.171) wyznaczono taczne prawdopodobieristwo P (S,;) = 1. Z drugiej strony w (5.165)
otrzymano P(S;) = 1/2 (i analogicznie P(S,) = 1/2), z czego wynika, ze:

P (Sap) = P (Sa) P () (5.234)

ktéry to warunek oznacza niezaleznos¢ spinowych zmiennych S, oraz 5.

Natomiast z (5.232) widad, ze efekt korelacji spinu zmienia sie bardzo mocno wraz z warto$cia kata ¢
i w samej rzeczy poréwnanie (5.232) z (5.163) i (5.164) daje warunek:

P (Sap|0) # P (Sal) P (Sp9) - (5:235)

Relacje (5.234) oraz (5.235) nie sa jednak w sprzecznosci. Istotnie, poniewaz prawdopodobienstwa
P (Sa), P (S,) oraz P (Sp) sa wyznaczone na skutek usrednien po wszystkich wartosciach kata v,
zatem mozna bylo oczekiwac, ze po dokonaniu tych usrednien korelacja zmniejszy sie. Zauwazmy, ze
w (5.234) nie ma zaleznosci od 9, co wynika z tego, ze prawdopodobienstwo P (S,;) z definicji okresla
rownoczesne pojawienie sie kombinacji rzutéw spinéw S, niezaleznie od informacji o zmiennej ka-
towej ¥. Podobnie, P (S,) oraz P (S) okreslaja prawdopodobienstwa odpowiadajacych im zdarzen
w sytuacji pozbycia si¢ informacji o kacie 9.

Réwnanie (5.234) méwi wiec, ze w sytuacji usrednienia po kacie 1, czyli wtedy gdy zmienna ta jest
pod kontrola, zmienne S, oraz .S; rzutow spindéw sa niezalezne, wiec sa réwniez catkowicie niesko-
relowane.

Natomiast wynik (5.235) dla eksperymentu EPR-Bohm’a zachodzi wtedy, gdy dokonujemy estymacji
kata ¥ metoda EFI, czyli w sytuacji oczywistego braku uérednienia po ¥.

Poréwnanie stwierdzen o usrednieniu: Powyzszy wynik ma interesujaca fizyczng interpretacje. Mia-
nowicie twierdzenie Ehrenfesta mowi, ze Srednie wartoéci kwantowych operatoréw sa réowne ich kla-
sycznym odpowiednikom. W jego $wietle wyrazenie (5.234) méwi, ze w przypadku usrednienia po
kacie ¢ stany splatane EPR-Bohm’a, na powrét ulegaja klasycznej separacji. W analizie statystycznej
moéwimy, ze po wyeliminowaniu wplywu zmiennej trzeciej, ktéra jest kat ¢, okazalo si¢, ze zmienne
rzutéw spinéw S, i Sy sa nieskorelowane.

Uwaga o wyprowadzeniu Friedena [8]: Warunek niezaleznosci wyprowadzenia formul (5.227) od
mechaniki kwantowej mozna by nieco ostabié, tzn. na tyle, aby statystyczno$¢ teorii byta dalej wi-
doczna. Frieden uczynil to, jak nastepuje [8]:

Pokazmy, ze g,;(¥) jest proporcjonalna do “kwantowej” amplitudy ,,(1), parametryzowanej para-
metrem o) dla stanéw (5.152). Niech P (Sg, ) jest prawdopodobiefistwem pojawienia si¢ konfigu-
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racji (a,b) rzutu spinéw, podczas gdy parametr wynosi 9. Nie jest to prawdopodobienstwo taczne
zajscia zdarzenia: “pojawila sie konfiguracji (a, b) rzutu spinéw oraz kat ¥”, gdyz ten ostatni nie jest
zmienna losowa.

Funkcje 1,5 (0) okreslimy tak, ze kwadrat jej modutu spelnia zwiazek:

P (Sap,0)

Yab(9)* = [thap (9 [Sap) [* = p (9 |Sar) = P(Sw)

(5.236)

tzn. jest prawdopodobienstwem, ze skoro pojawitaby si¢ taczna konfiguracja spinéw S,;, to war-
tos¢ kata wynosi 9.

Problem polega na tym, ze ¢,;(19) opisuje losowe zachowanie zmiennej spinowej .S, a nie ¥, co ozna-
cza, ze qqp(1) jest amplituda typu g (ab), a nie Y (9).

Aby pokazac, ze q,,(19) jest proporcjonalna do 4, (1), skorzystajmy z (5.236), a nastepnie z twierdzenia
Bayesa oraz definicji prawdopodobienstwa warunkowego:

P (Sap, ) _ P (Sap |0)r(9) P(Sap [9)r(9) _ P(Sa|Sp, )P (Sp) r(9)

2 _ _
[Yap(D)]* = P(Sw)  P(Sw|S»)P(Ss)  P(S.|S)P(Ss)  P(S4]S)P(Sy)
e (9) (V)
P(Sa |Sb) (5.237)

Rorzystajac z (5.157), (5.172) oraz (5.175), otrzymujemy wiec z (5.237), ze

[Yan(9)|* = %ng(ﬁ) ; (5.238)

skad

Yu®) = < qu(9), acR. (5239)

Zatem, v)45(1) o qap(19), co oznacza, 7e'?, skoro pojawila si¢ Yaczna konfiguracja spinéw S, to am-
plituda prawdopodobienstwa v,;(1), Ze warto$¢ kata wynosi ¥, jest proporcjonalna do amplitudy
prawdopodobienstwa ¢,;(1)) zaobserwowania rzutu spinu S, czastki 1 pod warunkiem, ze rzut spinu
czastki 2 wynositby Sy, a kat ¥. Zdanie to jest wyrazem splatania, ktére pojawilo si¢ w kwanto-
mechaniczno opisie eksperymentu EPR-Bohm’a.

W koncu, ze wzgledu na (5.238), amplitudy ¢.»()) sa proporcjonalne do amplitud ., (9). Zatem
Frieden zarzadat ortogonalnosci amplitud kwantowych ¢4 1 i ¢ _, skad automatycznie wynikneta
ortogonalno$¢ amplitud ¢4, oraz g, _:

2w 2w
/ dY @pqe_ = / d¥ B, sin (9/2) | B, _sin (9/2) + C', _cos (9/2)| =0, (5.240)
0 0

co pozwolito na wyprowadzenie zerowania si¢ B;, oraz B’ 4, (5.224), a dalej (postepujac juz jak
powyzej) otrzymanie formut (5.232).

2\ mechanice kwantowej powiedzielibysmy, ze 145 () oznacza amplitude prawdopodobieristwa zdarzenia, ze wartos$¢
kata wynosi ¥, o ile pojawilaby si¢ taczna konfiguracja spinéw Sqs.
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5.2.4 Niepewnos$¢ wyznaczenia kata

Istnieje jeszcze jedna sprawa dotyczaca analizy estymacyjnej, opisanej powyzszymi rachunkami,
ktéra wymaga podkreslenia.

Rozktad eksperymentalny: Otéz w rzeczywistym pomiarze badacz otrzymuje wartosci rzutu spinu
S, z okreslonymi czestodciami, ktére sa oszacowaniami rozktadu prawdopodobienstwa (5.232), co z
kolei pozwala na punktowe oszacowanie kata .

Analiza statystyczna metody EFI, ktéra doprowadzita do (5.232) jest, zgodnie z postulatem EFI, sprawa
uktadu dokonujacego prébkowania przestrzeni pomiarowej polozen i estymacji oczekiwanych para-
metréw'?. Jednak jako metoda statystyczna i ona podlega pod ograniczenie Rao-Cramera do-
ktadnosci oszacowania estymowanego parametru, ktéorym w tym przypadku jest . Sytuacja ta ma
nastepujace konsekwencje.

Weuwnetrzny blad estymacji metody EFI parametru ¢: Zauwazmy, ze nieréwno$¢ Rao-Cramera ma
postaé, 03 F' > 1/Ir (9), (2.115), gdzie tym razem estymator F' = 1. Z nieréwnodci tej otrzymujemy
warunek na wariancje estymatora ] kata ¢

o2 (&) > I;ﬁ) : (5.241)

gdzie Ir () = I jest informacja Fishera (5.178), a nie pojemnoscia informacyjna I, (5.180), czy w
konsekwencji jej wartoscia minimalna (5.206). Bez analizowania postaci estymatora ¥, nieréwnosé
Rao-Cramera (5.241) okresla DORC dla jego wariancji, o ile tylko estymator ten jest nieobciazony.

Wiemy tez, ze poniewaz pojemnos$¢ informacyjna jest suma po kanatach z odpowiadajacych im in-
formacji Fishera, wiec:

L, > Ip(¥). (5.242)

7. (5.242) oraz z (5.241) otrzymujemy:

1 1 -
I roELd (9) - (5.243)

Poniewaz pojemnos¢ kanatu I, wedtug (5.206) wynosi:
I, =4m, (5.244)
wiec podstawiajac ta warto$¢ do nieréwnosci (5.243) otrzymujemy:
o (é) > L~ 0.08rad? . (5.245)
47

Whiosek: Nieréwnosc (5.245) stwierdza, ze obserwacja jednej wartosci rzutu spinu przy kompletnej
nieznajomosci kqta v (stad (5.157)) daje o nim matla, lecz skorficzona informacje. Blad jego estymacji
/0,08 rad = 0,28 rad jest do$¢ duzy, co jest zwiazane z plaska funkcja “niewiedzy” (1) okreslona
w (5.157).

!3Jest tak w calej analizie EFI nie uwzgledniajacej wplywu urzadzenia pomiarowego.
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5.24.1 Wplyw zaszumienia pomiaru

Analiza EFI w obliczu pomiaru i ptynacego z tego faktu zaszumienia danych wewnetrznych EFI nie
jest przedmiotem tego skryptu. Zainteresowany czytelnik znajdzie oméwienie tego tematu w [8, 16].
Ponizej zamieszczam wniosek z analizy Mroziakiewicz [16] dotyczacy tego problemu dla powyzszej
analizy eksperymentu EPR-Bohm’a.

W pomiarze stanu uktadu przez zewnetrznego obserwatora, otrzymujemy dane zaszumione przez
uktad pomiarowy. Tzn. dane pomiarowe rzutu spinu (oznaczmy je S,) sa generowane przez praw-
dziwe wartosci wielkosci S, Sp, ¥ w obecnosci szumu aparatury pomiarowej. Szum ten powstaje co
prawda w urzadzeniach Sterna-Gerlacha a oraz b, ale ze wzgledu na zalozenie podane na samym
poczatku Rozdzialu 5.2.1, z innych przyczyn niz (przyjete jako réwne zeru) fluktuacje rzutu spinu.

IF uwzgledniajaca zaszumienie: Uzyskana przy tych danych informacja Fishera 7,5, o parametrze
9, uwzgledniajaca zaszumienie pomiarowe, jest generowana przez informacje Fishera Ir(9) = I
(5.178). W tym sensie informacja Fishera Ir(9), (5.178), procedury estymacyjnej EFI jest czesciq
informacji, ktéra przejawia sie w pomiarze. Zatem obok nier6wnosci (5.242) zachodzi réwniez:

IF(ﬁ) Z IzaSZ(ﬂ) . (5246)

Ze wzgledu na to, ze 1,45,(9) wchodzi w (5.243) w miejsce (1)), warunek ten oznacza pogorszenie
jakosci estymacji w poréwnaniu z (5.245).

5.2.5 Informacja () jako miara splatania

Tak jak we wszystkich problemach estymacyjnych rozwiazanych metoda EFI, tak i w ekspery-
mencie EPR-Bohm’a wykorzystano przy estymacji kata vJ, obserwowana zmodyfikowana informa-
cyjna zasade strukturalna i+ C+ kq = 0, (3.43), ktéra ze wzgledu na k = 1 w eksperymencie
EPR-Bohm’a'4, daje na poziomie oczekiwanym zwigzek Q1, = —1I1,, (5.203), zgodnie z ogélnym wa-
runkiem (3.45) metody EFL

Dostepnos¢ pomiarowa I;,: Poniewaz nie mierzony byt stan czastki 2, tzn. rzut spinu S, w cza-
sie naszej analizy mogt przyjac¢ wartos¢ + lub —, zatem pojemnos$¢ informacyjna I, jest informacja o
kacie 1, zawarta w obserwacji rzutu spinu czastki 1 dokonanej przez uktad i zgodnej z dokladnoscia

do szumu z obserwacja dokonang przez zewnetrznego obserwatora'®.

Nieobserwowalna wewnetrza struktura uktadu odbita w ()1,: Natomiast informacja strukturalna
@1, (5.181) dla czastki 1, jako pozostata cze$¢ informacji fizycznej K, jest informacja zawarta w nie-
obserwowanej wewnetrznej strukturze informacyjnej calego uktadu. Sugeruje to istnienie tacznej,
nieseparowalnej informacji strukturalnej dla czastek 1 i 2. Zatem informacja o tacznej strukturze
ukltadu, to nie to samo co suma informacji o jego sktadowych.

Splatanie stanow czastek: Ze wzgledu na )1, = —1I;,, przestrzen danych odbita w I;,, tzn. obser-
wacje czestosci rzutu spinu czastki 1, jest na poziomie informacji, zwigzana z wewnetrza przestrzenia

“4Podatkowo dla eksperymentu EPR-Bohm’a c=cC epr = 0, zgodnie z (5.198).
15Zaszumienie z aparatury Sterna-Gerlacha, o ktérym wspomniano powpyzej, dla uproszczenia pomijamy.
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konfiguracyjna uktadu odbita w @Q);,. Co prawda, ze wzgledu na brak bezposredniego wgladu w re-
lacje wewnatrz uktadu, mozemy jedynie ze skoriczona doktadnoscia (Rozdzial 5.2.4) wnioskowaé o
kacie ¥, jednak sam fakt mozliwosci takiego wnioskowania okresla sytuacje nazywana splqtaniem
stanéw obu czastek.

Whiosek ogdlny: Wynik ten prowadzi do stwierdzenia, ze strukturalna (wewnetrzna) zasada informa-
cyjna I = —k(Q, stosowana dla kazdego rozwazanego problemu EFI, opisuje'® splatanie przestrzeni
danych obserwowanych!? z nieobserwowana konfiguracja ukladu czastek'®. Postuluje to wykorzy-
stywanie EFI jako formalizmu do predykcji wystapienia stanéw splatanych i to nie tylko w przypadku
problemu EPR-Bohm’a. Tak wiec, informacja strukturala () jest informacja o ,splataniu” widocznym
w korelacji danych przestrzeni pomiarowej z przestrzenia konfiguracyjna uktadu.

Na koniec wspomnijmy, ze inne traktowanie informacji fizycznej K w [8] niz w obecnym skrypcie,

sprawia, ze wnioski tam otrzymane sa inne'”.

W przypadku braku separowalnoéci I oraz Q na sumy odpowiednio pojemnoéci informacyjnych oraz informacji struk-
turalnych, wlasciwych dla poduktadéw.

"Na przygklad, czestosci rejestracji okreslonych rzutéw spinu S, w eksperymencie EPR-Bohm'’a.

8Na przyklad, katem ¥ w eksperymencie EPR-Bohm’a.

19Wnioski w pracy [8] sa nastepujace: Przekaz [zwiazanej| informacji J do czastki obserwowanej wzbudza warto$¢ spinu
S, do poziomu danej w prébcee, zgodnie z koricowym prawem (5.232). Oznacza to, ze przekaz informacji sprawia, ze czastka
spetnia konicowe prawo (5.232) [opisujace zachowanie si¢| spinu. Przyczyna jest jaki§ nieznany mechanizm oddzialywa-
nia, by¢ moze pewna “bogata i ztozona struktura, ktéra moze odpowiadac na informacje i kierowaé zgodnie z tym, swoim
wlasnym ruchem” . W ten sposéb, przekaz [zwiazanej] informacji J wiaze z soba stany spinowe nieobserwowane;j i obser-
wowanej czastki. A zatem J (zgodnie z wymogiem) “nadaje posta¢” wlasno$ciom spinu nieobserwowanej czastki.
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Rozdzial 6

Zakonczenie

Celem skryptu byla prezentacja uogélnienia MNW oraz zastosowania IF w jej czesci wniosko-
wania statystycznego dotyczacego estymacji niepartametrycznej metoda EFI, zaproponowana przez
Friedena i Soffera do opisu zjawisk fizycznych i ekonofizycznych. Podstawy takiej analizy statystycz-
nego opisu zjawisk zostaly wprowadzonych w latach 20 ubieglego wieku przez Fishera.
Poczatkowo Fisher wprowadzit MNW poszerzona o pojecie IF w celu rozwigzania problemu esty-
macji punktowej i przedzialowej parametru rozktadu zmiennej losowej w sytuacji matej préby. Jego
statystystyczna metoda doboru modeli, konstruowana niezaleznie od éwczesnie rozwijanych teorii
fizycznych, okazala si¢ jednak siega¢ o wiele dalej, w obszar estymacji réwnan fizycznych teorii pola,
przy czym okazalo sie, ze wielko$¢ (matej) proby jest w tej estymacji cecha charakterystyczna modeli.
Celowi temu po$wiecona jest gtéwna czeé¢ niniejszego skryptu.

JesteSmy w punkcie, w ktérym mozna juz da¢ pewne wstepne podsumowanie metody EFI jako pro-
cedury statystycznej budowania modeli. Jest wiec EFI metoda statystycznej estymacji réwnan ru-
chu teorii pola lub réwnan generujacych rozklady fizyki statystycznej. Gdy szukane réwnanie ruchu,
wyestymowane metoda EFI poprzez rozwiazanie jej rownan (3.43) oraz (3.44), zostalo otrzymane,
wtedy moze by¢ dalej prowadzone poszukiwanie rozkladu prawdopodobienstwa na analitycznych
warstwach przestrzeni statystycznej S, tzn. na (pod)rozmaitoéci w S z metryka Rao-Fishera.

Moze si¢ zdarzyc, ze taczny rozktad prawdopodobienistwa jest analizowany przez EFI na calej poloze-
niowo-pedowej przestrzeni fazowej uktadu' i to dla wiecej niz jednego pola. Ma to np. miejsce, gdy
obok pola Diraca, obecne jest réwniez pole cechowania (Rozdziat 4.3.3.1). Wtedy na warstwie roz-

2 musi by¢ samospéjnie

ktadu fermionowego, w jego pochodnych kowariantnych, pole cechowania
wrziete pod uwage.

Sedno metody EFI jest zawarte w ogélnej postaci informacji fizycznej K zadanej przez réwnania (4.6)
oraz (4.7) (lub (4.8)). Jest ona funkcja zar6wno obserwowanej informacji strukturalnej &, (¢, (x)) jak i
amplitud ¢, (x) (lub ,,(x)) rozktadéw, wraz z ich pochodnymi. Przy tak ogélnym zrozumieniu K, roz-
norodnos¢ réwnan EFI jest konsekwencja réznych warunkéw wstepnych dyktowanych przez fizyke.
Moga sie one wyrazac np. poprzez réwnania ciagtosci, ktére same sa wynikiem estymaciji statystycz-
nej [10] (Rozdziat 3.4), pewne symetrie charakterystyczne dla zjawiska (Rozdzial 2.7.1) oraz warunki
normalizacyjne. Wstepne zatozenia fizyczne moga, poza ewentualno$cia nalozenia dodatkowych réw-

nan ciagtosci, wskazywac réwniez na zastosowanie jedynie wariacyjnej zasady informacyjnej, jak to

'Gdyby na przyklad chcie¢ wyznaczy¢ metoda EFI taczny rozklad energii i pedu czastki gazu.
Dla brzegowego rozktadu pola cechowania wyznaczonego z tacznego rozktadu wszystkich pél.
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ma miejsce w przypadku réwnania Kleina-Gordona dla pola skalarnego (Rozdziat 4.3.2), badz na obie
zasady i ich samospdjne rozwiazanie, jak to miato miejsce w pozostatych przypadkach.

Podsumowujac, przeszliémy w skrypcie przez trzy etapy statystycznej rozbudowy zastosowania MNW
oraz IF. Na pierwszym, wstepnym etapie, przedstawiono zastosowanie MNW oraz IF w analizie do-
boru modeli (Rozdziat 1) oraz oméwiono podstawy podejscia geometrii rozniczkowej do konstrukcji
przestrzeni statystycznej, obrazujac poznany aparat statystyczny przyktadami estymacji modeli ekspo-
nentialnych. Na drugim etapie, wprowadzono pojecie entropii wzglednej i pojemnoéci informacyjne;j
oraz wprowadzono strukturalng i wariacyjna zasade informacyjna (Rozdziat 2-3) metody EFI, a w
trzecim przedstawiono wykorzystanie tych poje¢ do wyprowadzenia podstawowych réwnan modeli
fizycznych (Rozdzialy 4-5, Dodatek 7.3.1-7.3.2), wlaczajac w to przyktad ekonofizycznego opisu zja-
wiska (Rozdziat 5.1.4).
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Rozdzial 7

Dodatki

7.1 Dodatek: Zasada nieoznaczonoéci Heisenberga

Ponizsze wyprowadzenie zasady nieoznaczonosci Heisenberga zostalo przedstawione w [8, 19].
Zasada Heisenberga stwierdza, ze w okreslonej chwili czasu t nie mozna z dowolna dokladnoscia
wyznaczyc jednoczeénie poltozenia y i pedu y,, czastki, tzn. ze polozenie i ped czastki sa rozmyte, co
mozemy zapisa¢ nastepujaco:

h 2
aj - UZ% > <2> ) (7.1)

adzie o3 i 01% sa wariancjami polozenia i pedu czastki wzgledem ich wartosci oczekiwanych 6 oraz

0,.

Wyprowadzenie nieréwnosci (7.1) dla pola rangi N = 2

Zalézmy, ze dokonujemy estymacji tylko w jednym przestrzennym kanale informacyjnym przy
zalozeniu, ze pozostate czasoprzestrzenne parametry rozktadu sa znane. Powyzsza relacja moze byc
wyprowadzona przy odwolaniu sie do wtasnosci informacji Fishera. Warto$ci polozenia y zmiennej
Y sa rozmyte (badz fluktuuja) wokélt jej wartosci oczekiwanej 6, skad wartoéci x € X zmiennej
odchylen X spelniaja (jak zwykle w skrypcie), zwiazek:

x=y—60. (7.2)
Zalézmy, ze jest spetniona nieréwnos¢ Rao-Cramera (2.115):
o2 Ip(0) > 1, gdzie o2=FE ((é(y) - 9)2) , (7.3)

gdzie I (0) jest informacja Fishera parametru 6 dla pojedynczego pomiaru (z powodu odwolania si¢
do skalarnej wersji twierdzenia Rao-Cramera), ktéra po skorzystaniu z postaci kinematycznej (3.51) w
Rozdziale 3.3, ma postac:

I = 4/de (ag(;‘))Q . (7.4)

Rozwazmy zespolona amplitude 1, (3.53), dla pola rangi N = 2:

(%) = 9 (x) = ;5 (1) +ig2(x)) | (75)
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ktéra ma jako czes¢ rzeczywista i urojona dwie rzeczywiste amplitudy ¢;, ¢ = 1,2. Zalozymy, ze
N = 2 - wymiarowa préba dla zmiennej odchylen X jest prosta, skad amplitudy ¢;(x), ¢ = 1,2, sa
takie same i r6wne ¢(x):

1 (x) = q2(x) = q(x) . (7.6)

Zespolona funkcje 1) (x) mozna zapisac poprzez jej transformate Fouriera, przechodzac z reprezentacji
potozeniowej x do pedowej p:

Y(x) = (7.7)

1
d exp (ipx) ,
T ] P ¢(p) exp (i px)
gdzie p jest rozmyciem (fluktuacja) pedu y, wokél jego wartosci oczekiwanej 6, , tzn.:
P=Yyp—0p, (7.8)

a ped czastki jest mierzony w tej samej chwili co jego polozenie.
Dla amplitudy N = 2 pojemnos$¢ informacyjna I, (3.60), ma postac:

r=s [ax™ W (x) dw—8/d ‘
Przedstawiajac ¢ w postaci:
P(x) = [P(x)]exp (i5(x)) (7.10)
i wykonujac rézniczkowanie:

d (x) _ d]p (x)]

(7.9)

= iy (x)] e == (7.11)
mozemy (7.9) przeksztalci¢ nastepujaco:
I=8 [ dx | ‘ 8fd dwx)dlflﬁj‘):
=8 [dx M iS50 |y (x)] e~ x)dflx)) (d\w(x)\ S0 4|y (x)| e iS(x) d )) _
=8 [dx (d“"—) i i (x)] eSC LB A5) _ 51y ()| iSG0) 2500 U] | (7.12)

1o GO (452)°] = fax [ (2562)" 4 1w o (52) ]

Zajmijmy sie teraz pierwszym skladnikiem pod ostatnia catka w (7.12). Poniewaz norma amplitudy
1) jest rébwna:

1
5 (Q% + q%) ) (7.13)

() =3 (o) - nmi= ()

Podstawiajac powyzszy wynik do calki (7.12) i korzystajac z (7.4), otrzymamy nastepujaca rownosé:

I = 8/d ’M}({) 8/dx[(d|‘fb(:‘)|>2+¢(x)|2 <d*5;b(j‘)>2]
_ S/dx <2li>2+8/dx|w(x)\2 (‘@?)2:2&%]3 (diix)f] . (7.15)
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7. (7.15) oraz (7.9) wynika wiec nastepujaca nieréwnosc:

dip (x)
dx

2

20 <1 lub Ip < 4/dx’ (7.16)

Wykorzystujac transformate Fouriera (7.7), otrzymujemy z (7.16) po przejéciu do reprezentacji pedo-
wej:

I < 5 [ dp o) B 7.7

adzie |¢ (p)|? jest brzegowq gestoscig prawdopodobieristwa P(p) odchylen pedu.
Zatem caltka po prawej stronie (7.17) jest wartoécig oczekiwang E(p?) dla p?:

I < 5B (p) - (2) By, - 6, = (Z)a , (7.18)

gdzie 072, jest wariancja pedu czastki, a pierwsza réwnos$¢ wynika z tego, ze p jest odchyleniem (fluk-
tuacja) pedu y, od jego wartosci oczekiwanej 6, , (7.8). Podstawiajac powyzszy wynik do nieréwnosci
Rao-Cramera, 03 - Ir(6) > 1,(7.3), otrzymujemy (7.1):

0302 > (%)2 . (7.19)

cn.d.
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7.2 Dodatek: Réwnanie Schrodingera

Réwnania Schrodingera wyprowadzimy jako nierelatywistyczna granice réwnania Kleina-Gordo-
na. Wyprowadzenie go jako nierelatywistycznej granicy réwnania Diraca bytoby merytorycznie bar-
dziej uzasadnione [29], jednak celem ponizszego wyprowadzenia jest zwrécenie uwagi na relatywi-
styczne pochodzenie spinu elektronu.

Rozpoczniemy od separacji zmiennych czasowych i przestrzennych wystepujacych w réwnaniu (4.56)
dla pola rangi N = 2, zapisujac po lewej stronie wszystkie wyrazy zawierajace pochodna czasowa, a
po prawej pochodna po wspéirzednych przestrzennych:

0? 0 0p
29 Lo, 9 . 99 9.9
(h 8t2+ zhe¢6t+zhe 5t e“p* | Y
_<2h2*2_ . (*'*_- > 1\ 252 24
= (c"h*V® —=2iech(A- V) —iech(V -A)—e"A"—m“c" ), (7.20)
gdzie skorzystano z wyrazenia
6-(ﬁ¢):¢ﬁﬁ+ﬁ-w. (7.21)

Nastepnie skorzystajmy z nierelatywistycznej reprezentacji funkeji falowej [29]:
W (x,t) = P (x,t) e (7.22)

gdzie wydzieliliémy z 1) wyraz zawierajacy energie spoczynkowa mc?, otrzymujac nowa funkcje fa-
lowa . Rolejnym krokiem jest zastosowanie (7.22) w (7.20). Rézniczkujac (7.22) po czasie otrzymu-

jemy:

0 9 - ime? -\ .2
a po kolejnym rézniczkowaniu:

0? 0% - _imc® 0 - m2ct -\ 2o

gt = (g? 2" g0~ T 0) e (724
Stosujac nierelatywistyczne (n.r) przyblizenie:

E’I’LT’

mc'2 <<1, (7.25)

gdzie E,, , jest okre$lone poprzez ponizsze zagadnienie wlasne:

0? - ~
—h sV =Ep v, (7.26)
mozemy poming¢ pierwszy wyraz po prawej stronie (7.24).

Odwolajmy sie do przyblizenia statego, stabego potencjatu, dla ktérego zachodzi:

ep << mc?, (7.27)
oraz
% =0. (7.28)
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Nastepnie, wstawiajac (7.23) oraz (7.24) do (7.20), i wykorzystujac (7.25), (7.27) oraz (7.28), otrzymujemy
po przemnozeniu przez —1/2mc? i oznaczeniu v jako v, réwnanie:
e? A2

2mc?

h2
2m

ieh
+ R
mce

ff-ﬁw+@(ﬁ-ﬁ)¢+

2me

m%p —eptp = —— V) V. (7.29)

Jest to réwnanie Schodingera dla nierelatywistycznej funkcji falowej ¢/ z potencjalem elektromagne-
tycznym A oraz ¢,

W przypadku zerowania si¢ czesci wektorowej potencjatu Aidla niezerowego potencjatu skalarnego
¢, réwnanie to przyjmuje znana postac:

N SR
gt =5 -V + e (7.30)

Pytanie: Powiedz dlaczego powyzsze wyprowadzenie réwnania Schidingera z rownania Rleina-
Gordona, swiadczy o relatywistycznym charakterze spinu elektronu?
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7.3 Dodatek: Rezultaty EFI dla elektrodynamiki Maxwella oraz teorii grawi-
tacji

7.3.1 Dodatek: Pole cechowania Maxwella

Ponizej zaprezentujemy rezultat metody EFI otrzymany w zapisie Friedena-Soffera dla wyprowa-
dzenia réownan Maxwella (A/). Punktem wyjécia jest pojemnos¢ informacyjna (3.65):

I—Z/ o (apn< )22

ox, oxv
Rozwazmy réwnania ruchu Maxwella dla pola rangi N = 4 z amplituda rzeczywista ¢,,, n = 1, 2, 3, 4.

Zaktadamy, ze pola cechowania sa proporcjonalne do tych rzeczywistych amplitud [8]:
@(x)=aA,(x), gdzie v=n—-1=0,1,2,3, (7.31)

gdzie a jest pewna stala.
Wykorzystujac metryke Minkowskiego (n*#), definujemy amplitudy ¢” (x) dualne do ¢, (x):

3 3
= ZWWCM(X) =a Zn”“A#(x) =aA’(x), gdzie v=n—-1=0,1,2,3, (7.32)
gdzie wprowadzono dualne pola cechowania A*(x):
3
X) = Z n"A,(x), gdzie vr=0,1,2,3. (7.33)

Amplitudy ¢, (x) sa zwiazane z punktowymi rozktadami prawdopodobienstwa p,, (x) nastepujaco:
pn (X) = Pq, (x) = @ (x)qu(x) = GQAV(X)AII(X) , gdzie v=n-1=0,1,2,3. (7.34)

Widzimy wigc, ze w metodzie EFI dla elektrodynamiki Maxwella, indeks proby n staje si¢ indeksem
czasoprzestrzennym. Zatem posta¢ pojemnosci informacyjnej musi uwzgledniaé fakt dodatkowej es-
tymacji w kanatach czasoprzestrzennych, przyjmujac zgodnie z ogélnymi zaleceniami Rozdziatu 2.7.1,
posta¢ wspélzmiennicza:

I = Z / d4xnwpqﬂ )i(ap(;; iX) O £x>>

v=0
_ 42 / d'x Z(a?xy 8‘18’; )>. (7.35)

Dalej postepujemy jak w [8]. Stosujemy obie zasady informacyjne, strukturalna (3.43) z k = 1/2 oraz

wariacyjna (3.44):
i+ C+rq=0, gdzie k=1/2 oraz Jp(I+Q)=0, (7.36)
ktére rozwiazujemy samospoéjnie, wraz z nalozonym dodatkowo warunkiem Lorentza:

DuA" =0 (7.37)
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Zgodnie z (7.35) oraz (7.32) pojemno$¢ informacyjna I jest nastepujaca:

I—4a22/d4 Z( P (Mig )>. (7.38)

Wilasciwa posta¢ informacji strukturalnej @@ = Qs dla réwnan ruchu Maxwella, zostata wyprowa-

dzona w [8].

Warunki fizyczne: W celu otrzymania zaréwno @), jak i wartosci x, musza byc przyjete pewne
fizyczne zalozenia [8]. Po pierwsze jest to warunek Lorentza, po drugie, pewna wstepna postaé¢ Q.
Po trzecie, wymagane jest rowniez zalozenie o braku dodatkowych 7rédel pola elektromagnetycz-
nego w przestrzeni wolnej od czterowektora pradu j* = (cp, ;)

Drugi z tych warunkéw, zapisany zgodnie z notacja zawarta w (4.7), wyraza sie zadaniem nastepujacej
faktoryzacji obserwowanej informacji strukturalnej:

a® A, A F,(Ay(@)) = = A" F,(3,) | (7.39)

ktéra jest nastepnie wykorzystana w (7.36). Jezeli funkcja F), (j, ) spetnia zalozenie o zalezno$ci jedynie
od czterowektora pradu j, [8], wtedy z zasad informacyjnych metody EFI, (7.36), wynika zar6wno
warto$¢ wspolczynnika efektywnosci k = 1/2, jak i réwnanie ciaglodci strumienia 0% j, = 0 [43]. W
efekcie informacja strukturalna dla réwnania Maxwella jest réwna [8]:

Q=Qu= —waZ/ d'x j, A" (7.40)

W konicu, dla pojemnosci informacyjnej I jak w (7.38) i informacji strukturalnej @ jak w (7.40) oraz
dla a = 2, metoda EFI daje wektorowe réwnanie falowe w cechowaniu Lorentza:

OA* = (4 /c)j* (7.41)

co w konsekwencji prowadzi do znanej postaci rownan Maxwella dla pola magnetycznego i elek-
trycznego [59, 8]

Podkreslmy, ze proporcjonalnos¢ ¢, (x) = aA, (x) oraz warunek normalizacji:

(1/4) Z / d*x g2 (x) Z / d*x A% (x (7.42)

stawiaja pytanie o znaczenie lokalizacji fotonu oraz istnienie jego funkcji falowej, ktére sa ostatnio
mocno dyskutowane w literaturze dotyczacej optyki. Dyskusja zawarta w [44] wspiera gtéwnie po-
glad, ktéry stawia réwnania Maxwella na tych samych podstawach co réwnanie Diraca w sformu-
towaniu pierwszej kwantyzacji. Fakt ten byl wczesniej zauwazony w pracy Sakurai [29]. Przyjmujac
interpretacje funkgcji falowej fotonu jako majaca te same podstawy co wystepujaca w (4.23) funkcja
falowa czastek materialnych z masa m = 0, z trzeciego z powyzszych fizycznych warunkéw mozina
by zrezygnowac [8].
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Zauwazmy, ze normalizacja' (7.42) czteropotencjatu A, uzgadnia warto$¢ stalej proporcjonalnoéci?

a = 2 z wartoscia N = 4 dla pola $wietlnego.

Normalizacja (7.42), natozona jako warunek na rozwiazanie réwnania (7.41), jest spdjna z narzuceniem
warunku poczatkowego Cauchy’'ego we wspolrzednej czasowej (por. dyskusja w [8]). Gdy jednocze-
$nie we wspolrzednych przestrzennych narzucony jest warunek Dirichlet’a (lub Neumann’a), wtedy
te mieszane czasowo-przestrzenne warunki brzegowe nie sa wspo6lzmiennicze, co skutkuje tym, ze
rozwiazanie réwnania (7.41) nie jest wspélzmiennicze.

Jednakze tylko z mieszanymi warunkami brzegowymi rozwiazanie to jest jednoznaczne [61, 8], co dla
metody EFI jest warunkiem koniecznym, gdyz jest ona metoda estymacji statystycznej. Fakt ten stoi
w opozycji do przypadku, gdy warunek Dirichlet’a (lub Neumann’a) jest natozony wspé6lzmienniczo
zaréwno we wspotrzednych przestrzennych jak i wspoétrzednej czasowej, gdyz co prawda otrzymane
rozwiazanie jest wtedy wsp6lzmiennicze, jednak nie jest ono jednoznaczne.

W Rozdziale 4.3.2 powiedzieliémy, ze transformacja Fouriera tworzy rodzaj samosplatania pomie-
dzy dwoma reprezentacjami, potozeniowa i pedowa, dla realizowanych warto$ci zmiennych ukladu
wystepujacych w I [8]. Strukturalna zasada informacyjna wyjasnia to splatanie, zachodzace pomiedzy
pedowymi stopniami swobody, jako spowodowane masa uktadu zgodna z (4.20) lub (4.30).
Rozwazmy bezmasowa czastke, np. foton. Jesli w zgodzie z powyzszymi rozwazaniami dla pola Max-
wella, relacja (4.32) okreslajaca informacje Fouriera miataby byc spetniona dla czastki o masie m = 0
oraz dla amplitud interpretowanych zgodzie z (7.31) i (7.42) jako charakteryzujacych foton, wtedy
rowniez ze strony eksperymentu nalezatoby sie spodziewaé zar6wno weryfikacji kwestii zwiazanej
z natura funkcji falowej fotonu [44] jak i sygnatura metryki czasoprzestrzeni. W samej rzeczy, w me-
tryce czasoprzestrzeni Minkowskiego (2.214), zgodnie z (4.30) jedyna mozliwoscia, aby czastka byla
bezmasowa, jest zachodzenie warunku E?/c?> — 32 = 0 dla wszystkich jej monochromatycznych,
Fourierowskich mod, o ile tylko mody te miatyby posiadac fizyczna interpretacje dla czastki bezma-
sowej. Warunek ten oznaczalby jednak, ze mody Fourierowskie nie bylyby ze soba splatane [62] (w
przeciwienstwie do tego co zachodzi dla czastki masowej) i w zasadzie powinna istnie¢ mozliwosé
dokonania detekcji kazdego indywidualnego moda rozkladu Fouriera. Zatem, jesli czestos¢ indywi-
dualnego moda Fouriera impulsu Swietlnego nie zostalaby zarejestrowana, to mogtoby to oznaczac,
ze nie jest on obiektem fizycznym. Fakt ten mégtby doprowadzi¢ do probleméw dla kwantowej inter-
pretacji fotonu, okreélonego jako fizyczna realizacja konkretnego Fourierowskiego moda. Problem ten
zostat ostatnio zauwazony w zwiazku z przeprowadzonymi eksperymentami optycznymi [44], z kt6-
rych wynika, ze Fourierowski rozklad czestosci impulsu Swietlnego nie reprezentuje rzeczywistych
optycznych czestosci, co sugeruje, ze by¢ moze rzeczywisty foton jest “ziarnem elektromagnetycznej
substancji” nie posiadajacym Fourierowskiego przedstawienia. [44, 40].

7.3.2 Dodatek: Metoda EFI dla teorii grawitacji

Ponizej przedstawimy jedynie gtéwne wyniki zwiazane z konstrukcja EFI dla teorii grawitacji.
Wychodzac z ogélnej postaci pojemnosci (3.65) i postepujac analogicznie jak powyzej dla pola Ma-

'Normalizacja czteropotencjatu A, zadana przez (7.42) do jednosci moglaby nie zachodzi¢ [60]. Warunkiem koniecznym
dla ¢, (x) jest, aby niezbedne $rednie mogly byé wyliczone. Por6wnaj tekst ponizej (3.4).
20trzymanej wezesniej jako wynik uzgodnienia rezultatu metody EFI z réwnaniami Maxwella.
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xwella przy definicji amplitud dualnych, otrzymujemy amplitudowa posta¢ dla pojemnoéci informa-
cyjnej metody EFL. Nastepnie postepujemy juz jak w [8], gdzie zostalo podane wyprowadzenie sta-
bej (tzn. falowej) granicy réownan ruchu Einsteina, dla przypadku pdl z ranga N = 10, a amplitudy
qn(Xx) = quu(x) w liczbie dziesie¢, sa rzeczywiste i symetryczne w indeksach v, p = 0, 1,2, 3. Zatem,
pojemnosci informacyjna jest nastepujaca:

3 3
Iquu(x) 9¢" (x)
_ 4 4
1_4/de§:§ ol (7.43)

v,u=0~v=0

gdzie amplitudy dualne majg postaé ¢°7(x) = Zi =0 n%n" gy, (x). Rozwiazujac samospéjne réw-
nania rézniczkowe obu zasad informacyjnych, strukturalnej i wariacyjnej, wraz z natozonym warun-
kiem Lorentza, Y23 _ 9,¢"*(x) = 0, kt6ry redukuje wspétczynnik efektywnosci do wartosci k = 1/2,
otrzymujemy nastepujaca postac informacji strukturalnej:

3
1 _ 1
Q:—8/d4xL4 hw[ GZGT”“—QAn”“ : (7.44)
X v pu=0 ¢
gdzie
hop(x) = L?quu(x) (7.45)

natomiast 7),,, jest metryka Minkowskiego, G jest stalg grawitacyjnag, 1), jest tensorem energii-pedu,
A jest tzw. stala kosmologiczna, a stala L jest charakterystyczna skala, na ktérej amplitudy ﬁw sa
usrednione.

Rozwiazanie metody EFI pojawia si¢ w postaci réwnania falowego dla amplitud 5,,,:

- 167G

Ohyp TTW —2A N, (7.46)

gdzie O = 2320 0”0, = Zi v—o M 0,0, jest operatorem d’Alemberta. Réwnania (7.46) majq postac
wlasdciwa dla rownan ruchu w granicy stabego pola, w ogélne;j teorii wzglednosci. Rezultatem EFI jest

réwniez réwnanie ciggtosci strumienia, Zi:o 0"T,u(x) = 0, dla tensora T,,,,.

Pozostaje pytanie o rozwiazanie dla dowolnie silnego pola. Jedna z odpowiedzi jest nastepujaca.

Poniewaz DBW jest jednoznaczng liniowq aproksymacja tensora rangi drugiej 217, — g, 12, gdzie
R,,, jest tensorem Ricci'ego [63], g,,, jest tensorem metrycznym, a R = Zi:o R",, zatem mozna by
uznad, ze rownanie Finsteina wylania sie jako jedyne mozliwe, w tym sensie, ze jego linearyzacja jest
réwnanie falowe slabego pola (7.46) otrzymane w EFI [8].
Jednakze postac rozwiazania (7.46) metody EFI mogtaby réwniez sugerowac inna selekcje przysztego
modelu grawitacji. Otéz w calym formalizmie EFI amplitudy sa podstawa do definicji pola, a nie
metryki czasoprzestrzeni. Zatem bardziej naturalngm wydaje si¢ zinterpretowanie h,,,, jako pola gra-
witacyjnego®. Tak wiec réwnanie (7.46) metody EFI dla grawitacji lezy blizej innej teorii grawitacji,
nazywanej “szczegdlna teoria wzglednosci grawitacji”, ktéra prowadzi do efektywnej teorii grawita-
cji typu Logunov’a [42], co poprzez widoczny zwiazek z teoriami cechowania czyni ja “bogatsza” niz
sama ogdlna teori¢ wzglednosci. Problem statystycznego poréwnania obu teorii grawitacji jest kwestia
przysziych prac.

3A nie tzw. metryki stabego pola pochodzacej od liniowej czesci zaburzenia metryki. Metryka stabego pola ma postaé:

hup = hop — 2nuuh, gdzie h = Zi,V:O N Ry oraz hyw = gy — N, dla Ry | << 1.
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7.4 Dodatek: Informacyjny odpowiednik drugiej zasady termodynamiki:
Twierdzenie /
Niech préba bedzie N = 1-wymiarowa. Podobnie jak przechodzi sie z (2.186) do (2.194) w celu

otrzymania dyskretnej postaci informacji Fishera*, tak mozna tez pokaza¢, ze mozna przejéé do jej
nastepujacej dyskretnej postaci:

1 [p(zx+Az) —p(zp)]?
Ir = Ax . 7.49
! Xk: p (k) { Ay, (74)
Postepujac w spos6b analogiczny jak w przypadku wyprowadzenia (2.199) z (2.194), otrzymujemy:
2
Ip = ———= Su (p() |p(x + Ax)) . (7.50)
(Az)

Niech zmiana rozktadu prawdopodobieristwa z p = p(x) w chwili ¢ do pa, = p (z + Az) nastepuje
na skutek infinitezymalnej zmiany czasu o dt. Jedli wiec dla rozkladéw p oraz pa, entropia wzgledna
spelnia warunek:

dSn (p|paz) (1)

> 751
dt 20, (7.51)
wtedy ze wzgledu na (7.50) informacja Fishera spelnia warunek:
dlp (t
) _ (7.52)

a —
nazywny /-twierdzeniem. Oznacza on, ze informacja Fishera Ir dla parametru ¢ maleje monoto-
nicznie z czasem.

Uwaga: Dowdd (7.51) oraz faktu, ze relacja ta istotnie prowadzi do drugiej zasady termodynamiki
w rozumienia twierdzenia H, czyli dowdd, ktéry trzeba przeprowadzic dla entropii Shannona, mozna
znalez¢ w pracach na temat dynamiki uktadéw otwartych [64] .

Wprowadzenie twierdzenia I jako majacego zwiazek z twierdzeniem H jest jak wida¢ nieprzypad-
kowe. Ale réwniez nieprzypadkowe jest podobienstwo dziatajace w druga strone. A mianowicie, po-
jemno$c¢ informacja jest zwiazana z ranga pola IV, co bylo widoczne w calej tresci skryptu. W istnieja-
cej literaturze mozna znalez¢ wyprowadzenia pokazujace, ze istnieje entropijny odpowiednik zasady
nieoznaczonosci Heisenberga, oraz zwiazek informacji Shannona z wymiarem reprezentacji grupy
obrotéw dla pdl fermionowych rangi N.

*Pojemnosé informacyjna (3.65) dla N = 1 i skalarnego parametru 6 wynosi:

Ir = / dwpeia?) (8”5?))2 : (7.47)

i jest to informacja Fishera parametru 6, gdzie informacje o parametrze 6 pozostawiono w indeksie rozkladu. Interesujacy

zwiazek informacji Fishera z entropia Rullbacka-Leiblera pojawia sie na skutek zmiany rozkladu zmiennej losowej spowo-
dowanego nie zmiana parametru rozkladu, ale zmiana wartoéci = na z + Az. Zastapmy wiec (7.47) suma Riemanna (7.49)
i wprowadzmy wielko$¢:

5 _ po (zk + Az)
Ag = " —

T 1. (7.48)

Postepujac dalej podobnie jak przy przejsciu od (2.195) do (2.199) (tyle, ze teraz rozktady réznia sie z powodu zmiany
wartosci fluktuacji z), otrzymujemy (7.50).
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7.4.1 Dodatek: Temperatura Fishera

Jako kolejna ilustracje nieprzypadkowego podobienistwa rachunkéw informacyjnych i entropij-
nych rozwazmy definicje temperatury Fishera dla parametru 6. Otéz, informacja Fishera parametru
f pozwala na zdefiniowanie temperatury Fishera Ty zwiazanej z estymacja tego parametru:

1 olp
— = —kp—— . 7.53
T 59 (7.53)
Tak okreslona temperatura Tj jest miara czutoéci informacji Fishera na zmiane parametru ¢, podobnie
jak temperatura Boltzmanna 7" (dla ktérej zachodzi % = 35173) jest miara czulo$ci entropii Boltzmanna
Hp na zmiane energii £ ukladu. Temperatura Fishera znalazta swoje zastosowanie miedzy innymi

w badaniu rynkéw finansowych [65, 66].
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