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Wstep

Dodatek ten jest uzupetnieniem do Rozdzialu pieegez skryptu [1] ,Metoda
najwickszej wiarygodnéci i informacja Fishera w fizyce i ekonofizyce”. b& dodatek
tworzyt niezaleng catas¢, powtorzono w nim Rozdziat 1 skryptu [1]. Celemddtku jest
krotkie, praktyczne wygmienie dziatania metody najgkiszej wiarygodnéci (MNW) oparte
o0 przyktad analizy doboru modelu dla regresji Rmiss z wykorzystaniem mbwosci
procedur zawartych w pakiecie SAS (system anahtystycznych). Podstawy teoretyczne
MNW oraz aparatu matematycznego gmeinego z zastosowaniem informacji Fisherazeno
czytelnik znaleé¢ miedzy innymi w pozycji [1].

MNW jest o0go0lm statystycza metod otrzymywania estymatorow parametréw
populacyjnych modelu statystycznego. Estymatory MIN\AR dla duej probki optymalne
wiasciwosci statystyczne [2]. Dla matej probki skorzystamipetni praktycznych zalet MNW
mozliwe jest dopiero po odwotaniuesdo formalizmu geometrii tmiczkowej na przestrzeni
statystycznej modeli statystycznych [3, 1].

Zalea MNW w estymacji parametrow jest tae mana p zastosowa w rozmaitych
sytuacjach. Jej waa cecly jest to,ze ogoélne zasady i procedury moby¢ uzywane do
przeprowadzania wnioskowania statystycznego dlaetoegresji ze zmiernobjasniam o
dowolnym rozktadzie. St to samo wnioskowanie statystyczne MNW z@oby (z
doktadndcia do r&nic modelowych) zastosowane w analizie regresji klpsycznego
modelu normalnego, jak i w analizie regresji Paisso

Gdy model wielorakiej regresji liniowej jest dopasmy do danych empirycznych zmiennej
objasnianej posiadapej rozktad normalny, wtedy estymatory wspotczydmik regresiji
metody najmniejszych kwadratow (MNK3) &gdentyczne jak estymatory otrzymane w MNW
[1]. Estymacja MNW parametrow modelu usdiwia rowniez analiz modeli nieliniowych,
takich jak np. model regres;ji logistycznej [4] onamzwazany w niniejszym Dodatku model
regresji Poissona. Zrozumienie dziatania MNW w estgji parametrow i umiefnos¢
dokonywania wyboru modelu w oparciu 0 odpowiedrastyt statystyczne jest niezlng
umiejtnoscig wspotczesnych analiz statystycznych w wielu dzigsizh nauk empirycznych.

Analiza regresji Poissona jest stosowana w modelawaalenosci pomedzy
zmiennymi w przypadku, gdy zaiea zmienna losowa (nazywana #mmienmny opisywan lub

odpowiedza) przyjmuje z natury tej zmiennej realizacje w pastzbioru dyskretnych



danych. Na przyktad zmienna offjgana mae by liczbg zliczen przypadkow interesagego
nas zdarzenia, np. liczlprzypadkow awarii, ktére pojawiggic w ustalonym czasie badania.
Dla typowego modelu regresji Poissona naturaimarg estymowanego defektu jest ryzyko

wzgledne, zwazane z okrdonym, interesujcym nas czynnikiem.

Celem Dodatku jest wyaienie jak postulowai bad& post& modelu regresji Poissona oraz
jak wykorzystyw& kluczowe cechy modelu do estymacji parametru rgzykzgkdnego,
kontrastujcego poréwnywane zbiorowo ze wzgédu na warianty czynnikOw ryzyka.
W Dodatku wykorzystamy wprowadzone w skrypcie [lpjepia statystyki ilorazu
wiarygodndci oraz dewiancji, stosaf je do analizy selekcji modelu whlawego dla
przyktadowych danych (ktérych realizacja jest ah@a), co do ktérych uznamy [5]ze
pochodz z rozktadu Poissona. W Dodatku przedstawiony nisttypowy model regres;ji
Poissona, ktory wyraa w postaci logarytmicznej tempo pgka(np. awarii) jako liniowej
funkcji zbioru czynnikdw. Metoda regresji Poissomagze by réwniez zastosowana w
bardziej skomplikowanych nieliniowych modelach. itaresowanego czytelnika odsytamy
do [4].

Wprowadzenie do metody najweékszej wiarygodndci

Z powodu maliwosci zastosowania metody najwikszej wiarygodnsci (MNW) do
rozwigzania wielu bardzo umych problemow estymacyjnych, stata sha obecnie zaréwno
metod, podstawow jak réwniez punktem wyjcia dla r@nych metod analizy statystycznej.
Jej wszechstrongé zwigzana jest, po pierwsze z wmiavoscia przeprowadzenia analizy
statystycznej dla matej probki, opisu zjawisk miaivych oraz zastosowania zmiennych
losowych posiadagych zasadniczo dowolnyrozktad prawdopodobisstwa [2], oraz po
drugie, szczegblnymi wtaskcami otrzymywanych przez eiestymatorow, ktore okazugie

by¢ zgodne, asymptotycznie nieofpane, efektywne oraz dostateczne [2]. MNW zasadza si
na intuicyjnie jasnym postulacie przgja za prawdziwe takich wadc parametrow rozktadu
prawdopodobigstwa zmiennej losowej, ktére maksymalizujfunkcje wiarygodndgci

realizacji konkretnej probki.



W1.1 Podstawowe pajcia MNW

Rozwamy zmiennm losows Y [2], ktora przyjmuje wartéci y zgodnie z rozkladem
prawdopodobigstwa p(y|6), gdzie 6=(9,.9,....8.)" =(F,) ., jest zbiorem k
parametrow tego rozktadur ( oznacza transpozygj Zbior wszystkich maiwych wartdsci
y zmiennejY oznaczmy przex .

Gdy k >1 wtedy 8 nazywamy parametremvektorowymW szczegélnym przypadkk =1

mamy & =9 . Mowimy wtedy,ze parameti@ jest parametrenskalarnym

Pojecie préby i probki: Rozwamy zbiér danych vy,,Vy,,....y, oOtrzymanych w N
obserwacjach zmiennej losowéj.

Kazda z danychy,, n=1,2,...,N, jest generowana z rozktado,(y, |8, zJniennej losowe]
Y w  populacji, ktég  charakteryzuje  warfd  parametru  wektorowego
6, =3.%,,....9) =((F)5,),, n=1,2,...N. Sid zmiena Y w n-tej populacji oznaczymy
Y,. Zbior zmiennych Iosowych\-f:(Yl,YZ,...,YN)E(Yn)r':‘:l nazywamy N -wymiarowg
prébyg.

Konkretry realizacg y=(V,,Y,.....Yy) = (Y,)N, proby Y nazywamy probkg. Zbior
wszystkich maliwych realizacji y proby Y tworzy przestrze proby (uktadu) oznaczan

jako B..

Okreslenie funkcji wiarygodnosci: Centralnym pajciem MNW jest funkcja
wiarygodndci L(Y;G)) (pojawienia si) prébki y=(y,)N,, nazywana te wiarygodndcig
prébki. Jest ona funkgjparametru® .

Przez wzgld na =zapis stosowany w fizyce, ¢edziemy stosowali oznaczenie
P(y|©) =L(y;®), ktére podkrdla, ze formalnie funkcja wiarygodnéci jest cznym
rozktadem prawdopodobistwa[l] pojawienia s realizacji y = (y,)\, préby\?E(Yn),'f:l,

to znaczy:

N

P(©)=P(y|©)= rlpn(yn 16,). (W1)

n=



Zwrocenie uwagi w (W1) na wygiowanie y w argumencie funkcji wiarygodsoi oznacza,

ze ma@e by ona rozumiana jako statystylda(ﬂ@). Z kolei skrécone oznaczenie(©)

podkrela, ze centralg sprava w MNW jest fakt, ze funkcja wiarygodnai jest funkcy

nieznanych parametréw:
@ = (01’02""’6N )T = (en)r':‘=1 przy Czym en = (191n’792n""779kn)-r = ((195)5=1)n ’ (WZ)
gdzie 6, jest wektorowym parametrem populacji ckomej przez indeks proby. W toku

analizy chcemy oszacowaektorowy paramet® .

Zbior wartgici parametrow® = (8)N, tworzy wspétrzdne rozktadu prawdopodolbigtwa

rozumianego jako punkt wl = kxN - wymiarowej (podprzestrzeni) przestrzeni statyshej
S [1].

Uwaga o postaci rozktadow punktowych Tak jak w [1], zakladamyze "punktowé

rozktady pn(yn |49n) dla poszczegdlnych pomiarom w N elementowej prébie as
niezalene’. W ogéindci [1], rozktady punktowep, (y, |6,) zmiennychY, chocia s3 tego
samego typujednak nie spetniajwarunku p,(y,|6,)= p(y|68), charakterystycznego dla

préby prostej. Taka ogdlna sytuacja ma np. miejgemalizie regresji Poissona (Rozdziat D).

Pojecie estymatora parametru Zatézmy, ze dane y=(y,)\, s generowane losowo z
punktowych rozktadoéw prawdopodobswa p,(y, |8, ), n=1,2,...N, ktére chocia nie g

znane, to jednak zatono o nich,ze dla kadego n naleza do okr&lonej, tej samej klasy
modeli. Zatem funkcja wiarygodéo (W1) naley do okrélonej, d =kxN - wymiarowej,
przestrzeni statystyczné&.

Celem analizy jest oszacowanie nieznanych parame®¢ (W2), poprzez funkej
0=0(Y)=(8,,6,..8,)" =(0,)\ 9dzie 6, =Dy, O Bia) =((B)5a)n» (WA)
majaca d =kx N skiadowych.

2 W przypadku analizy jednej zmiennej losow¥j, rozklady te obok niezataosci spetniaj
dodatkowo zwgzek:

P (v, 16,)= ply16), (W3)
Co oznaczaze préba jestprosta



Kazda z funkcjizSA’kn = z§kn (\7) jako funkcja proby jesstatystyly, ktora przez wzgid na to,ze
stwzy do oszacowywania waka parametrud,, nazywamy estymatorem tego parametru.

Estymator parametru nie me zalee¢ od parametru, ktéry oszacowuje

Podsumowujc, odwzorowanie:
©:B - RY, (W5)

gdzie B jest przestrzeniproby, jest estymatorem parametru (wektorowego)

Réwnania wiarygodndici: Bedac funkch ©=(8,)},, funkcja wiarygodnéci stuzy do
konstrukcji estymatoréw(:):(4671,4572,...,6A?N)T5(67”),’1“:1 parametréw © = (6,)),. Procedura

polega na wyborze takic(”é?n),ﬁ‘:1 , dla ktorych funkcja wiarygoddoi przyjmuje maksymain
wartasé, skad statystyki te nazywamy estymatorami MNW.

Zatem, wprowadzony przez Fishera, warunek koniectrgymania estymatorév@ MNW

sprowadza gido znalezienia rozwtania uktadud = kx N tzw. réwna: wiarygodngci [1]:
_ 0
8(@)o-6 =55 M P(M©) g, =0, (W6)

gdzie zagadnienie maksymalizacji funkcji wiarygogtnoP (y|®) sprowadzono do (na ogot)

analitycznie rownowanego mu problemu maksymalizacji jej logarytimP (y]| ©).

Okreslenie funkcji wynikowej: Funkcg S(@) bedaca gradientem logarytmu funkcji

wiarygodngci:
0InP(y|©) 0InP(y|©)
00, 09,
_ 0 _ : . dInP(y|©) _ :
GEEN 0F,,

nazywamy funkcyg wynikow.

Po otrzymaniu (wektora) estymatorc’fa/, zmaksymalizowarwartas¢ funkcji wiarygodndci

definiujemy jako numerycznwarta¢ funkcji wiarygodndci powstad przez podstawienie do

P(y|®) wartaci oszacowanef:) W miejsce parametr® .



Przyktad: Rozwamy problem estymacji skalarnego parametru, @ 6 (tzn. k =1 oraz

N =1), dla zmiennej losoweY opisanej rozktadem dwumianowym (Bernoulliego):
m
P(y|6?):( Jey(l—e)wy. (W8)
y

Estymacji parametrud dokonamy na podstawiepojedynczejobserwacji (dtug& préby
N =1) zmiennejY, ktorej iloraz YYm nazywamy czstascig. Parametrm charakteryzuje
rozktad zmiennej Bernoullieg¥ (i nie ma zwazku z dtugécia N préby).

Zatem poniewa yE(yl), wiec P(y|0) jest funkcy wiarygodndci dla N =1 wymiarowe;j

préby. Jej logarytm wynosi:

m
In P(y|6?):In( J+y|n6’+(m—y)ln(1—6). (W9)
y
W rozwazanym przypadku otrzymujemy jedno rownanie wiarygsdn(We6):
_1 1 _
86) =5 y=1=5M=¥},.; =0 (W10)
a jego rozwazanie daje estymator MNW paramet#urozkiadu dwumianowego, rowny:
o= (W11)
m

llustracp powyzszej procedury znajdowania wafto estymatora parametré jest Rysunek

1.1 (gdzie przyto m=5).

PxI©)

0,21

0,1

0,0 : . : .
0,5 1,0

Rysunek 1.1: Graficzna ilustracja metody nafszej wiarygodnéci dla P(y|6)

okreslonego wzorem (W8) dla rozktadu dwumianowego. Ripyvartg¢ parametrum =5.



Na skutek pomiaru zaobserwowano watty réwng y =1. MaksimumP(y|8) przypada na
wartesé 6 réwng punktowemu oszacowaniu 6=ym=1/5 tego parametru.

Maksymalizowana wartg funkcji wiarygodndci wynosi P(y | é).

W1.2 Whnioskowanie w MNW

Z powyzszych rozwaan wynika, ze konstrukcja punktowego oszacowania parametru w
MNW oparta jest o postulat maksymalizacji funkcjavwwgodngci przedstawiony powaej.
Jest on wspem do statystycznej procedury wnioskowania. Kolejn krokiem jest
konstrukcja przedzialu wiarygodém. Jest on odpowiednikiem przedziatu ufciQ
otrzymywanego w catotliwosciowym podejciu  statystyki klasyczne] do procedury
estymacyjnej. Do jego konstrukcji niezina jest znajomig rozktadu prawdopodohistwa
estymatora parametru, co (el "porzadnym™ granicznym wiasr@iom stosowanych
estymatorow) jest niiwe niejednokrotnie jedynie asymptotycznie, tzta dielkasci proby
dazacej do nieskaczongci. Znajomaé rozkiadu estymatora jest zeniezlzdna we
wnioskowaniu statystycznym odnasym st do weryfikacji hipotez.

W sytuacji, gdy nie dysponujemy wystarcgaj iloscia danych, potrzebnych do
przeprowadzenia skutecznegcestotliwosciowego wnioskowania, Fisher [6] zaproponowat
do okrélenia niepewnéci dotyczce] parametru® wykorzystanie maksymalizowanej
wartas¢ funkcji wiarygodndci.

Przedziat wiarygodndici jest zdefiniowany jako zbiér wakoi parametru®, dla ktérych

funkcja wiarygodnéci osgga (umownie) wystarczggo wysoly wartasé, tzn.:

{O,B%yl—?}>c}, (W12)
Ply|©

dla pewnegoparametru obegicia c, nazywanegopoziomem wiarygodioi.

lloraz wiarygodnosci:

PUTO) (W13)
P(y[©)

reprezentuje pewien typ unormowanej wiarygaano jako taki jest wielkécia skalarn.

Jednak z powodu niejasnego znaczeniadhdmnej wart@ci parametru obecia ¢ pojecie to
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wydaje s¢ by¢ na pierwszy rzut oka za stabe, aby dostard¢alyg precyzg wypowiedzi jalg
daje analiza gstotliwosciowa.

Istotnie, warté¢ c nie odnosi s do zadnej wielkdci obserwowanej, tzn. na przyktddo-
we (c =0,01) obckcie nie mascistego probabilistycznego znaczenia. Inaczej masgiawa
dla czstotliwosciowych przedziatow ufriwi. W tym przypadku warkg wspoétczynnika
a =0,01 oznaczaze gdybymy rozwayli realizacg przedziatu ufnéci na poziomie ufngci
1-a =0,99, to przy pobraniu nieskazonej (w praktyce wystarczap duej) liczby probek,
99% wszystkich wyznaczonych przedziatébw wfob pokrytoby prawdzivg (teoretyczn)
wartas¢ parametru® w populacji generalnej (sktadagj st z N podpopulacji). Pomimo tej
stabagci MNW, rozbudowanie analizy stosunku wiarygogitiookazuje s by¢ istotne we
wnioskowaniu statystycznym analizy doboru modédi & po konstrukaj rownai teorii pola

[1].

W1.2.1 Wiarygodnasciowy przedziat ufncci

Przykfad rozktadu normalnego z jednym estymowanym prametrem: Istnieje przypadek
pozwalajcy na prost interpretacg przedziatu wiarygodn@iowego jako przedziatu ufga.
Dotyczy on zmiennejy posiadajcej rozktad Gaussa oraz sytuacji gdy (dla probysi@d
interesuje nas estymacja skalarnego paramétrbedacego wartécia oczekiwam E(Y)
zmiennej Y. Przypadek ten omowimy pomj. W ogolndci, przedziat wiarygodriei
posiadajcy okrelony poziom ufnéci jest nazywany przedzialem uguo.

Czestotliwosciowe wnioskowanie o nieznanym parametiZewymaga okréenia rozktadu
jego estymatora, co jest zazwyczajaiege jedynie granicznie [6]. Podobnie w MNW, o ile
to mazliwe, korzystamy przy diwych prébkach z twierdzegranicznych dotyccych rozktadu
ilorazu wiarygodnéci [6]. W przypadku rozktadu normalnego i paramedkalarnego okazuje

sie, ze mazliwa jest konstrukcja skiwzenie wymiarowa.

Niech wic zmiennaY ma rozktad normalnyN (9, 02):

vie.s)s Jzzlmz ex{(yz_a—? j (Wia

Rozwamy préblke y=(y,,...,Yy), kt0ra jest realizagj proby prostej\? i zatemy, ze

wariancja o jest znanalLogarytm funkciji wiarygodni dla N(H, 02) ma posté&
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InP(y|6)= —%In 2mr? - 2; ZN:(yn )il (W15)

2
n=1

gdzie ze wzgidu na préb prost, w argumencie funkcji wiarygoddo wpisano w miejsce

©=(6))., parametrg, jedyny ktéry podlega estymaciji.

Z postaci  funkcji  wiarygodni (W15) oraz  zwizku Z:‘:l(yn _ é)Z
=3 ((y,-6)+(@-8) ., otrzymujemy:

nP16) _ Nz(é—e)z, (W16)
Py|6) 20

R N
gdzied=y= %Zyn jest estymatorem MNW parametél

n=1

Statystyka Wilka: Wida¢, ze po prawej stronie (W16) otrzymahy wyrazenie kwadratowe.

Poniewa Y jest nieobcizonym estymatorem parametrd, co oznacza,ze wartGé

2
oczekiwanaE(Y) = 8, zatemY ma rozkiad normalny\l[ﬁ,%j. Z normalndci rozktaduY
wynika, ze tzw. statystyka ilorazu wiarygodso Wilka

P%\ﬂé; ,
W =2In—= ~ , W20
Pl |6 Xi (W20)

ma rozktady?, w tym przypadku z jednym stopniem swobody [6].

® Postat estymatora parametru skalarnego 8 rozktadu N(H,JZ): Korzystajc z rownania

wiarygodndci (W6) dla przypadku skalarnego parameftuotrzymujemy:
0

s(e)lg:é Eﬁln PMO), , =0, (W17)
skad dla log funkcji wiarygodngei (W15), otrzymujemy:
A~ 1 N
f=y==>Yy,. (W18)
N =
Zatem estymatorem parametfljestsrednia arytmetyczna:
n N
6=vy=13v,. (W19)

N =
Estymator i jego realizowarwartas¢ bedziemy oznaczali tak samo, tzA.dla przypadku skalarnego i
© dla wektorowego.
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Wyskalowanie statystyki Wilka w przypadku normalnym: Wykorzystujc (W20) maemy
wykona& wyskalowanie wiarygodrigci oparte o0 mgliwos$¢é powigzania przedziatu

wiarygodndgci z jego cestotliwosciowym odpowiednikiem.

Mianowicie z (W20) otrzymujemyze dla ustalonego (chocianieznanego) parametrd
prawdopodobigstwo, ze iloraz wiarygodngci znajduje s w wyznaczonym dla parametru
obckcia ¢, wiarygodndciowym przedziale ufniei, wynosi:

P Pth >c|=P 2Inpt|0 <-2Inc :P()(12<—2Inc). (W21)
PlY |6 PlY | €

Zatem jdli dla jakiegd 0< (1-a) <1 wybierzemy parametr obgiia:

12
X1,(1-a)

c=e? , (W22)
gdzie Xlz,(l—a) jest kwantylem rgdu 100(1-a)% rozktadu y -kwadrat, to spetnienie prze2
zZwigzku:
PlY |6 2 2
Pl 9==>c|=PW; < X:ipo)=1-@ (W23)
[PY|9 ] (/Yl )(1,(1 ))

oznaczayze przygcie wartgci ¢ zgodnej z (W22) daje zbior mlowvych wartasci parametru

G:
H,Pt|€>c , (W24)
PlY |6

nazywany 10Ql-a)%-owym (wiarygodngciowyn) przedzialem ufn@gi. Jest on
odpowiednikiem wyznaczonego na poziomie §yiql-a) czestotliowsciowego przedziatu
ufnosci dla 8. Dla analizowanego przypadku rozkiadu normalnegesstymaci skalarnego
parametrud oczekiwanego poziomu zjawiska, otrzymujemy po skstaniu z wzoru (W22)
wartas¢ parametru obecia rownegoc=0.15 lub ¢=0.04 dla odpowiednio95%-owego

L-a=0.95 badz 99%-owego (—a =0.99) przedziatu ufnéci. Tak wec w przypadku,
gdy przedziat wiarygodrfoi da st wyskalowé rozktadem prawdopodobistwa, parametr
obciecia ¢ posiada wilasn& wielkosci obserwowanej interpretowanej estotliwasciowo

poprzez zwjzek z poziomem uffw.
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Zwroémy uwag, ze chocia konstrukcje cestotliwosciowego i wiarygodnéciowego

przedzialu ufnéci s3 rézne, to ich losowd¢é wynika w obu przypadkach z rozkiadu
prawdopodobigstwa estymatorzé.
Cwiczenie W oparciu 0 powssze rozwaania wyznacz§, korzystagc z (W16) ogdln

post& przedziatu wiarygodrizi dla skalarnego parametéirozktadu normalnego.

W1.2.2 Rozkiady regularne

Dla zmiennych o innym rozkiladzie mirozktad normalny, statystyka Wilk&/ ma w
ogdindci inny rozktad ni x* [6]. J&li wiec zmienne nie maj doktadnie rozkiadu
normalnego lub dysponujemy za madroblky by méc odwotywa sie do (wynikapcych z
twierdzer granicznych) rozktaddw granicznych dla estymatopasametrow, wtedy zwzek
(W20) (wiec i (W22)) daje jedynie przyldone wyskalowanie przedziatu wiarygodob
rozktadem y°.

Jednake w przypadkach wystarcaap regularnych rozktadéwzdefiniowanych jako takie,
w ktérych maemy zastosow@aprzyblizenie kwadratowe:

In%z —%iF(@X@—H)Z, (W25)

powyzsze rozumowanie oparte o wyskalowanie wiarygédnaozkiadem x; jest w
przyblizeniu stuszne. Wielkid iF(é), ktora pojawita si powyzej jest obserwowan
informacp Fishera, a powssza formuta stanowi powae narzdzie w analizie doboru modeli

[1,6]. Mozna powiedzié, ze caty skrypt koncentruje¢ha analizie zastosowania (waxtd

oczekiwanej) tego wyrania i jego uogolnie Do sprawy tej wrécimy dalej.

Przykiad: Rozwamy przypadek parametru skalarnegow jednym eksperymencieN =1)
ze zmieng Y posiadagca rozkiad Bernoulliego z m=15. W wyniku pomiaru

zaobserwowadmy wartcg¢ y = y =3. Prosta analiza pozwala wyznaéayiarygodnadciowy
przedziat ufnéci dla parametrud. Poniewa przestrzé V, parametrug wynosiV, = (0,1)
zatem fatwo pokazaze dlac=0,01, ¢c=0,1 orazc=0,5 miatby on realizagj odpowiednio
(0,019;0,83), (0,046;0,45) oraz (0,098;0,87). Wida, ze wraz ze wzrostem waio C,
przedziat wiarygodn&i zacignia sk wokot wart@ci 0szacowania punktowego

0= y/m=1/5 parametrud i nic dziwnego, bo wzrost wada c oznacza akceptowanie jako
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mozliwych do przygcia tylko takichmodelowych wart@i parametru @, ktére gwarantua
wystarczajco wysolg wiarygodndé probki.
Powyzszy przyklad pozwala nabypewnej intuicji co do sensu stosowania ilorazukjin

wiarygodndgci. Mianowicie po otrzymaniu w pomiarze okienej wartgci y/m
oszacowujcej parametid, jestémy skionni preferowamodel z taly wartdciag parametrud,
ktora daje weksza wartas¢ (logarytmu) ilorazu wiarygodrigi P(y|<9)/P(y|é). Zgodnie z
podefciem statystyki klasycznepie oznacza to jednake uwaamy,ze parametd ma jaki

rozktad. Jedynie wobec niewiedzy co do modelowgjp(pacyjnej) warté parametrué

preferujemy ten model, ktéry dajeakszy wartas¢ ilorazu wiarygodnéci w prébce.

W1.2.3 Weryfikacja hipotez z wykorzystaniem iloraz wiarygodnosci

Powyzej wykorzystalimy funkcg wiarygodndci do estymacji wartéci parametru ©.
Funkcg wiarygodndci mozna rownie wykorzystg w drugim typie wnioskowania

statystycznego, tzn. wveryfikacji hipotez statystycznych

Rozwamy pross hipotez zerowy H,:© =0, wobec ziaonej hipotezy alternatywne;

H :020,. W celu przeprowadzenidestu statystycznegevprowadmy unormowas

Tufp( 19,) (W26)
Ply|®)

skonstruowas przy zatageniu prawdziwéci hipotezy zerowej. Hipotez zerowa H,

funkcje wiarygodndci:

odrzucamy na rzecz hipotezy alternatywnejli jej wiarygodna¢ P(y|@o) jest "za mata”.

Sugerowatoby toze ztazona hipoteza alternatywnid, zawiera pewa hipotez prost, ktora

jest lepiej poparta przez dane otrzymane w prétieehipoteza zerowa.

Jak o tym wspomniglimy powyej, np. 5%-owe obcgcie ¢ w zagadnieniu estymacyjnym,
samo w sobie nie mowi nic o frakcji liczby przedaim wiarygodndci pokrywapcych
nieznam wartg¢ szacowanego parametru. Potrzebne jest wyskalowatoeazu
wiarygodndci. Rowniez dla weryfikacji hipotez skalowanie wiarygodicod jest istotne.
Stwierdzilsmy, ze takie skalowanie jest mlove wtedy gdy mamy do czynienia z
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jednoparametrowym przypadkiem rozkladu Gaussa, aynpjmniej z przypadkiem

wystarczajco regularnym.

Empiryczny poziom istotnasci: W przypadku jednoparametrowego, regularnego problz
(0=(0)).,) jak w Przyktadzie z Rozdziatu W1.2.1, skalowaniepmzez wykorzystanie
statystki Wilka stay otrzymaniu empirycznego poziomu istoob p. Ze zwihzku (W20)

otrzymujemy wtedy przyhtony (a doktadny dla rozkiadu normalnegempiryczny poziom

istotnaci:
v18) Ply|é V16
p = P(;(g ':))> P((ylle"bs))J:P{Zln :\; '; >—2|ncobsj
|6, Y16, ( | 0) (W27)
P
= P()(l2 > -2In cobs), gdzie ¢, = ylAHO ,
P(yleobs)
przy czym éobs jest wartgcia estymatora MNW & wyznaczon w obserwowanej (obs)

probce y. Powysze okrélenie empirycznego poziomu istowd p oznacza,ze w
przypadku wystarczago regularnego problemu [6], istnieje typowy zmeék pomédzy
prawdopodobigstwem (W23), a empirycznym poziomem istaitiop , podobny do zwizku
jaki istnieje pomgdzy poziomem ufnéci 1-a, a poziomem istotrsgi @ w analizie
czestotliwosciowej. | tak, np. w przypadku jednoparametrowegzktadu normalnego
maozemy wykorzysta wartags¢ empirycznego poziomu istotém p do stwierdzeniaze gdy
p<a to hipotez H, odrzucamy na rzecz hipotey,, a w przypadkup >a nie mamy

podstawy do odrzuceniH .

Problem btedu pierwszego i drugiego rodzaju Jednake podobne skalowanie ilorazu
wiarygodndgci okazuje si by¢ znacznie trudniejsze juchociaby tylko w przypadku
dwuparametrowego rozktadu normalnego, gdy oBodstymujemyo? [6]. Wtedy okrélenie
co oznacza sformutowanie ,,zbyt mata" w&ito jest dg¢ dowolne i zaley od rozwaanego
problemu lub wczéiejszej wiedzy wynikajcej z innychzrodet niz prowadzone statystyczne
wnioskowanie. Wybor diego parametru obgiia ¢ spowoduje, ze istnieje wgksze
prawdopodobigstwo popetnieniabledu pierwszego rodzajypolegagcego na odrzuceniu
hipotezy zerowej w przypadku, gdy jest ona prawdziwWybor mategoc spowoduje
zwiekszenie prawdopodohistwa popetnieniabtedu drugiego rodzaju tzn. przygcia

hipotezy zerowej w sytuacji, gdy jest onadna.

16



W1.3 MNW w analizie regresji

Analiza zawarta w catym Rozdziale W1.3 oparta jestprzedstawieniu metody MNW w
analizie regresji klasycznej podanym w [4,7].

W metodzie regresji klasycznej estymatory parametrow strukturalnych modelu rgjga
otrzymane arytmetycaznmetody najmniejszych kwadratow (MNK). Zmienne ofsjéajace

X,=x,, n=1,..N, nie maj wtedy charakteru stochastycznego, co oznaczaa,

eksperyment jest ze wzglu na nie kontrolowany.

MNK polega na minimalizacji sumy kwadratow odchyle obserwowanych warfoi

zmiennej objénianej (tzw. odpowiedzi) od ich wadg teoretycznych spetnigych

rownanie regresji. MNK ma znaczenie probabilistyeztylko w przypadku analizy
standardowej, gdy zmienna ofsjganaY ma rozktad normalny. Jej estymatory pokryywsig

wtedy z estymatorami MNW. Pokamy, ze tak s¢ sprawy maj.

Zatlozmy, ze zmienne Y,Y,,....Y, odpowiadajce kolejnym wartéciom zmiennej
objaniajacej, X, X,,...,.X,, S8 wzgledem siebie niezakme i maj rozktad normalny ze
srednig 4, = E(Y|xn): E(Yn) zalezng od wariantu zmiennej objaiajacej x,, oraz tal samy
wariancg o?(Y,) = g*(Y).

Funkcja wiarygodngzi prébki (y,, Y,.....yy) dla normalnego klasycznego modelu regresji z

parametrem® = ¢ = (1)), , ma posté&

N

P(u)=P(y|p) = ﬂf(ynlun)=|jwllw_zexp{ ! (yn-ﬂn)z}

} 207

= L expl-— i(y - 14,
(2770'2)le 20?2 b n n J

gdzie f(yn|/,1n), n=1,2...N, 3 punktowymi rozkladami gestoi prawdopodobigstwa

(W28)

Gaussa. Widg ze maksymalizacjaP(u) ze wzgédu na ()Y, pochga za sob

minimalizacg sumy kwadratéw resz{ SKR):

SKR= i_(yn -t), (W29)

* SSE w literaturze angielskiej.
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gdzie u, = E(Y|xn) jest postulowanym modelem regregfiatem w standardowej, klasycznej

analizie regresji, estymatory MNW pokrywagic z estymatorami MNK. Wida ze procedura

minimalizacji dlaSKR prowadzi do liniowej wy, postaci estymatoroviz, parametrowy,, .

Problem z nieliniowym uktadem réwnaa wiarygodnosci: Jednak rozwizanie uktadu
rownar wiarygodndci (W6) jest zazwyczaj nietrywialne. Jest tak, gdszymany w wyniku
ekstremizacji uktad algebraicznych réowinaiarygodndci dla estymatorow jest nieliniowy,
co w konsekwencji oznaczag maemy nie otrzymé ich w zwartej analitycznej postaci.
Przykladem mge by analiza regresji Poissona, w ktérej do ragmania roéwna
wiarygodndci wykorzystujemy metody iteracyjne. W takich sytjzeh wykorzystujemy na
0got jakg program komputerowy do analizy statystycznej, zgavarty w pakiecie SAS. Po
podaniu postaci funkcji wiarygodsd, program komputerowy dokonuje jej maksymalizacji
rozwigzujac uktad (W6) np. metad Newton-Raphson'a [6,7], wyznacz@ajnumerycznie

wartasci estymatorow parametrow modelu.

Testy statystyczne Logarytm ilorazu wiarygodnigi jest réwnie wykorzystywany w
analizie regresji do przeprowadzania testow statystych przy weryfikacji hipotez o nie
wystepowaniu braku dopasowania modelu mniejzaltego, tzw. "niszego”, o mniejszej
liczbie parametréw, w stosunku do bardziejzplvego modelu "wgszego”, posiadagego

wicksz liczbe parametrow. Statystyka wykorzystywana do tego tygstow ma posta

[4,6,7]:
PlY |©
o Dy 18 (W30)
PlY |©,

gdzie P(\?|él) jest maksymalizowanwartcdicia funkcji wiarygodnaci dla modelu mniej
ztozonego, aP(\?|C:)2) dla modelu bardziej zimnego. Przy prawdzivégi hipotezy zerowej
H, o braku konieczni@i rozszerzania modelu 2szego do wgszego, statystyka (W30) ma

asymptotycznie rozkitady® z liczbs stopni swobody rown réznicy liczby parametrow

modelu wyszego i niszego.

Analogia wspotczynnika determinacji Maksymalizowana wartdé funkcji wiarygodndci

zachowuje s podobnie jak wspotczynnik determinacjR® [4,7], tzn. rénie wraz ze
wzrostem liczby parametréw w modelu, zatem wiékgod logarytmem naky do
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przedziatu (0,1 i statystyka (W30) przyjmuje wakd z przedziatu (0,+»). Std
(asymptotycznie) zbior krytyczny dl&l, jest prawostronny. Im lepiej wé model wyszy
dopasowuje gido danych empirycznych w stosunku do modelszego, tym wiksza jest
wartas¢ statystyki ilorazu wiarygodroi (W30) i wicksza szansage wpadnie ona w przedziat
odrzucé hipotezy zerowejH,, ktory lezy w prawym ogonie wspomnianego rozktagd

[4,7].

W1.3.1 Dewiancja jako miara dobroci dopasowania. Rzktad Poissona

Rozwamy zmienm losows Y posiadajca rozkiad Poissona. Rozkiad ten jest
wykorzystywany do modelowania zjawisk aganych z rzadko zachogtz/mi zdarzeniami,
jak na przyktad z licziprozpadajcych s¢ niestabilnychgder w czasiet . Ma on posté

Ya=H
IO(Y=yIu)=”;/aI , oraz y=0,1,..0, (W31)

gdzie u jest parametrem rozktadu. Zmienna losowa podiegajozktadowi Poissona me

przyja¢ tylko nieujemn wartas¢ catkowity. Rozktad ten mina wyprowadzi z rozkiadu
dwumianowego, 4z wykorzystugc rozktady Erlanga i wyktadniczy [2].
Na przykiad, zgodnie z (W31) prawdopodaisivo,ze Y przyjmuje warté¢ y = 7 wynosi:

u'e”  pule™#
rky=7 = = .
P (y | 'u) 7 504(

Widaé, ze prawdopodobiestwo to zmienia gi jako funkcja wartéci parametruy. Jak ju

wiemy w MNW koncentrujemy si na badaniu zammosci rozktadu prawdopodohistwa

zmiennej objénianej, od parametréw tego rozktadu.

Zwigzek wariancji z wartoscig oczekiwary rozktad Poissona Rozkiad Poissona posiada
pewry interesujca whasciwos¢ statystyczg, mianowicie jego warkd oczekiwana, wariancja
i trzeci moment centralnyysowne parametrowi rozktadu :

EY)=0*(Y)= 1= 1. (W32)
Aby pokazé dwie pierwsze réwrimi w (W32) skorzystajmy bezgwednio z definicji

odpowiednich momentow, otrzynuaj
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E(v) = Zpr(Y ylu)=§y9‘%=e‘”i(yﬂ_yl),
o o (W33)
- Sy e e =
oraz, korzystac z (W33)
o*(v)= E(v?)-[E0 = E(r?)- 12 = 3 y* ColY =y 110)-
=iy2E1uy£ = i ( )—,uz:e‘”,uij:(l+1)%—,u2 (W34)

= e‘”u{Z‘ —+e”} ~p? = et et uv et |- P = () -1 =

Uwaga Zatem otrzymaimy wang wlasnag¢ rozktadu Poissonaktora mowi,ze stosunek
dyspersji 0 do wartgci oczekiwanej E(Y) maleje pierwiastkowo wraz ze wzrostem
poziomu zmienney opisanej tym rozktadem:

c 1

EORTE

Fakt ten oznacza z zakenia inne zachowanie giodchylenia standardowegw modelu

(W35)

regresji Poissona hiw klasycznym modelu regresji normalnej (w ktoryrakiadamy

jednorodné¢ wariancji zmiennej obfmianej w r@nych wariantach zmiennej o§faajacej).

Cwiczenie Pokaza (W32) dla trzeciego momentu.

Przyczyna nielosowej zmiany wartéci zmiennej objanianej: Rozwamy model regresji
dla zmiennej objmianej Y posiadajcej rozktad Poissona. Zmienn¥, n=1,2,...N
posiadaj wiec réwniez rozklad Poissona i zaktadanwe s parami wzajemnie niezaiee
Niech X jest zmienn objasniajaca (tzw. czynnikiem) kontrolowanego eksperymentu, w
ktorym X nie jest zmienslosowy, ale jej zmiana jest rozwaana jako meliwa przyczyna
warunkupca nielosows zmiarg wartasci zmiennejyY .

Gdy czynnikéw X, X,,...X, jest wkcej, wtedy dla kadego punktun proby podane g
wszystkie ich wartéci:

Xins Xonse- Xy » 9dzie Nn=1,2,...N, (W36)

gdzie pierwszy indeks w,,, i =1,2,...k, numeruje zmiennobjaniajaca.
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Brak mozliwosci eksperymentalnej separacji podstawowego kanatun: Niech

X, = (X Xomnor %) OZNAcza zhiér warkoi jednego wariantu zmiennycX,, X,,...,X, ),

tzn. dla jednej konkretnej podgrupy. Zwroéémy uwag, ze indeks probyn numeruje

podgrug, co oznaczaze W pomiarze warkzi Y, nie ma maliwosci eksperymentalnego
siegniecia "w glab” indeksu n - tego kanatu, tzn. do rozndienia wptywow na wart@ vy,

ptynacych z rénych "pod-kanatéw”i, gdziei =1,2,...k.

W1.3.2 Model podstawowy

Zaktadajc brak zalenosci zmiennejY od czynnikow X,, X,,...X,, rozw&a st tzw. model
podstawowy Dla rozktadu (W31) i préby\?E(Yn)r':‘:l, funkcja wiarygodnéci przy

parametrzed = y = (), , ma posta

04 o2
My exy =,
P(Vlu):ﬂ/”’:Y‘:!ﬂ - I ﬁY. i

jest wic wyrazona jako funkcja wektorowego parametm=(u,)\.,, gdzie kady z

: (W37)

parametrowy, = E(Y, )jest parametrem skalarnynN jest rownoczénie liczebndgcia zbioru

danych, ktéra mee by liczbg podgrup, komoérek lub kategorii, oraz ligzlparametrow
modelu podstawowego wygtljaca w wiarygodndci (W37).

Rozwamy uktad rowna MNW:

9 lnp(¥|]=0, n=12..N. (W38)
ou,
Dla funkcji wiarygodnéci (W37) otrzymujemy:
~ N N N
In P(Y|,u):ZYnln/1n—z,un—ZInYn!. (W39)
n=1 n=1 n=1

Zatem rozwgzanie uktadu (W38) daje:
uo=4 =Y, n=12,..N, (W40)
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jako estymatory modelu postawowego. Zatem funkcjarygodnaci (W37) modelu

podstawowego przyjmuje w punkcigu zadanym przez estymatory (W40) waéto

maksymalg:

p714)= mY je Xp(_“%Ynj
|n_:lYn!

, (W41)

gdzie zastosowano oznaczewie (i, iL,,.. il ).
W1.3.3. Analiza regresji Poissona.

Niech zmienna zaima Y reprezentuje liczp zliczen badanego zjawiska (np. przypadkéw
awarii okrglonego zakupionego spitm), otrzyman dla kadej z N podgrup (np.
klienckich). Kada z tych podgrup wyznaczona jest przez komplettod@r zmiennych
objasniajacych X =(X,, X,,.... X, )= x=(x,%,,....x.) (np. wiek, poziom wyksztalcenia, cel
nabycia sprgu). Zmienna Y, okrela liczbe zliczen zjawiska w n-tej podgrupie,
n=1,2,...N. W konkretnej prébcéY,)\_ = (Y,)n; -
Okreslenie modelu regresji PoissonaRozwamy nastpujacy model regresji Poissona

u, =E(Y,)=1¢,r(x.8), n=1,2,..N, (W42)
opisupcy zmiare wartasci oczekiwanej liczby zdaraeY, (dla rozktadu Poissona) wraz ze
zmiam wariantu x, = (X, Xon .o X, ) -
Funkcja regresji po prawej stronie (W42) ma dwanczigi. Czynnik funkcyjny funkciji
regresji, r(xn,,é’), opisujetempo zdarze okreslanych mianem porak (np. awarii) wn-tej
podgrupie (tzn. jest estaicia tego zjawiska), sid r(x,, ) >0, gdzie £=(8,,5,.....5,) jest
zbiorem nieznanych parametrow tego modelu regremtomiast czynnik 7 jest
wspotczynnikiem okrédajacym dla kazdej n-tej podgrupy(np. klientow) skumulowany czas
prowadzenia badakontrolnych dla wszystkich jednostek tej podgrupy
Poniewa funkcja regresi r(xn,,B) przedstawia typowliczbe porazek na jednostk czasu,

zatem nazywamyj ryzykiem

® W ogoélndici zachodzi zvizek: u, = E(Y,)= ¢ r(x,,B)= ¢ AtA(x,, ), gdzie At jest przedziatem
czasu, a/](xn,,B) tzw. funkcpp intensywngci. W przedstawionej analizie przyp At =1 i dlatego
utozsamiamy funkcg ryzyka r(xn , ﬁ) z funkcp intensywn@ci.
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Uwaga o postaci funkcji regresji Funkcg r(xn, ,8) maozna zamodelow@ana r&ne sposoby

[6]. Wprowadmy oznaczenie:
k
A= B+ 2 B X - (W43)
i=1

Funkcja regresijir(x,,3) ma réng posta w zalenosci od typu danych. Mee mig ona
post& charakterystyczndla regresji liniowej (Wielokrotnej),r(xn,ﬁ):/l;, ktorg stosujemy
szczegOlnie wtedy gdy zmienn¥ ma rozkiad normalny Posté r(xnﬁ’):llxl*n jest
stosowana w analizie z danymi pochadzni z rozkiadu eksponentialnegamatomiast
r(xn,ﬁ):1/(1+exp(—/l;)) w modelowaniu regresji logistycznej dla opisu znme)

dychotomiczney,6].

Posta funkcji regresji uzyteczna w regresji Poissongest nasipujaca:
k
r(%, B)=exp(A), A =Bt Y B X, (W44)
i=1

Ogodlniej mowac analiza regresji odnosiesilo modelowania warfci oczekiwanej zmiennej
zaleznej (objanianej) jako funkcji pewnych czynnikow. Po&tdunkcji wiarygodndci
stosowanej do estymacji wspotczynnikow regre8ji odpowiada zateniom dotyczcym
rozktadu zmiennej zakeej. Tzn. zastosowanie konkretnej funkcji regregi, , 5), np. jak w
(W44), wymaga okréenia postaci funkcji astdéci r(x,, 5), zgodnie z jej postagidobran
do charakteru losowej zmienn¥j przy ktorej generowane slane w badanym zjawisku. Na
0got przy konstrukcjir(x,, 5 )pomocna jest uprzednia wiedza dotgz relacji medzy

rozwazanymi zmiennymi.

Funkcja wiarygodnosci dla analizy regresji PoissonaPoniewa Y, ma rozktad Poissona

Yn
(W31) zesredniy 4, p(Ynl,un):%e_””, n=12,.,N, zatem daneY,=0,1,...0 dla

okreslonegon=1,2,....N s3 generowane z rozktadéw warunkowych:

ot 19)= Lot B e ) was)

6 Czynnik I‘(Xn ) ,B) nazywany dalej funkajregresji, chociawtasciwie nazwa ta odnosiceto calej E(Yn).
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wokot funkcji regresji, (W42)u, =/ ,r(x,,8 ydlan=1,2,...N. Funkcja wiarygodn&i dla

analizy regresji Poissona magwiposta:

A -0 r\X,, B
Ylﬂ r'p(YI,B |_'(£ r(x, ﬁ))YT (%, 5)

n

D(ﬁnr( ))nexp{ Zf (., )} W)
DYn! |

Aby w praktyce posty¢ sie funkcja regresji r(x,, 8 ) bedaca okreslona funkcjg zmiennej

)I;:ﬂ0+2';:l X,, parametry 3, ,,....5, musz by¢ oszacowane. Estymatory MNW,

,@o, ,él,ék , tych parametrow otrzymujecsiozwigzujac k +1 réwnai wiarygodndci:
0 ~ .
5" P(V18)=0, j=012. k. (W47)

j

W przypadku regresji PoissorFe(\? | /3’) jest okrélona zgodnie z (W46).

Algorytmy IRLS : Zauwamy, ze dla rozkladu Poissona zachodzi zgodnie z (W32} or

(W42), o?(Y,)=E(Y,)=¢,r(x,,8), co oznaczaze wariancjac?(Y,) zmiennej objéniane;

nie jest stata lecz zmieniaggako funkcja/ , oraz x, , wchodzc w analiz z r&nymi wagami
wraz ze zmiap n. Na fakt ten zwrocifimy juz uwag przy okazji zwazku (W35). Poniewa
uktad rowna wiarygodndci (W47) jest na ogot rozwkywany iteracyjnymi metodami
numerycznymi [4], a wariancjafz(Yn) jest rownie funkcjg B, zatem na kalym kroku
procesu iteracyjnegowagi te zmieniaj sie jako funkcja zmieniacych s¢ sktadowych
estymatora ,[3’ Algorytmy takiej analizy okrgda sk ogdélnym mianem algorytméw
najmniejszych kwadratdviteracyjnie waonych(IRLS?) [6, 4]. Nazwa ta pozostata jedynie z
powodu ,pierwszastwa” MNK, ale ogdélnie nie odnosi ¢sido MNK, ktéora ma
probabilistyczne znaczenie tylko gdy zmierjemap rozktad normalny.

Uwaga o programach Rd&zne programy do analiz statystycznych, w tym SAS
wykorzystugcy procedug PROC GENMOD, mag by¢ uzyte do znajdowania estymatorow

" Nalezy jednak pamita¢, ze zwrotu "najmniejszych kwadratow” nie najetu bra& dostownie, gdy
metoda najmniejszych kwadratdbw ma sens jedynie ytgdy rozktad zmiennely jest normalny
(por. Rozdziat W1.3).

%iteratively reweighted least squares
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,[3’ MNW dla funkcji wiarygodnéci (W46). Rownie obserwowana macierz kowariancji

estymatoréworaz miary dobroci dopasowania modelu, takie jaiéwiona dalej dewiancja,

mog by¢ otrzymane przy xyciu powyej wspomnianych programow.

W1.3.3.1 Test statystyczny dla doboru modelu w regsji Poissona

Uwaga o weksze] wiarygodnasci modelu podstawowegp Maksymalna wart@& funkcji
wiarygodndgci P(y|,u) wyznaczona w oparciu o (W41gdrie, dla kadego zbioru danych i
dla liczby parametrowk +1< N, wicksza ni otrzymana przez maksymalizacfunkcji
wiarygodndgci (W46). Jest tak, poniewaw wyrazeniu (W41) na funkej wiarygodndci

modelu podstawowegaie narzuca i zadnych ograniczena posté 4, natomiast (\W46)

wymaga abyg, = £,r(x,, 8).

Pomyl o tym tak Model podstawowy dopasowujeecsilo danych, w kadym punkcie z
osobna, leac zgodnie z (W40) maksymalnie blisko tych danyonhfomiast MNW dla
modelu regresji;, =E(Y,)=¢,r(x,,8), n=1,2,..N, (W42), wyznacza krzyw regresji

przechodzca pomkdzy punkami pomiarowymi.

Hipoteza zerowa o nie wysipowaniu braku dopasowania w modelu niszym Zgodnie z
powyzszym zdaniem, analzdoboru modelu regresji mpoa rozpocaé od postawienia
hipotezy zerowej wobec alternatywnej. W hipoteaeorvej wyr&nimy proponowany model
regresji. Wybor modelu badanego oznacza wybor flunkéarygodnaci (W46) z nim
Zwigzanej.
Stawiamy wec hipotez zerows:

Hy:p, =¢,r(x,,8), n=12,..N, (W49)
ktéra odpowiada wyborowi modelu z funkcwiarygodndci (W46), wobec hipotezy
alternatywneyj:

H,: 4, niemaograniczomj postacin=1,2,...N, (W50)
ktora odpowiada wyborowi modelu podstawowego zaajjeego tyle parametrov, ile jest

punktéw pomiarowych, tzm\, z funkcp wiarygodndci (W41).

°® Obserwowana macierz (wariancji-) kowarian\;ﬁ(,[?) estymatorc')wﬁ’ MNW jest zdefiniowana
jako odwrotné¢ macierzy obserwowanej informacji Fishera [6,4r({D15)):

V(B):=iFYp). (W48)
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Niech wkc P(\?m’) jest maksymaln wartcscig funkcji wiarygodndci okreslong jak w
(W46). Oznacza tase w miejsce parametroys = (,80,,81,...,,8k) podstawiono ich estymatory
,é:(,é’o,él,@k) wyznaczone przez MNW, jako te ktore maksymadjzuunkcie

wiarygodngci (W46). Podobnie rozumiemy funkcjwiarygodndci P(\?m) modelu

podstawowego.

Poniewa celem kadej analizy jest otrzymanie mlovie najprostszego opisu danych, model
i, =0,r(x,,8) zawierajcy k+1 parametréwg, bedzie uznany za dobry, §& maksymalna
wartas¢ funkcji wiarygodndci wyznaczona dla niegogctizie prawie tak dia, jak funkcji
wiarygodndci dla nie niogcego zadnej informacji modelu podstawowego z ligzb
parametrow, réwr licznie punktow pomiarowychN . Sformutowanie "prawie tak da”
oznacza,ze wartd¢ funkcji wiarygodndci P(y| [3) nie mae by istotnie statystycznie
mniejsza odP(y|[1). Zasadniczo powinno to oznaézae musimy podamiary pozwalajce

na okrélenie statystycznej istotdoi przy postugiwaniu giintuicyjnym parametrem obgia
c (Rozdziat W1.2). Okazuje size dla duej préby, miary typu (W51), podane poaj,
uzyskup cechy pozwalage na budownie wiarygodéciowych obszaréw krytycznych

nabywajcych charakteru standardowegoe&intliwosciowego).

Okreslenie dewiancji Wprowadmy statystyk typu ilorazu wiarygodngzi:

D@)=_2m[%§+§ﬂ ws1)

nazywamn dewiancy (deviance) dla modelu regresji, w tym przypadka mlodelu Poissona z

okreslona postaca 4, =€nr(xn,,3). Stwzy ona do badania dobroci dopasowania modelu z
zadan postaci ,unzﬂnr(xn,ﬁ) w stosunku do modelu podstawowego, bez narzuconej
postaci nay,, tzn. do stwierdzenia, czP(y|B3) jest istotniemniejszaod P(y|/), co

sugerowatoby istotny statystycznie brak dopasowha@danego modely:, = énr(xn,ﬂ), do

danych empirycznych. Jak pakany pontej dewiancja mge by rozumiana jakamiara
zmienndci reszt (tzn. odchylenia wartei obserwowanych w probie od wastd
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szacowanych przez modelokdt linii regresji, na ktorej leg wartdici przewidywaney;
przez model [1].

Przy prawdziweci hipotezy H,:u, =/, r(x,, ), rozklad dewiancii D(,é) dla regres;ji
Poissona, mma asymptotycznie przyhiy¢ rozktadem chi-kwadrat (por. dyskusja w [4,6]) z

N —k —1 stopniami swobody.

Wyznaczenie liczby stopni swobody dewiancjiPodana liczba stopni swobody dewiancji
D(,[Z) wynika z nasfpujacego rozumowania. Zapiszmy (W51) w postaci:
D(3)+2inP(Y | B)=2InPY | 4), (W52)

CO po skorzystaniu z (W46) d|& = ,5’ ma posté&

N

p(3)+ 22” r(x,. 2)=2InP(7 | 2)+ 2|n(|jvn!j —2In(|_| (¢, rlx,. B))" j . (Ws3)

n=1

Mozna zauway¢, ze prawa strona tego rownania miastopni swobody. Istotnie, ze wzdu

A

na (W40§° a=(i,)=(Y,), n=1,2,...N, liczba niezalenych zmiennych po prawej strony
powyzszego rownania, ktérych wakt trzeba okrdi¢ z eksperymentu, wynosiN .
Natomiast drugi sktadnik po lewej stronie ma lieaiopni swobody rown k+1, co jest
liczbg estymatorow parametrow strukturalny¢§‘1 modelu regresji, ktérych waoi trzeba
okresli¢ z eksperymentu. Poniewéiczba stopni swobody po prawej i lewej stroniazn@nia

musi by taka sama, zatem liczba stopni swobody dewiab(:ﬁ’) wynosi N -k —1.

Decyzja testu statystycznegaZ powyzszego wynikaze dlabardzo duej probki dewiancja
D(3) posiada, przy prawdziwoi hipotezy Hq:u, =¢,r(x,,8) (WA49) w przyblieniu
rozktad chi-kwadrat zN -k -1 stopniami swobody. Zatem, przylny statystyczny test
dobroci dopasowania (tzn. niewgigbwania braku dopasowania) model = (nr(xn,ﬁ) do
danych w stosunku do modelu podstawowegozenzwsta wykonany przez sprawdzenie czy

w zaobserwowanejops prébce Y =y, wartcici estymatorow MNW B =43, modelu

regresji (W42) oraziu = ji,,, =y modelu podstawowego (W40), daiartai¢ dewianciji
D(3)=D(3,.):

1OW przyjetym przedstawieniu danych jak dla diagramu punkgoyeN jest ogdlnie liczh punktow
pomiarowych (réwa liczbie wariantéw czy komorek). Tylko dla modelodstawowego jestN
réwniez liczbg parametréw.
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SE —2|nr(\.{.|{?°bs)} , (W54)
PY | dops

ktéra jest nie mniejsza niwarta¢ krytyczna w prawym ogonie rozkiadu chi-kwadrat z
N -k -1 stopniami swobody [4]. Przygie przez D(,éobs) wartasci rownej lub wekszej od
krytycznej skutkuje odrzuceniem hipotezy zerowdjematywnie, mac wartcci D(,éobs) )
mazna policz¢ empiryczny poziom istotdei p=Pr(yi ., = D(ﬁobs)) i poréwna jego
wartas¢ z przygta (w dziedzinie badg wartcicig poziomu istotnéci a [12]. Gdy p<a
wtedy odrzucamy hipotezerows Hp, ktGra méwi o nie wyspowaniu braku dopasowania w
badanym modelu regresji w poréwnaniu z modelem faedsvym i decydujemy sina
statystycznie uzasadnigmozbudow modelu, o dalsze parametry strukturalne. Guly a

wtedy nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy zeybly.

Uwaga dotyczca zapisu indeksuobs W dalszej cgsci bedziemy pomij& indeks bbs’ w
indeksie wartéci estymatora w probce, za wikiem sytuacji, gdy rozrienie pomgdzy

estymatorem jako statystyka jego realizagjw probce, nie wynika jasno z kontekstu.

W1.3.3.2 Testy ilorazu wiarygodnéci

Dewiancje dla hierarchicznych klas modeli mogtwzy¢ do budowy testow stosunku

wiarygodndci. Zwréémy szczegoélnie uwagna funkcg wiarygodndci (W46) zawierajca
zhiér parametrow B=(8,,B,......6.) z dewiancy D(,é) dam wyrazeniem (W51).
Przypéémy, ze chcemy zweryfikowahipotez o tym,ze k—r (gdzie O0<r <k) ostatnich

parametréw bdacych sktadowymi wektorg3 jest rownychzeru

Hipoteza zerowao nieistotnéci rozszerzenia modelu asizego do wyszego, ma wtedy
post&: Hy:B..=0B., =...= B =0, (W55)
Hipoteza alternatywnaH, mowi, ze przynajmniej jeden z parametrow strukturalnych

Boiis Biios B jeStrény od zera

Funkcja wiarygodn&i przy prawdziwdéci hipotezy zerowejH,, (W53), ma postataka jak

w (W46), tyle,ze zasgpiono w niej parametg parametremg,
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B, =By, Bir-:3,:0,0,....0  gdzieliczba zer wynosik - . (W56)
Oznaczmy funkcje wiarygoddo tego modelu jako P(\7|,8(r) ) a ,@(r) niech kdzie
estymatorem MNW wektorowego parametr,,, wyznaczonym przez rozgy#anie
odpowiadajcego mu uktadu réwmiawiarygodndci (oczywgcie dla niezerowych parametrow
By, Bor-nB.).  Estymator B =(f, B, ... B 00,.,0) maksymalizuje funkgj

wiarygodndgci P(\? | By )

Test ilorazu wiarygodnwi dla weryfikacji hipotezyH, przeprowadzamy postugisj sk

[‘(H(-ﬁ%] (W57)

statystyl ilorazu wiarygodnéci:

Y15
ktéra przy prawdziwéci hipotezy zerowej ma asymptotycznie rozktad ohalrat zk —r

stopniami swobody, co widagdy zapiszemy (W57) jako a0ice dewiancji:

~2In H{\%ﬂ 2n[%}+2| {g%ﬂ p(3,)-pl3).  wss)

oraz skorzystamy z podobnej analizy jak dla (W53).

Zatem, przy prawdzingei hipotezy zerowej (W55), ktgr mazna zapisé jako
Ho: B =By =..= B =0, rénica D(f3,,)-D(B) ma dia duej préby w przyblieniu
rozktad chi-kwadrat & —r stopniami swobody. Natomiagécyzja testu statystycznegma

w przypadku postugiwania csistatystyly testows (W57) analogiczny przebieg jak dla

omowionej poprzednio przypadku dewianciji.

Whiosek Jeli uzywamy regresji Poissona do analizowania danych smgnych, modele
tworzace hierarchiczne klasy medoy¢ porownywane miedzy sabpoprzez wyznaczenie
statystyki ilorazu wiarygodrigi (W57), lub co na jedno wychodzi, poprzez wyzreage
roznicy (W58) medzy parami dewiancji dla tych modeli. Nayeprzy tym pamjta o
wniosku jaki ju znamy z analizy dewiancjke im model gorzej dopasowuje gio danych

empirycznych tym jego dewiancja jes¢ksiza.
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W1.3.3.3 Podobiéstwo dewiancji do SKR analizy cestotliwosciowej

Warunkowe wartéci oczekiwane p, =E(Y,)=/.r(X,,f ) n=12,..N, (W42), g w
analizie regresji przyjmowane jako teoretyczne widgwania modelu regresji dla wagmo
zmiennej objénianejY,, zwanej odpowiedzi(ukfadu).
W probie oszacowanig, = E(Y,) =/,r(x,,8 ®znaczamy jakd?n. W n-tej komorce jest
0oNno nasipujace:

Y, =¢,r(x,08), n=12,..N, (W509)

zgodnie z wyestymowarpostaca modelu regresji. Wykorzystag (W59) w (W46) maemy
zapis&@ dewiancg modelu (W51) naspujaco:

_ A N YAnYn eX[{_ZN:YAnj
n(s) - ﬂln{%ﬂ—@ﬂz—zm l:l nl
PLY [ i

[ AL exp(— ivj (W60)

n=1 n=1

= —2[ZN:YH InY, —ZN:\?n —ZN:YH InY, +ZN:YH}
n=1 n=1 n=1 n=1

tzn:
~ N ~
D(,B) = ZZ[Yn |n(éj - (Y -Y, )] . (W61)
n=1 n

Podobiaistwo D do SKR: Powysza posta dewiancji oznaczase D(ﬁ’) zachowuje siw
ponizszym sensie jak suma kwadratow res3KR= Z:zl(Yn —\?n)z w standardowej
wielorakiej regresji liniowej. Oty gdy dopasowywany model dokfadnie przewiduje
obserwowane warci, tzn. \?n =Y,n=1,2,.N wtedy, jak SKR w analizie standardowe;
[4,8], tak D(,@’) w analizie wiarygodn&ziowej jest rowne zeru [4]. Z drugiej strony waito
D(ﬁ’) jest tym weksza im weksza jest rénica medzy wartgciami obserwowanymiy, i

wartasciami przewidywanymiY, przez oszacowany model.

Asymptotyczna post& D: W analizowanym modeldy,, n=1,2,...N s niezalenymi

A

zmiennymi Poissona (np. zmiennymi esiéci), natomiast warkei Y, s ich

n

przewidywaniami. Nietrudno przekohaie, ze gdy wartéci przewidywane majrozsdng
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wartai¢!, np. Y, >3 oraz (Y,-Y,)<<Y,, n=1,2,.N tak, ze (Y,=-Y,)/Y, <<1, wtedy

wyrazenie w nawiasie kwadratowym w (W61) sma przyblzyé przez (Yn—\?n)zl(ZYn), a

statystyk (W61) mana przyblizy¢ statystyls o postaci:
XZ = z n Y,\ L (W62)

ktora (dla duej proby) ma rozktad chi-kwadrat™ —k —1 stopniami swobody [4].

W1.4 Zasada niezmienniczi ilorazu funkcji wiarygodno sci

Z powyzszych rozwaan wynika, ze funkcja wiarygodn&i reprezentuje niepewsd dla
ustalonego parametru. Nie jest ona jednedta§cia rozkladu prawdopodohistwa dla tego
parametru. Pefie takie byloby calkowicie obce statystyce klasyjz (nie whczapc
proceséw stochastycznych). Inaczej ma sprawa w tzw. statystyce Bayesowskiej. Aby
zrozumi€ roznice pomidzy podejciem klasycznym i Bayesowskim [12] rozamay

transformagj parametru.

Przyktad transformacji parametru: Rozwamy eksperyment, w ktérym dokonujemy

jednokrotnego pomiaru zmiennej o rozktadzie dwuroveym (W8). Funkcja wiarygodroi
m

ma wic posta P(6’)=( j&x(l—é’)””. Niech parametrm =12 a w pomiarze otrzymano
X

X =9. Testujemy model, dla ktéreg8= 6, = 3/4 wobec modelu Z =6, = 3/10. Stosunek
wiarygodng@ci wynosi:

[mjglg(l_ 91)3
P(6,=3/4) _\x

P(6, = 3/10) (m}gzg(l_ oy

=173.774 (W63)

x

Dokonajmy hiperbolicznego wzajemnie jednoznaczr@geksztatcenia parametru:
W =1/6. (W64)

11 Zauwamy, ze statystyka (W61) e miet mylaco dua wartcié gdy wielkaici Y, s bardzo
mate.
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Funkcja wiarygodné&i po transformacji parametru ma p@Sﬂﬁ(w):(mJ(llw)x(l—llw)wx.
X

Wartasci parametruy odpowiadajce wartdciom 6, i €, wynosz odpowiednioy, = 4/3
oraz ,=10/3. tatwo sprawdd, ze transformacja (W64) nie zmienia stosunku
wiarygodndci, tzn.:

Py, =413) _ P(6,=3/4)
P, =10/3) P(6, =3/10)

=173.774 (W65)

Niezmiennicz@&¢ stosunku wiarygodndci: Zatem wida, ze stosunek wiarygodsdo jest
niezmienniczy ze wzgtu na wzajemnie jednoznaczransformag parametru. Gdyby

transformacja parametru byta np. transformdtpgit” ¢ =In(d(1-6)) lub parabolicza

¢ = &, to sytuacja tate nie ulegtaby zmianie. Rowriev ogolnym przypadku transformacii
parametru wtasngé niezmienniczéi stosunku wiarygodioi pozostaje stuszna. Oznacza to,
ze informacja zawarta w probce jest niezmienniczazgledu na wybor parametryzaciji, tzn.
powinnsmy by w takiej samej sytuacji niewiedzy niezade od tego jak zamodelujemy
zjawisko, o ile rénica w modelowaniu sprowadza $edynie do transformacji parametru. W
omawianym przyktadzie powinéihy rownie dobrze mdc stosowparametrd, jak 1/6, 62,
czy In(d(1-6)).

Uwaga o transformacji parametru w statystyce Bayesaskiej: Natomiast sytuacja magsi
zupetnie inaczej w przypadku Bayesowskiego pamiejdo funkcji wiarygodnéxi [12], w
ktorym funkcja wiarygodnéei uwzgkdnia (Bayesowski) rozktad prawdopodaiseva
f (6]|x) parametrud. Oznacza toze Jakobian transformacfi — ¢ parametru, modyfikag
rozktad parametru, zmienia rownidunkcje wiarygodndci. Zmiana ta zaley od wartgci
parametru, rgnie zmieniac licznik i mianownik w (W63), co niszczyntuicyjng wiasnaé

niezmienniczeci ilorazu wiarygodnéci ze wzgédu na transformag¢jparametru [6].

Do zagadnieniaayteczndci wkasnagci niezmienniczeéci ilorazu funkcji wiarygodné€ci przy

konstrukcji przedziatu wiarygodsoi, powrécimy w dalszej GZci.
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Dodatek. MNW na przykiadzie analizy modeli regresjiPoissona

Poniej przedstawimy na przyktadzie dzialanie MNW wreatyi parametrow modelu
regresji Poissondl] oraz pokaemy jak pajczy: wnioskowanie statystyczne z tworzeniem
odpowiedniej procedury pakietu SAS.

Przyjmijmy wicc, ze zmienna obpmiana jest zmiergn losows Y przyjmupca wartcci y
zgodnie z rozkladem Poissona (W31)p(y|u)=uYe /y! , y=01..w. Jak
wspomnielimy we Wprowadzeniu, rozktad Poissona (W31) jeststz wywany do
modelowania pojawianiacsizadkich zdarag takich jak np. nowych przypadkow awarii w
pewnej populacji w pewnym okresie czasu alboscaj okrélonej liczby wypadkow
samochodowych w pewnym okfenym miejscu w cigu roku.

Analize regresji Poissona stosujee sw modelowaniu zachowania ¢sizmienne;j
objasnianej przyjmujcej, z natury tej zmiennej, dyskretne realizacjelogzne w danych i
powstate np. ze zliche modyfikowanych zmiennymi objaiajagcymi (nazywanych
czynnikiami). Po pierwsze, wyaimy jak konstruowa post& modelu regresji Poissona dla
tzw. ryzyka wzgtdnego i zastosujemy przedstawgowe Wprowadzeniu estymgcMNW
parametrow modelu. Zastosowanie wnioskowaniazaviego z weryfikagjhipotez o braku

dopasowania w modeluzszym przedstawimy w drugiej kolejém.

D1.1 Przyktad danych dla regresji Poissona

Aby zilustrow& dzialanie MNW w analizie regresji Poissona rozmg dane
przedstawiagjce awar urzadzenia okréonego typu (pomijajc awaré niszcaca catkowicie
urzadzenie). Tego typu analiza zostala zastosowanappeyrs sukcesem w badaniach
medycznych [4].

Ponizsza Tabela 1 przedstawia dwpmzyktadowe probki pobrane z populacji silnikbw
serwisowanych samochodow pewnej firmy (nazwijmy,Auto”) i jej modelu typu ,Model”,
ktore ulegty niedestrukcyjnej awarii, tzn. takipp ktérej silnik mana jeszcze naprawnie
zmniejszajc tym samym wielkéci populacji, z ktérych dokonujemy losowania.

Prébki powstaty na skutek losowania pewnej liczlgyomeracji miejskich i takiej samej

liczby aglomeracji wiejskich na catym obszarze Ziema ktorym firma ,Auto” ma swdj
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serwis. Prébki w obszarach Miejskim i Wiejskim zdgt uporadkowane wg wariantow
wieku (mies¢cy wzywania).

W przyktadzie zmienna zaleaY jest zmienn zliczen przypadkoéw awarii silnika. Generalne
populacje dwéch obszarowzywania samochodow zakwalikowano dénmou wariantow

wiekowych. Sgd zmienn Y indeksujemy podwojnym indeksem grupowym, t¥p.oznacza

liczbe zliczea dla i —tego wariantu wiekowego j—tego obszaru, gdzie zmienia st od 1 do

8, natomiastj =0 dla obszaru ,Miasta” oraz =1 dla obszaru ,Wsie". Oznaczmy przéz

rozmiar podpopulacji dla—tego wariantu wieku samochody +tego obszaru.

Celem analizy jest ustalenie, czy ryzyko awarinigh samochodu, przy dopasowaniu ze
wzgledu na wiek, jest wysze w pierwszym badanym obszarze czy w drugim.

D1.2.1 Rola kowarianta

~Wiek” jest wspolry zmieng poboczg dla obu rozwaanych populacji, tzwkowariantem
zmiennej ,obszar”. Naley wprowadzé go do analizy §dz w cztonach interakcjze zmienn
,=obszar” lub jako zaburzenie wptywu gtbwnego, ktérym jest zmienna ,obszar” [4].
Wprowadzenie ,wieku” do analizy oznaczae zmienna ta jest pod kontgobraz, ze
oszacowany parametr, ktorym w naszym przykladziezelkse by¢ ryzyko wzgkdne, jest
estymowany w sytuacji dopasowania zmiennych i eatgndw parametrow modelu ze
wzgledu na zmiens ,wiek” samochodu. Pomincie kowarianta oznaczatoby wyznaczanie

surowychestymatorowparametrow

D1.3 Pogcie ryzyka

Termin ryzyko w rozwaanym przykifadzie odnosi ¢ido (rozwijapcego st z wiekiem)

prawdopodobigstwa zajcia wady silnika. Przez r; bedziemy oznaczé rzeczywiste

populacyjne ryzyko w grupie (i, j).
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D1.3.1 Analogia ryzyka awarii i prawdopodobigéstwa zagcia porazki na jednostke

czasu. Estymowane tempo defektu

Rozwamy rozktad dwumianowy z parametrem prawdopodadiiga p oraz parametrem
liczby losowa m. Zwigzek okrdlajacy oczekiwag liczbe sukcesow wm losowaniach
Bernoulliego = m p, mazna zapisé& nastpujaco:
- Y
=(mlAt)— , D1
p=(miat) (D1)
skad widat, ze jeli At jest czasem prowadzonego badania, wtddgmlAt jest

zakumulowan w tym czasie liczip,,samochodo—miescy”, a

_p
_P D2
r At (D2)

jest tzw.intensywndicia, czyli prawdopodobigstwem zaijcia zdarzenia na jednostlczasu,

nazywanym ryzykiem

Pojecie ryzyka: Ze wzgbkdu na toze u jest liczebnécia, zwigzek p = (m mt)A—pt ma postéa

analogiczg (aczkolwiek jedynie analogiczh do stosowanej w analizie regresji Poissona

postaci funkcji regresji (W42);, =£;r; [4, 1], dla wartéci oczekiwanejy; liczby zliczer

zdarzé awarii w grupie i( J), gdzie 7, , ktory jest odpowiednikienﬁm[At), jest parametrem

ij

okreslajacym liczbe wszystkich wynikow zakumulowanych w czasie badania

Ryzyko w grupie {, j) jest zdefiniowane jako:

H;
I :g_,,] : (D3)

[

Jest on@nalogiemintensywnasci (awarii) r=H
(mat)

Estymowane ryzykq nazywane tempem defektu rozumianego jako porka, jest
definiowane jako:
Y.

F =" : D4
1] gij ( )
gdzie Yj jest ilcscia zaobserwowanych zlicaedefektow silnika dla podgrupyi, (), a ¢;

oznacza zakumulowar(tzn. sumaryczg) dtugas¢ wolnego od defektu czasu dla wszystkich
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samochodow w tej podgrupie. Zateiy mierzy liczly defektow w stosunku do catkowitej
zakumulowanej liczby wszystkich samochodow poddhrserwisowaniu w danej podgrupie
na ustalon jednostk czasu (np. roku). Zwiiny uwag, ze wystpujaca w liczniku (D4)

zmiennaYj nie jest w ogolnéci estymatorem MNW parametry; dla modelu regresji

Poissona, chocigest tak dla modelu podstawowego.

D1.3.2 Ryzyko wzgédne

Stosunek:
r

R/\/i =1 (D5)

1
r.iO
jest parametrem nazywamynyeykiem wzglddnymlub ilorazem ryzykktory w tym przypadku
jest stosunkient,, dla populacji ,Wiejskiej” wi—tym wariancie wiekowym do ryzykg, dla
populacji ,Miejskiej”, rownie w i —tym wariancie wiekowym.

Jereli R, =1, to ryzyka populacyjneastakie same w obu—tych wariantach wiekowych,
jezeli R, >1, to ryzyko dla Wsi jest wasze nk dla Miast w danym wariancie wieku

samochodu.

Alternatywne nazwy ryzyka wzgkdnega

Innymi  wzywanymi okrdleniami ryzyka wzgldnego R, =r,/r, Sa: stosunek temp,
stosunek intensywsoi (IDR), iloraz zapadalmmi, stosunek c¢mtasci, iloraz
prawdopodobigstw lub po prostu, stosunek ryzyk.

D1.4 Uwaga o ogélnym indeksowaniu podgrup populaicj

W ogolnych rozwaaniach, kada wartd¢ indeksu grupowegq=1,2,...N, wskazujej-ta
(generalg) populacg, w ktorej (nielosowe) czynnikX;, i=1,2,...p, przyjmup ustalone, im
wiasciwe wartgci. W ten sposoéb liczba wszystkich (pod)populagkazanych indeksein
oraz wartéciami zmiennychX;, i=1,2,...p wynosi Nxz xz,x...xz_, gdzie z jest liczly
dyskretnych wart&i, ktore przyjmuje zmienn;. W kazdej z tych podpopulacji zmiegn

losowg Y oznaczamy jakoy| gdzie |; = 1,...,z dlai=1,2,...p, a jej zmierzoa wartas¢

i

jakoy, ., . Zbidr wszystkichY , ., tworzy prok oznaczastak jak poprzednio przey .
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D1.5 Dane dla przyktadu

Tabela 1 danych dla przykladu Poréwnanie wysgpienia awarii silnika samochodow

.Model” firmy ,Auto” uzytkowanych przez mieszkadw obszarow Miejskich oraz
Wiejskich na catym obszarze dgshym przez serwis tej firmy. Liczebém wyskpujace w

tabeli w g sumarycznymi liczebrigiami dla prébki powstalej z wszystkich wylosowahyc
aglomeracji Miejskich (lub Wiejskich).

Wiek grupy Obszary Miejskie Obszary Wiejskie Estymowany

samochodow wskaznik
(W miesicach) llos¢ |Rozmiar llos¢ Rozmiar ryzyka, gglz|e
. . B obszar Miast

przypad-| probek przypadkow probek ‘et aru
kow | serwisowanych serwisowanychJ f grup
samochodow samochodéw | C corencyl

0-12 1 172675 4 181343 3,81
13-24 16 123065 38 146207 2,00
25-36 30 96216 119 121374 3,14
37 -48 71 92051 221 111353 2,57
49 - 60 102 72159 259 83004 2,21
61-72 130 54722 310 55932 2,33
73 -84 133 32185 226 29007 1,89
85 + 40 8328 65 7538 1,80

Uwaga Dla danych w Tabeli 1 dotygeych jednego wariantu wielu badaerwisowych w

populacji ,Miejskiej” j=0) lub ,Wiejskiej” (=1), jedna liczba w kolumnach 3 lub 5 ponta

rozmiar prébki, jest rozumiana jako liczba samodhiedies¢cy w czasie prowadzonego

badania dla ok&onego j-tego obszaru i-tego wariantu wieku podgrupy, (j), gdziei

=1,2,...,8.

D1.5.1 Cel bada

W ostatniej kolumnie Tabeli 1 podaestymowane pobranych prébek ryzyka wzghe, w

kazdym z wariantow wiekowych. W kdym wariancie wieku, ryzyka wyniosty wgej niz 1,

CO jasno sugerujege obszar Wiejski ma wgzy ogolny wskanik awaryjngci niz Miejski.
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D1.5.2 Uzasadnienie zastosowania rozktadu Poissomwaanalizie.

Fakt, ze rozktad Poissona jestydeczny dla modelowania pewnych typéw zlitzelarzé dla
danych serwisowych, jest oparty na tyme, rozkltad Poissona jest przytdniem rozktadu

dwumianowegoB [12]. Scisle rzecz biosc, rozktad dwumianowyB(m, p) przechodzi w
rozktad Poisson;Poissonﬁ,u:mp) zmiennej Y tylko granicznie wtedy, gdy przy liczbie

pomiarowm dazacym do nieskaczondgci i dwumianowym parametrze prawdopoddisisva
p bardzo matym, wartei oczekiwana liczby zdardey = E(Y) = mp pozostaje ustalona na
wartasci oczekiwanej rozktadu dwumianowego [12]. W graniej oczekiwana dwumianowa
liczba zliczé ,sukcesow” (warté¢ oczekiwanay) jest wzgédnie mata w poréwnaniu z
liczbg wszystkich wynikéw, a rozkiad Poissona daje dolpezyblizenie rozktadu
dwumianowego dla rzadkich przypadkéw awarii (ki@ tu ,sukcesami”). Dlatego
zastosowanie modelu Poissona jest sugerowane, ggynujemy dug liczbe wszystkich
wynikéw dla probki pobranej z populacji, w ktéregda st rozwdéj awaryjnéci, np. rozwoj
rzadkiej awarii silnika, take wielkas¢ zakumulowanego (samochodo-) czasu jestada

jednoczénie tempor; pojawiania s interesugcych nas zdarzejest mate.

Dane w Tabeli 1 satysfakcjorgp spetniaj to zalaenie, gdy w kazdej kategorii wiekowej
wystepuje stosunkowo maty udziat wzginy przypadkéw awarii w poréwnaniu do rozmiaru,
tzn. liczby wszystkich wynikbw w odpowiedniej pr@@obranej z podpopulacji. Jednak
petna analiza powinna obejmoéwest nieparametrycznej hipotezy o typie rozktadkiérego

generowanegsdane [5]. Sprawdzenie tego faktu pozostawiamyeataigowi jakoéwiczenie.
D1.5.3 Przyktad fizycznego odpowiednika danych w gyktadzie.

Pogcie ,serwisowego” ryzyka wzgtnego nie jest niepodobne dzadnej wielkdci
pojawiagce] st np. w modelach fizycznych. Jej fizycznym odpowikdm jest iloraz
przekrojéw czynnych stosowany do opisu see badanego procesu, ktory jest typem
kontrastu ranych maliwych kanatow zachodgej reakcji. W przypadku, gdy zmienna
objasniana ma pewien rozktad z waftty oczekiwalg zmieniajca sie w zaleznosci od
wariantow zmiennej gtébwnej oraz zmiennych pobochnytkowariantéw), wtedy w
przypadku braku interakcji zmiennej gtbwnej ze wsp@anymi kowariantami, zastosowanie
stosunku temp @ by przyczyn ,znikniecia” wptywu tych drugich na warté ilorazu. W

przypadku braku interakcji sytuacja ta bytabgewywodobna do oméwionej w Rozdziale D1.7.
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D1.6 Réwnanie regresji Poissona ze zmiennymi ukrytyi

Zmienrg objaniam Y jest liczba zliczé defektow (silnikdw) otrzymanych dla kaej
podgrupy, ktérej warkei s3 wyjasniane w regresji przez ustalpliczbe czynnikowXy, X, ...,
Xk . Analiz dla regresji Poissona, oméwimy na przyktadzie dany Tabeli 1 opisggych
liczbe niedestrukcyjnych awarii silnika dla samochoddvasifikowanych wg wariantow
wiekowych w Miastach i Wsiach.

Jedyry modelow roznica pomiedzy regresj Poissona a standardgwegresy wieloralky jest
to, ze pierwsza zaklada zastosowanie rozktadu Poisspodczas gdy druga zaktada
zastosowanie rozkiadu normalnego, co ocZgiei wptywa na posta rOwnania regresji
zgodnie z uwagami zawartymi pogdey (W43) a (W44). Rownanie (W42) jest st
rébwnania regresji pierwszego rodzaju. Jego wspaiciky musimy oszacowana podstawie
pobranej prébki odwolgg sk do MNW. RoOwnanie regresji z 0szacowanymi
wspotczynnikami nazywamydwnaniem regresji drugiego rodzajiunkcja wiarygodndzi
dla analizy regresji Poissona ma ogdposta (W46) [4, 1].

D1.6.1 Indeksowanie grup w przyktadzie

Zgodnie z ja wczeniej wprowadzonymi oznaczeniami, poniewaamy dwie populacje
~Miast” i ,Wsi”, liczba generalnych populachi=2 slqd, ze wzgtdu na poniej wprowadzone
kodowanie zmiennych ukrytych (tzn. kierunkowych)zypmujemy j=0,1. Natomiast ze
wzgledu na wysipowanie jednego czynnika ,wieku” samocho”uaX; , indeksi=k=1. W
danych z Tabeli 1, (kategoryagy) czynnik X przyjmuje z = 8 wartgci. Sud liczba
wszystkich podpopulacji wynosiNxz=2x8=16, a kada z podpopulacji (podgrup)
wskazuje para indekséw grupowyah {). Zmienne losowe&' oznaczamy jakd; , gdzie i =
1,...8, aj=0,1. Indeksowanie dla populacji i podpopulacjignasi s¢ automatycznie na

indeksowanie pobranych z tych populacji probek.

Zbudowanie modelu regresji Poissona dla pmag] sytuacji oznacza opisanie oczekiwanej

liczby przypadkéw awarii siInika,E(Yij), poprzez wprowadzone do modelu zmienne

objaniajace. Liczba zliczé Y; jest zmiena losows Poissona (teoretycznie zmieniosows

dwumianows) z wartdcia oczekiwam rowm (; =/, r; . Rownanie to, dla okébnej postaci
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zaleenosci r; od czynnikow, wyraa tres¢ funkcji regresji pierwszego rodzaju, tzn.

postulowan jej post& w catej generalnej populatii

Analiza regresji Poissona ma ustakizy widoczny ,na oko” wzorzec danych w Tabeliest]
statystycznie istotny oraz otrzyhastymator ogélnego ryzyka wzdhego, ktory bytby
dopasowany ze wzglu na wiek samochodu (tzn. wiek samochodu jest rmmigod
kontroh).

W rozwazanym przykiadzie wyspuja dwa czynniki, czynnik wptywu gtéwnego,
ktoérym jest ,obszar” serwisowania oraz czynnik pcdoy ,wieku” samochodu. Poniewa
~wiek” bedzie klasyfikowany w #émiu kategoriach, zyjemy do ich wskazania
(indeksowania) siedmiu zmiennych ukrytych [4]. Zrmma ,obszar”, kt6ra zawiera dwa

warianty, wymaga tylko jednej zmiennej kierunkowej.

Ogolna posta modelu regres;ji, czyli funkcji opisagej zmiar wartdgci oczekiwanej liczby
awarii (silnika) wraz ze zmiangrupy (i, j), maze by zapisana zgodnie z (W42) [4]
nastpujaco:

E(Y )=p =41, i=1,2,..,8;j=01. (D6)
Wspomnianemienne ukryte (kierunkowe)Ux orazM wskazugca w nas¢pujacy sposob [4]

odpowiednio wariant ,wieku” oraz ,obszaru”:

(1 sl k=i, gdziei=1,2,..,7
Uy =) (D7)
0 w przeciwnym wypadku
(1 @i j=1 (Wsie)
M =) (D8)
0 @l j=0 (Miasta)

2We wstpnych rozwaaniach indeksowaiiny grupy jednym indeksem. Np. dla grupyn, gdzien

= 1,2,...N, zmien obserwowanej iléci defektow oznaczalmy przezY,, a catkowiy wielkosé¢

zakumulowanego czasu dla wszystkich samochoddwtey podgrupie przeZ ,. Rownanie regres;ji

miato wtedy posta(W42) y, = E(Yn) =/, r(xn,,B) , n=12,..N.
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Podstawowa dla wielu analiz regresji Poissona,riggaczna postafunkcji ryzyka [6], ktora
pojawi st w (D6) i korzystajca z kodowania (D7) oraz (D8) ma w przypadiaz interakcji
nastpujaca postd:

7
Model 1: Int, =a+> a U, +B8M . (D9)

k=1

Korzystapc z kodowania (D7) i (D8), memy w powyszym ,Modelu 1” ryzyka, wyrazir,

poprzez parametry; i £ W nastpujacy sSposob:

Inr, =a+a, oraz Inrp=a+a,+p, 1=1,2,..7, (D10)
oraz

Inrg, =a oraz Inrgy=a+p dlai =8, (D11)
co wynikato z tegoze U, =1dla k=i=1, 2, ..., 7 oraaJ, = O0dlai = 8.

Powyzszy przyktad modelowania jest wykorzystywany w gsgji ryzyka rozwijania i
uszkodzenia (silnika samochodu) z wiekiem. Bardzigplne i popularne zastosowania
regresji Poissona dotygmodelowania tempa defektow, czyli tzwtensywneci procesu, dla

réznych interesujcych nas podgrup.

Whniosek Ze zwizkéw (D10) i (D11) widzimy,ze w traktowanych osobno obszarach
-Miejskim” i ,Wiejskim” ryzyko (tempo awarii) r; zmienia s} z wariantem ,wieku”, co z
powodu niezerowych oszacofvawspotczynnikdw a; bedzie widoczne w pomszych

raportach SAS.

Uwaga o alternatywnym kodowaniu

Alternatywnie model mee by zdefiniowany poprzez aycie dmiu zmiennych
kierunkowych dla wieku i jednej zmiennej kierunkgwléa obszaru [4]. Gdyby zastosowano
osiem zmiennych kierunkowych dla wiekuyaie wyrazu wolnego bytoby &dlem.
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D1.7 Estymator ogolnego ryzyka wzgldnego w modelu bez interakciji

Poniej wyprowadzimy wany wniosek dotycacy ryzyka wzgtdnego w modelu bez

interakcji czynnika ,obszar” z czynnikiem pobocznywieku”.

Korzystapc z (D10) i (D11) otrzymujemy:

Inr,-Inr,=(a+a, +f-a-a)=p8 , i=1,2,..,7 (D12)
oraz

Inr, -Inry, =(a+p-a)=4, i =8 . (D13)

Korzystapc z (D12) oraz (D13) widzimyze ryzyko wzgledne (D4) dla modelu (D9) nie

zawierajicego interakcji jest réwne:

R =fu _ exp{ln(ri—lﬂ =exdinr, —Inr,]=exdBl=¢/ , =12 ..,8. (D14)
i0 i0

Powyzszy model pozwala na estymaeyskanika ryzyka wzgtdnego dla kadej kategorii

wiekowej. Czynimy to stossg MNW do estymacji wspoiczynnika kierunkowego

stojgcego obok zmiennd{l i w ten sposéb dopasowgujmodel do danych, a naphie liczac

eksponenttego estymatora.

Estymator ogolnego ryzyka wzgddnega Poniewa estymowany wskaik ryzyka

wzglednego e’ jest niezaleny od i (tzn. od kategorii wiekowej), zatem wemy
interpretowa f,,, = ef jako estymator ogolnego ryzyka wgghego R,,, dopasowanego do

wieku, gdzie[? jest estymatorem MNW parametygl.

Whniosek o postaci ryzyka wzglinego w modelu bez interakcjiDla modelu (D9) bez
interakcji zmiennych ,obszar” i ,wiek” (oznaczonego jako Model T)zyko wzgledne nie
zalezy od wariantu wiekowegq tzn. wptyw ,,obszaru” nie jest modyfikowany przguiek”.

Rozwaany przykiad przedstawia model statystyczny prayglalo przeprowadzenia analizy
regresji Poissona przy dwéch czynnikach. W ogéthazamiast dwdch czynnikow (wiek i
obszar), meemy mie& k - czynnikow: Xy, X,, ..., Xk. Wtedy ogdlna metoda dopasowywania
modelu regresji Poissona nie zmienia spolega na wykorzystaniu rozktadu Poissona do

otrzymania funkcji wiarygodrimi, ktéra mae by pdézniej maksymalizowana w celu
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otrzymania estymatoréw parametrow modelu oraz asracych b¢déw standardowych
zmaksymalizowanych statystyk MNW. Poniewgakiety programéw (zawarte np. w
systemie analiz statystycznych SAS) mogykonywa takie analizy, zatem zytkownik
musi jedynie wyszczegokhitrafny model, ktory ma kiydopasowany. Numeryczna analiza

dla powyszego przyktadu zostanie przeprowadzona w dalgz&gic

D1.8 Macierz kowariancji i obserwowana informacja kshera

Dodatkowo procedurami SAS estymowana jest, po iEew obserwowana macierz
kowariancji \7(,@) estymatorow parametrow3 bedaca w metodzie MNW odwrotricia
obserwowaneijnformacji FisheraF :

() cods4) codp. )
\A/(,BA’O,Bl,,/;"z,...,)= CP\/(IéO’Bl) A&Z(ﬁl) CO\I(,él,,é’z) =iF™
Cov(téowéz) CO\’('él’BZ) 52(@)

: (D15)

oraz po drugie, miary dobroci dopasowania roamego modelu i pewne statystyki
diagnostyczne regresji, zyteczne dla wykrywania obserwacji wptywowych oraz
wspotliniowasci [4]. Wszystko to w raportach SASa pojawia gako czs¢ wydruku

komputerowego. Wrcej na tematobserwowanejinformacji FisheraiF, jej definicji oraz

przyktadéw, mana znale¢ w [5, 1].

D1.9 Statystyczne kryterium doboru modelu

Do weryfikacji hipotez o nie wyspowaniu statystycznie istotnego braku dopasowania w
jednym modelu w poréwnaniu z innym modelemddzym cztonkiem tej samej hierarchii
modeli, wykorzystamy logarytmiczny ilorazu zmaksymmawanych wiarygodnéri tych
modeli (W56) oraz dewiagj(W51), jako jego szczegdllny typ. W Rozdziale W3.3
przekonakmy sk, ze modele mog by¢ porownywane poprzez obliczenieznic pomedzy

parami dewiancji tych modeli.

»Model podstawowy zostat omowiony w Rozdziale W1.3.2. Wiarygodaopréby Y
przyjmuje dla modelu podstawowego pds{@Vv37) a jej post@ zmaksymalizowana jest
okreslona zgodnie z (W41).
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Powadd konstrukcji modelu regresji Powodem analizowania modelu regresji, a nie tiavan
przy modelu podstawowym, nie jest sama dokidémtopasowania (ktora nie m® by

lepsza nt w modelu podstawowym), lecz préba zrozumieniatystipisywanego zjawiska
oraz mniejsza liczba parametréw, co wplywa na zjapénie kosztOw oszacowywania

parametrow z okidong doktadndcia [4].

D1.9.1 Minimalny oszczdny model opisu danych

Model podstawowy bez struktury parametrow zawigta parametrow ile jest grup danych
pomiarowych, czyliN . Celem analizy regresji jest otrzymanie osdcego opisu danych.
Model u, =E(Y,)=¢,r(x,,8), n=1,2,...N , zawierajcy k+1 parametréw, uznamy za
oszczdny, je&li ma wartgé¢ zmaksymalizowasn wiarygodndci prawie tak diég, jak dla
modelu podstawowego i jednodné& najmniejsz liczbe parametrow funkcji regresji w klasie
modeli hierarchicznych, do ktérych naje Dla modelu oszezinego warté¢ dewiancji

wpadnie w wiarygodniziowy obszar przyg hipotezy zerowej.

D1.10 Analiza regresji dla przyktadu Model 1

Pierwszy rozwaany model regresji Poissona dla oczekiwanej licpogypadkéw
awarii silnika w podgrupachi(j) ma posté zadan przez (D6) oraz (D9). Jest i to
uprzednio wprowadzony Model 1:

EY )=p =45m, i=1,2,..,8;j=01, (D16)
gdzie:

7
Model 1: Int, =a+> a U, +B8M . (D17)
k=1
Zmienne U, byly ,sztucznie” wprowadzonymi zmiennymi kierunkgmi (ukrytymi) (D7)
wskazugcymi wariant wiekowy i przyjmujcymi wartgci O lub 1, a zmienna kierunkowa
przyjmowata zgodnie z (D8) wadd O lub 1, wskazuc odpowiednio obszar Miejski lub

Wiejski.
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Dla powyszego modelu ryzyko wzglne wynosi (D5):

Ry =—— , (D18)

Ry =¢’ (D19)

gdzie e’ jest niezalene od i, reprezentuc ogdlne ryzyko wzgddne dopasowane do

,wieku”.

Konkretna postafunkcji wiarygodndci powyzszego modelu jest konsekweneptazenia,ze

liczba zliczé Y ma rozktad Poissona zeedng y; =/;r;, . Zgodnie z (W46) ma ona w

prébce posta

P(y | (,8)) — Ij {[ (giorio)yyi'0 :a_éiorio ][ (gilril);1 ?_gilril ]} , (DZO)

gdzie zgodnie z (D10)-(D11) mamy, =expla +a,) i r, =exda +a, +5) dai =1, ..., 7,

oraz r,, =expa) ir, =exda +B) dlai=8.

Uzycie pakietu komputerowego dla regresji Poissorazie maksymalizowato

powyzsza funkcje wiarygodndci, dapc 9 estymatorow parametrow badanego modelu:
\6.6,,0,,0,.6,d.d..4, B (D21)

oraz oszacowan 9x9 - wymiarowg macierz kowariancji (D15).
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D1.11 Analiza numeryczna programem SAS

W celu wykonania selekcji modelu regresji Poissaitea powyszego przyktadu z
wykorzystaniem SAS natg utworzy zbior danych oraz program wyznacggj oszacowania
parametrow modelu zgodnie z procedjsizyka programowania 4GL tej aplikacji. Ngshie
zbior danych naley umieici¢c w edytorze systemu SAS (Widok -> Enhanced Edifor)
uruchamiajc wiasciwa procedu¢, dokona przeliczenia modelu (Uruchom -> Przek§l?2].
Jezyk 4GL dzeki swojej budowie umdiwia przetwarzanie oraz pegnobstug zbiorow

danych.
Ramka ogdlnej sktadni wprowadzonej procedury matgdo

proc nazwa procedurydata = zbior_danych opcje_procedury;
Instrukcje;

run;

Niektore z wykorzystywanych pargj instrukcji potrzebnych w dalszej analizie (zanandla
programéw wczytyjcych dane jak i procedur do analizy modeli), podamstaty w
Uzupetnieniu 1 na kocu dodatku. Petny ich wykaz oraz zastosowaniegnaaznaleé¢ w

pomocy pakietu SAS.

D1.11.1 Dane oraz programy

W analizie rozwaanego przyktadu mma wykorzysta jeden, poniszy zbior danych,
wprowadzajc w zalenosci od modelu odpowiednie modyfikacje dopiero na ipoue
programu analizagego rozwaany model. Wyjénienie wywanych polece jezyka 4GL oraz

opis zmiennych od A do O znajdwic w Uzupetnieniu 1.
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Zbior danych:

dataawaria;

inputAY N M Ul U2 U3 U4 U5 U6 U7 UlM U2M U3M4M US5M U6M U7M O;
In = log(N);

datalines

1 1 172675 01 00 0 OO O OO OO O O0O
2 16 123065 00 10 0 OO OOO0O OO O0 O0O
3 30 96216 00 01 0 OO OOO OO O 0O
4 71 92051 OO0 00O 1 00 O OO OO O 0O
5 102 72159 OO0 00O 010 0 OO OO O OO
6 130 54722 OO0 00O O O1 00O O OO O OO
7 133 32185 OO0 00O O OO 1 OO OO O OO
8 40 8328 OO0 00O O OO OOO OO O 00O
1 4 181343 11 00 0 OO O DO OO O OO
2 38 146207 10 10 0 OO0 O QO OO O OO
3 119 121374 10 01 0 OO OO1 OO O OO
4 221 111353 10 00 1 00 O O O 1 0 0 00O
5 259 83004 10 00 0O 10 0 OO O1 0 00O
6 310 55932 10 00 O O1 0 OO OO 1 00O
7 226 29007 10 00 O OO 1 OO OO O 10
8 65 7538 10 00 0O OO O O O O O O OO

_;
c
=

Okreslenie funkcji wigzacej (Link Function) Oraz czynnika przesunecia (offset Variable):

Funkcja whzaa g(u,) wiaze wartéé oczekiwam warunkows u, =E(Y,) z kombinacgj
liniowa zmiennych objgniajacych ugta w postaci funkcji regresji. W przypadku rozktadu
Poissona funkcjay(x, ) = In(, ), a w przypadku rozktadu normalnegdy, ) = 4, .

W omawianych raportach SAS jest ona skonstruowaka funkcja g(r(x., ), zatem dla
rozktadu Poissona otrzymujeny(r(x,, 8)) = In(r(x., 8)), gdzie funkcja ryzykar(x,, 3) ma
posta& jak w (W44). Poniewa zgodnie z (W42),u, oraz r(x,, ) réznig sie czynnikiem
(skumulowanego czasu badania) zatem w powygszym programie dla zbioru danych,
pojawita s¢ komenda In = log(N) skaca do wczytania niezdnego wyraenialn(/ ).
Natomiast na skutek przypisania woniszym programie zmiennej offset wartosci
In=1In(/,), wyrazenie to pojawi & w raporcie SAS jako tzw. zmienna przesgra (ffset

Variable).
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Wczytanie programu analizujacego model:

Po wczytaniu zbioru danych, przggtjemy do wpisania programu analizeggo konkrets
post& modelu, ktory wykorzysta catd lub czs$¢ powyzszego zbioru danych, w zatesci
od modelu regresji Poissona dla przyktadu awahiilsa. | tak dla Modelu 1 program ten,

wykorzystugcy procedug GENMOD, ma nasgpujaca postd:

proc genmod data =awarig

modelY =M U1 U2 U3 U4 U5 U6 U7 / covb
dist = poisson

link = log

offset =In;

run;

quit;

Uwaga
Zamiast wpisywa model w powysszej postaci mma wy¢ wprowadzonej zmiennej

klasupcej A i zamient odpowiednie linie:

ref=8;
classA;
modelY =M A/ corrb

a program SAS odda raport identycznej postaci.

Uwaga: Dodatkowo zamieniono komendyznaczenia macierzy kowariancji estymatorow

‘covb’ na polecenie ‘corrb’ wyznaczenia ich maciekorelacyjnej.

D1.11.2 Wynik analizy numerycznej SAS dla Modelu 1
Jako rezultat wczytania powszych danych i uruchomienia procedury GENMOD dla

rozwazanego aktualnie Modelu 1, otrzymujemy raport systedhS, ktory ma nagbujaca

posta:
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System SAS

The GENMOD Pr ocedure
Informacje o modelu
Zbior WORK.MODEL1
Rozktad Poisson
Funkcja wi azaca Log
Zmienna zale zha Y
Zmienna przesuni ecia In
Liczba obserwacji wczyt anych 16
Liczba obserwacji u zytych 16
Informacje o poziomie klasyfikacji
Klasa Poziomy W arto sci
A 8 1 2345678
Informacije o par ametrach
Parametr Efekt
Prm1 Intercept
Prm2 M
Prm3 ul
Prm4 u2
Prm5 U3
Prm6 U4
Prm7 us
Prm8 U6
Prm9 u7
Kryteria oceny zgodno sCi
St. Warto $¢lst.
Kryterium Sw. Warto  $¢ SW.
Dewiancja 7 8. 1950 1.1707
Skalowana dewia 7 8.1950 1.1707
Chi-kwadrat Pearso 7 8.0626 1.1518
Scaled Pearson X2 7 8.0626 1.1518
Log. wiarogodn 7201.8635
System SAS
The GENMOD Pr ocedure
Algorytm osi agnat zbie znosc.
Macierz kowariancji szacunkowych
Prml1 Prm2 Prm3 Prm4 Prm5
Prm1 0.01074 -0.001824  -0. 009465 -0.009419  -0.009398
Prm2  -0.001824 0.002725 -0.000087 -0.000156 -0.000188
Prm3  -0.009465 -0.000087 0 .20953 0.009529 0.009530
Prm4  -0.009419 -0.000156 0. 009529 0.02805 0.009535
Prm5  -0.009398 -0.000188 0. 009530 0.009535 0.01625
Prm6é  -0.009413  -0.000166 0. 009529 0.009533 0.009535
Prm7  -0.009431 -0.000138 0. 009528 0.009532 0.009533
Prm8  -0.009476  -0.000072 0. 009526 0.009528 0.009529
Prm9  -0.009526  2.5943E-6 0. 009524 0.009524 0.009524
Macierz kowariancji szacunkowych
Prm6 Prm7 Prm8 Prm9
Prm1  -0.009413 -0.009431 -0.009476  -0.009526
Prm2  -0.000166 -0.000138 -0.000072  2.5943E-6
Prm3 0.009529 0.009528 0.009526 0.009524
Prm4 0.009533 0.009532 0.009528 0.009524
Prm5 0.009535 0.009533 0.009529 0.009524
Prmé 0.01296 0.009532 0.009528 0.009524
Prm7 0.009532 0.01230 0.009527 0.009524
Prm8 0.009528 0.009527 0.01180 0.009524
Prm9 0.009524 0.009524 0.009524 0.01231

49



Analiza ocen pa rametrow

95% granice

St. Bt ad przedziatu ufno 5Ci Chi-
Parametr  sw. Ocena standardowy Walda kwadrat Pr > chi
kw..
Intercept 1 -5.4797 0.1037 -5. 6828 -5.2765 2794.67 <.0001
M 1 0. 8043 0. 0522 0.7020 0.9066 237.34 <.0001
Ul 1 -6.1782 0.4577 -7. 0753 -5.2810 182.17 <.0001
u2 1 -3.5480 0.1675 -3. 8763 -3.2197 448.76 <.0001
U3 1 -2.3308 0.1275 -2. 5807 -2.0810 334.36 <.0001
u4 1 -1.5830 0.1138 -1. 8061 -1.3599 193.38 <.0001
us 1 -1.0909 0.1109 -1. 3083 -0.8735 96.75 <.0001
ueé 1 -0.5328 0.1086 -0. 7457 -0.3199 24.06 <.0001
u7 1 -0.1196 0.1109 -0. 3371 0.0978 1.16 0.2809
Skala 0 1.0000 0.0000 1. 0000  1.0000
UWAGA: The scale parameter was held fixed . (Przedziat ufnéci Wald’a, patrz Uzupetnienie 2).

D1.11.3 Oszacowanie parametru i gkl standardowy oszacowania dla Modelu 1

Z powyzszego raportu nmemy odczyté oszacowanig@ MNW parametrig.

[ =08043 (D22)
orazbtgd standardowy(se tego oszacowania wyznaczony jako element macigvayiancji-)
kowariancji (D15) [4]:

52% = sg3) = (0.002725F = 0,0522. (D23)
Punktowe oszacowanié,**" dopasowanego ze wzgu na wiek ryzyka wzgtnego R,
Wynosi wic:

fModel = of = @843 = 2 23513, (D24)
Natomiast 95%-owy wiarygoddoiowy przedziat ufnéci Wald'a (patrz Uzupetnienie 2) dla

e’ [4], przy odwotaniu si do faktu,ze dla duej probki estymator MNW ma przyblteniu
rozktad normalny, ma posta

exp[B+ 196 5] = ex]0,8043+ 196 (0,0522)] = exp(0,8043+ 01023, (D25)

lub
(6070, %) = (2.01778 2,47589 . (D26)

D1.11.4 Test hipotezy zerowej z wykorzystaniem statyki Wald’'a
Dla dwzej probki, test hipotezy zerowej:
Ho: £=0 (D27)

o braku zalenosci korelacyjnej tempa awarii od lokalizacji, wol@potezy alternatywnej:
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Hi: 820, (D28)

moze by przeprowadzony z zastosowaniem statystyki Waldla(patrz Uzupetnienie 2):

n

U= (D29)

-0

g.
B

Przy prawdziwéci hipotezy zerowej bl =0 statystykaU ma asymptotycznie rozkiad

normalny N(0,1).
Dla rozwaanego przyktadu wargé statystyki Wald’a wynosi:

_08043-0

= 15408 , D30
0,0522 > (D30)
natomiast empiryczny poziom istotwd [4, 1] ma warté¢ (wyznaczon np. w pakiecie

kalkulacyjnym Excel):
p=Pr{U|> 15408 < 0,0001. (D31)

D1.11.5 Whniosek

Ze wzgkdu na p<0,0001 przeprowadzona analiza regresji Poissona wskange
statystycznie istotny wptyw lokalizacji (tzn. naasfstyczm istotng¢ wprowadzenia
parametrufS przy zmiennej kierunkowdyl wskazujcej lokalizacg). Ze wzgeédu na warté¢

08043 = 2 23513 ogolne, dopasowane ze

oszacowanego ryzyka wzgdhego f,, = ef =e
wzgledu na wiek, tempo awarii silnikbw samochodow na asijest okoto 2,2 razy wksze
niz w Miastach. Wyznaczony 95%-owy wiarygodoiowy przedziat ufnéci dla ogélnego
dopasowania ryzyka wzglnego wynosi(2,01776 2,4759].

Do analizy Modelu 1 wrécimy jeszcze poej, aby oméwé interakcg czynnika ,wiek” ze
zmienny ,0obszar”, ladz uwzgkdnienie ,wieku” jako ewentualnego zaburzenia w mMod4]

oraz porownadobra dopasowania Modelu 1 z innymi modelami w hierarchi
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D1.12 Charakter kowarianta ,wiek” - interakcja czy zaburzenie

Gtownym wpltywem interesggym nas w analizie ryzyka jest zmienna ,obszar” famule
(D14) na ryzyko wzgldne, zmienna wiek okazata¢snawet nie wysfpowat. Jednak w
wyprowadzeniu (D14) nie bramy pod uwag mozliwosci wyskpowania zmiennej
pobocznej ,wiek” jako kowarianta w interakcji ze iemrg ,0bszar”. Przyjrzyjmy si wiec
blizej charakterowi zmiennej ,wiek” z punktu widzen@osobu wprowadzenia jej do modelu

regresji.

Punkt 1. Zmienna poboczna ,wiek” nze by wprowadzona do multiplikatywnegcztonu
interakcji ze zmienn ,,0bszar”. Rozwaanie tej maliwosci zwigzane jest z odpowiedghna
pytanie o toczy zmienngwiek” modyfikuje wptyw zmienngpbszar”, to znaczy, czy wptyw
zmiennej ,obszar” mierzony ryzykiem wzglhym, r&ni sie dla r&nych wariantéw wieku?
Punkt 2. Zmienna ,wiek” mae by wprowadzona do modelu tylko jakeaburzenie
Mozliwos¢ ta jest rozwaana wtedy, gdy po analizie Punktu 1, okazado ;& wprowadzenie
zmiennej ,wiek” do modelu w czionie interakcji jesieistotne statystycznie. W takiej
sytuacji rozwaamy czy zmienna ,wiek” jestaburzeniemtzn. czy powinna znaté sic w
modelu w jakiejkolwiek formie po to, aby dawtasciwe okrd&lenie jej wplywu na
oszacowanie interesigego nas parametru, ktérym w rozaaym przyktadzie jest ryzyko

wzgledne?

Jest rénica pom¢dzy wprowadzeniem do modelu nowej zmiennej w pastaburzenia lub
w postaci iloczynowego czionu interakcjNie wykonuje sk testow statystycznych w
przypadku, gdy zmienna ma wej¢ do modelu w postaci zaburzenig4].

Szczeg6lowe oméwienie problemu razm@enia pomgdzy interakcy, czyli wlasndcia
modyfikacji wptywu gtéwnego zmiennej typu ,,0bszgifzez kowarianta dalacego zmiena
poboczn typu ,wiek”, a problemem zaburzenia gtbwnego wplymmiennej ,obszar” przez

zmienry poboczi ,wiek”, mozna znaleé¢ w [4].

D1.12.1 Analiza interakcji obszaru i wieku. Model 2
Aby rozstrzyga¢ kweste zawarg w powyzszym Punkcie 1, dotygea mozliwosci, ze
zmienna ,wiek” jest kowariantem modyfikggym wpltyw zmiennej ,obszar”, rozszerzmy

Model 1, (D17) (poréwnaj (D9)), o czion interikotrzymujac:
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7 7
Model 2: Inr, =a+> aU, +BM+> 5(MU,) ,i=1,2..,8j=0,1. (D32)
k=1 k=1

Aby unikna¢ osobliwaci, tzn. idealnej wspdtliniowdei, mazemy dodé cztony interakciji

tylko dla siedmiu (a niesoniu) zmiennych kierunkowych), .

Istotnai¢ interakcji ,wieku” z ,obszarem” maemy testowa weryfikujac hipotez zerow:

Ho: 6,=90,=...=J, =0, (D33)
z wykorzystaniem statystyki ilorazu wiarygodod (W51). Ma ona przy prawdzivoi
hipotezy zerowej bl asymptotycznie rozktady® z 7 stopniami swobody, co jest liezb

nowych parametréw wprowadzonych doasgego Modelu 2.
Statystyka testowa (W51) pozwalacwina poréwnanie Modelu 1 (bez interakcji) z Modelem

2, ktory zawiera siedem iloczynowych cztonow inkejaM U, .

D1.12.2 Program SAS dla Modelu 2

Poniewa w Modelu 2 chcemy uwzeglini¢ réwniez interakcg ,wieku” i ,obszaru”, zatem po
wczytaniu danych takich samych jak w Punkcie 1.1tdlery przy korzystaniu z procedury
GENMOD (Punkt 1.11.1) zmiefilinic modelna uwzgédniajacy cztony interakcjiM U,

k=1,2,...,7, wczytwc program:

proc genmod data =awarig
modelY =M U1 U2 U3 U4 U5 U6 U7 U1IM U2M U3M U4M U5M UBNU7M / covb

dist = poisson

link = log
offset =In;
run;
quit;

D1.12.3 Raport z dopasowania Modelu 2
W wyniku analizy otrzymujemy nagiujacy komputerowy raport SAS z dopasowywania
Modelu 2. Jak to wynika z powszych rozwaan, raport ten dotyczy analizy z

uwzgkdnieniem interakcji zmiennych ,wiek” i ,obszar”.
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System SAS

The GENMOD Pr ocedure
Informacje o modelu
Zbior WORK.MODEL2
Rozktad Poisson
Funkcja wi azaca Log
Zmienna zale zha Y
Zmienna przesuni In
Liczba obserwacji wczyt anych 16
Liczba obserwacji u zytych 16
Informacje o poziomie klasyfikacji
Klasa Poziomy W arto sci
A 8 1 2345678
System SAS
The GENMOD Pr ocedure
Kryteria oceny zgodno sci
St. Warto $¢/st.
Kryterium SW. Warto  $¢ SW.
Dewiancja 0 0. 0000
Skalowana dewia 0 0.0000
Chi-kwadrat Pearso 0 0.0000
Scaled Pearson X2 0 0.0000
Log. wiarogodn 7205.9610
Algorytm osi agnat zbie znosc.
System SAS
The GENMOD Pr ocedure
Analiza ocen pa rametrow
95% granice
St. Bt ad przedziatu ufno 4Ci Chi-
Parametr  sw. Ocena standardowy Walda kwadrat Pr > chi
kw..
Intercept 1 -5.3385 0.1581 -5. 6484 -5.0286 1139.98 <.0001

M 1 0.5852 0.2010 O. 1913  0.9790 8.48 0.0036

ul 1 -6.7207 1.0124 -8. 7050 -4.7364  44.07 <.0001
u2 1 -3.6094 0.2958 -4. 1891 -3.0296 148.89 <.0001
u3 1 -2.7347 0.2415 -3. 2080 -2.2613 128.20 <.0001
u4 1 -1.8289 0.1977 -2. 2164 -1.4414 8558 <.0001
us 1 -1.2232 0.1866 -1. 5888 -0.8575 42.99 <.0001
U6 1 -0.7040 0.1808 -1. 0584 -0.3496 15.16 <.0001
u7 1 -0.1504 0.1803 -0. 5038 0.2030 0.70 0.4042

UiMm 1 0.7521 1.1360 -1. 4743  2.9786 0.44 0. 5079
uzm 1 0.1075 0.3594 -0. 5970 0.8120 0.09 0. 7649
uU3m 1 0.5605 0.2866 -O0. 0012 1.1221 3.83 0. 0505
u4aM 1 0.3599 0.2429 -0. 1161  0.8360 2.20 0.1384
Us™Mm 1 0.2067 0.2325 -0. 2490 0.6623 0.79 0. 3740
UM 1 0.2620 0.2265 -0. 1819  0.7059 1.34 0.2474
U7m 1 0.0490 0.2288 -0. 3994  0.4973 0.05 0. 8305
Skala 0 1.0000 0.0000 1. 0000 1.0000
UWAGA: The scale parameter was held fixed
Z raportu SAS widg ze dewiancja dla Modelu 2 jest doktadnie rowna zero:
~ \Model2
D =0, (D34)
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co oznaczaze model ten dopasowujeesilo danych empirycznych idealniEakt ten jest
spowodowany dopasowywaniem modell6 parametrami doN =16 elementowego zbioru

danych

Jednak z raportu wida(pogrubienie na kicu linii uim do u7m), ze 0Szacowania parametrow
interakcji 9,,9,,...,0, roznia sic na poziomie istotn@i a = 005 statystycznie nieistotnie od

zera, CO oznaczae nie ma potrzeby aby wprowadzimterakcg. Sprawamy ten wniosek
odwotujpc sk do analizy z wykorzystaniem statystyki logarytmarazu wiarygodngci
(W51) dla Modelu 1 i Modelu 2.

D1.12.4 Testowanie braku dopasowania w Modelu 1 wopdwnaniu z Modelem 2

Rozwamy hipotez zerowg (D33):
Ho: 0,=0,=...=0,=0 (D33)
mOwigca 0 nieistotnéci rozszerzenia Modelu 1 do Modelu 2, czyli statgshej nieistotnfci

interakcji.

Okazuje s§, ze w rozwaanym przypadku test statystyczny weryfiday hipotez
zerowg (D33), mana by przeprowadgi zarbwno wykorzystag statystyk ilorazu
wiarygodndci (co jest oczywiste), jak i dewiardModelu 1.

Istotnie, po pierwsze w Rozdziatach W1.3.3.1- WA Bzauwaylismy, ze obie te statystyki
majs w przyblzeniu rozktad chi-kwadrat [4]. Po drugie, zawwyy, ze dewiancja dla Modelu
1 otrzymana w raporcie wD11.2przyjeta w prébce warté:

A Modell
D (,)) = 8195 . (D35)

Natomiast liczba stopni swobody dewianD) A(r) )MOdeuwynosi [1]:
d.f.=[liczba zmiennyclﬁYij )] — [liczba parametrow wiodelu 1] =N — (r +1)
=16-9=7. (D36)

)Modell

StatystykaD A(r) ma wkc w przyblizeniu rozktad chi-kwadrat d.f. = 7.

Z kolei statystyka testowa ilorazu wiarygodaoo(W57) dla hipotezy zerowej (D33) jest
zgodnie z (W58) otrzymana przez gdg dewiancji dla Modelu 2 (ktéra jest rowna zeod)

dewiancji dla Modelu 1, tzn.:
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-2|n[ip(g7ll—/j§”7)] -p(3,, ] - b(3)""** = 8195-0= 8195 |, (D37)

zatem jej warté&¢ w probce jest rownd® A(r) )MOdeIl jak w (D35).

Réwniez liczba stopni swobody statystyki ilorazu wiarygogéti (W51), rowna [1]:
d.f.=[liczba parametréw Wodelu 2] — [iczba parametrow viModelu 1]
=16-9=7, (D38)
wynosi tyle iled.f. dewiancji Modelu 1, wic i ona ma w przybkeniu rozktad chi-kwadrat z
df.=7.

Zbierzmy informacje zawarte we wzorach od (D35) (@88). Wynika z nich,ze skoro
zarowno rozktad, jak i warto liczbowa oraz liczba stopni swobody dewiancji Miodé,

(D35), oraz log ilorazu wiarygodsa, (D37), g takie same, zatem rownoiwdae mana

weryfikowat hipotez zerowy (D33) korzystajc ze statystyki (D37)4dulz (D35) (por. Uwaga
na kaicu Rozdziatlu W1.3.3.2).

Przyjmijmy wiec, w tym przypadku, dewiangj D A(r))MOdEHdIa Modelu 1 jako
statystyk testova hipotezy (D33). Korzysta¢ z (D35) oraz (D36) otrzymujemy, wykomagj
pomocnicze rachunki na przyktad w arkuszu kalkylagy Excel,ze empiryczny poziom

istotnaci wynosi:

)Modell

p= PV[)(? >D\B,) = 8195] =0.3157.. (D39)

D1.12.4.1 Wniosek dla analizy interakcji zmiennychobszar” i ,wiek”

Zatem nazadnym poziomie istotrsgi @ mniejszym od jak widados¢ duzegop = 0.3157,
np. na poziomiex = 01, nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy zerowstatystycznej
nieistotna@ci rozszerzenia Modelu 1 do Modelu 2. Uznajemygowize w Modelu 1nie ma
statystycznie istotnego braku dopasowania do dangoipirycznych w poréwnaniu z
Modelem 2. Poniewa Model 2 oraz model podstawowy dopasowigic do danych

pomiarowych tak samo dobrze, zatem widzimg,w Modelu 1 nie ma istotnego odchylenia

obserwowanych warfai Y; od wartgci przewidywanych\?ij tym modelem.

Pozostawiamy wic prostszy Model 1 jako wystarcaaey do przewidywania oczekiwanej

ilosci przypadkow awariisilnika, stwierdzajc, ze dodanie cztonow interakcjM U, do
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Modelu 1 skomplikowatoby niepotrzebnie model, nigp@awiapc w sposob statystycznie

istotny dopasowania do danych empirycznych.

D1.12.5 Analiza ,wieku” jako zaburzenia czynnika gbwnego

Rozwaenie Punktu 2 w Rozdziale D1.12 polega na szukadipowiedzi na pytanie o to, czy

~wiek” jest kowariantem zaburzgym gtowny wplyw czynnika jakim jest ,obszar”.

Odpowiedz 4 otrzymuje s wraz ze zbadaniem czy ryzyko wedhe rAWi:e/} albo

n

rownowanie B zmienia s¢ znacaco, j&li zignorujemy zmiena ,wiek”. Nie wprowadzenie

~wieku” do analizy w Modelu 1 pozostawiazmienm poza kontraj [4].

D1.12.5.1 Znacgca roznica ekspercka

Aby przeprowad@ potrzebm analiz naleey wiec pomirg¢ wyrazenia dla ,wieku”, tzn.
sktadnik Zzzlakuk Z Modelu 1 i zobaczy czy otrzymane oszacowanie wspoétczynnika przy

M rozni¢ sie bedzie znaczco od wartgci ,[3’ =0,8043, (D22), albo lepiej czy oszacowanie

wzglednego ryzyka (bo to ono ostatecznie interesuje dja@ni sic znacaco od wartéci

ot =ef =% =223513 Termin ,znaczca ré&nica” nie odnosi si do testow

statystycznych, ale do wiedzy ekspertow w dziedzini
D1.12.5.2 Analiza SAS dla Modelu 3

Aby odpowiedzié na pytanie o ile zmieni oszacowanie wspoétczynnikagrzy M , musimy

dopasowywa do danych nagpujacy model:

Model 3: Inry =a+pgM , i=1,2.,8, j=0,1 (D40)

Zadanie dla Modelu 3 Napis& program korzystagy z procedury GENMOD dla Modelu 3,
a nastpnie wykorzystujc dane podane w Punkcie 1.11.1 uruchioga, otrzymujc ponizszy
raport SAS.
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D1.12.5.3 Raport SAS dla Modelu 3

System SAS
The GENMOD Pr ocedure
Informacje o modelu
Zbior WORK.MODEL3
Rozktad Poisson
Funkcja wi azaca Log
Zmienna zale zha Y
Zmienna przesuni ecia In
Liczba obserwacji wczyt anych 17
Liczba obserwacji u zytych 16
Braki danych 1
Informacje o poziomie klasyfikacji
Klasa Poziomy W arto sci
A 8 1 2345678
Informacije o par ametrach
Parametr Efekt
Prm1 Intercept
Prm2 M
Kryteria oceny zgodno 5Ci
St. Warto $¢/st.
Kryterium SW. Warto  $¢ SW.
Dewiancj 14 2569.7700 183.5550
Skalowana dewia 14 2569.7700 183.5550
Chi-kwadrat Pearso 14 3012.0987 215.1499
Scaled Pearson X2 14 3012.0987 215.1499
Log. wiarogodn 5921.0760
Algorytm osi agnat zbie znosc¢.
System S AS
The GENMOD Pr ocedure
Analiza ocen pa rametrow
95% granice
St. Bt ad przedziatu ufno 5Ci Chi-
Parametr  sw. Ocena standardowy Walda kwadrat Pr > chi
kw..
Intercept 1 -7.1273 0.0437 -7. 2130 -7.0416 26567.6 <.0001
M 1 0. 7431 0.0521 0.6410 0.8453 203.23 <.0001
Skala 0 1.0000 0.0000 1. 0000  1.0000

UWAGA: The scale parameter was held fixed.

D1.12.5.4 Analiza raportu SAS dla Modelu 3

Z powyzszego raportu odczytujemye oszacowanie paramet® wynosi [3 =0,7431, skad

,surowe” oszacowanie (z powodu braku w analizie eamej ,wiek”) wzgkdnego ryzyka,

WYynosi:
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fModel = of = @031 =2 1024, (D41)
Uwaga Podkrélmy raz jeszczeze w przeciwiéstwie do rénicy istotnej statystycznie,
wypowied: 0 znaczcej r&znicy, nie jest popartaadnym statystycznym testem i nie rigle
testow takich wykonywa O tym, czy ranica jest znacga wypowiadaj sic specjalici w
brarnvy.

Whiosek dotyczcy zaburzenia Porownugc wartgci Modelu 1 oraz Modelu 3 dla?, ktore

wynosz odpowiednio 0,8043 oraz 0,7431 lub lepiej dla wdgkgo ryzykar,, =¢?, ktore
wynosz odpowiednio 2,2351 oraz 2,1024, uznajmy (choagige jestémy specjalistami z
brarzy samochodowej)ze r&znia sic one znacgco i zmieny poboczyg ,wiek” eksploatacii
samochodu naly wprowadzt do modelu jako zaburzenie gtéwnego wplywu zmiennej

»=obszar” eksploatacji samochodu.
D1.12.5.5 Analiza rozszerzenia Modelu 3 do wgzego w hierarchii Modelu 1

Z poréwnania raportow dla Modelu 3 oraz Modelu #afj ze r&znica dewiancji tych modeli
wynosi: 2569,77 — 8,195 = 2561,58.Rita dewiancji tych modeli (W58), tzn. log ilorazu
funkcji wiarygodndci, ma w przyblieniu rozklad chi-kwadrat. Przy mdicy 14-7=7 stopni
swobody dewiancji tych modeli, wakon2561,58 jest wysoce istotna statystycznie, wskazuj

na istotny brak dopasowania Modelu 3 w stosunkividdelu 1.
Zadanie: Sformutow& post& hipotezy zerowej moéwcej o nie wysipowaniu braku

dopasowania do danych pomiarowych w Modelu 3 w wosehiu z Modelem 1. Wyznacgy

empiryczny poziom istotrioi dla przeprowadzanego testu tej hipotezy.

D1.13 Analiza regresji Poissona w SAS dla modelupzzesuniciem

Dla skompletowania analizy dla wszystkich modeli zikioru modeli hierarchicznych
rozwazymy jeszcze model tylko z wyrazem wolnym, czyli itak ktorym wystpuje brak

zaleznosci modelowej od zmiennych ol§jaiajacych. Model ten ma posia

Model O: Inr, =a, 1=1,2..,8; j=0,1. (D42)
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D1.13.1 Dane i program SAS dla Modelu 0

Aby przeprowadz analiz z uzyciem procedury GENMOD zostata w danych podanych w

Rozdziale D1.11.1 wprowadzona dodatkowa zmie@ngrzyjmupca zawsze warko zero.

Poniewa w Modelu 0 wysipuje brak zalenosci modelowej od zmiennych oBja@ajacych, w
zwigzku z tym modyfikujemy nagpujaco wierszmodelpolecé w procedurze GENMOD:

modelY = O / covb
lub
modelY = O / pred covb

D1.13.2 Raport SAS dla Modelu 0

Po wczytaniu danych zawartych w Rozdziale D1.11rdzouruchomieniu programu
procedury GENMOD, otrzymujemy possizy raport.

System SAS
The GENMOD Pr ocedure
Informacje o modelu
Zbiér WORK.MODELO
Rozktad Poisson
Funkcja wi azaca Log
Zmienna zale zha Y
Zmienna przesuni ecia In
Liczba obserwacji wczyt anych 16
Liczba obserwacji u zytych 16
Informacje o poziomie klasyfikacji
Klasa Poziomy W arto sci
A 8 1 2345678
Informacije o par ametrach
Parametr Efekt
Prm1 Intercept
Prm2 (0]
Kryteria oceny zgodno sci
St. Warto $¢lst.
Kryterium SW. Warto  $¢ SW.
Dewiancja 15 2790. 3403 186.0227
Skalowana dewia 15 2790.3403 186.0227
Chi-kwadrat Pearso 15 3480.1347 232.0090
Scaled Pearson X2 15 3480.1347 232.0090
Log. wiarogodn 5810.7909

Algorytm osi  agnat zbie znosc¢.
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Analiza ocen pa rametrow

95% granice

St. Bt ad przedziatu ufno 5Ci Chi-
Parametr  sw. Ocena standardowy Walda kwadrat Pr > chi
kw..
Intercept 1 -6.6669 0.0238 -6. 7135 -6.6202 78449.1 <.0001
| 0 0.0000 0.0000 0. 0000  0.0000 .
Skala 0 1.0000 0.0000 1. 0000  1.0000

UWAGA: The scale parameter was held fixed.
D1.13.3 Wynik analizy dla Modelu O

Dewiancja dla Modelu OJnr; =a, wynosi 2790,3403. Jak ma s¢ byto spodziewg,

model posiadagy tylko przesunicie i bez zalenosci od zmiennych objaniajacych wykazuje
7

istotny brak dopasowania w stosunku do Modelint, =a + Zakuk + M, co przejawia
k=1

si¢ gwaltownym wzrostem dewiancji Modelu 0, (D42), tesuinku do dewiancji Modelu 1,

(D17).

Zadanie: Sformutow& post& hipotezy zerowej mowcej o nie wysipowaniu braku
dopasowania do danych pomiarowych w Modelu O wwoahiu z Modelem 1 . Wyznaczy
empiryczny poziom istotrsgi dla przeprowadzanego testu tej hipotezy sprajgdza

powyzszy wynik analizy dla Modelu O.
Zadanie. Pokazd, ze r&nica dewiancji Modelu 0, (D42), oraz Modelu 3, (D4@est

rowniez statystycznie istotna, znajdgj warté¢ odpowiedniego empirycznego poziomu

istotndsci.

D1.14 Podsumowanie analizy regresji doboru modelBoissona

Ponisza Tabela 2 podsumowuje przeprowadzanaliz regresji Poissona dla przyktadu
zaleznosci liczby awarii silnika w klasie modeli hierarchitych z uwzgjdnieniem ,,obszaru”

jako czynnika gtbwnego wptywu, a zmiennej ,wiekk@@azmiennej pobocznej.
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Tabela 2
Tabela ANOVA dla przyktadu awarii silnikaN =16).

: Istotna
Model dlalnr, L'Cbe‘ ) D(B) | d.f. statystycznie
parametrow réznica w D(,B)
Model 0 a 1 2790,34 15
Istotnap =0
Model 3 a+[M 2 2569,77 14 I
Istotnap =0
Model1 | a+> aU,+/AM 9 82 | 7
7 Nieistotna
a+) alU, +LM+ I B
Model 2 ;k‘l o 16 0 0 |vp=032
+> .0 MU,
Model
podstawowy #, 16 0 0

D1.14.1 Wniosek z analizy

Z przeprowadzonej analizy wilaze dane zawiergjwskazanie,ze spdrod rozwaanego
zbioru modeli hierarchicznych nakdoby wybrdg Model 1 jako ten, ktdry nie ma
statystycznie istotnego braku dopasowania do darpamiarowych, a jednocgeie ma
prostsz struktue (9 parametrow) mi model podstawowy lub Model 2 z interakof16

parametrow).
Uwaga Wykroczenie poza klgsmodeli hierarchicznych i potraktowanie ,wieku” fmak

zmiennej typu ceigtego mogtoby doprowadzido wyselekcjonowania modelu z mniejsz
liczbg parametrow m Model 1 [4].
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Uzupetnienie 1: Poleceniagzyka 4GL procedury GENMOD dla

rozwazanego przyktadu

Poniej podane zostaly podstawowe komendy programowsaapch w ¢zyku 4GL dla

celow przeprowadzenia analizy regresji Poissongymv rozwaanego powyej przyktadu

data przyktadwskazuje nazwzbioru z danymi;
inputwskazuje zmienne, ktore mdpy¢ wczytane do modelu;
In wskazuje zewgtrzng zmienr funkcyjmg (tutaj logarytm);
datalineswskazujeze poniej beda sie znajdowaty linie danych;

run wskazuje na koniec linii danych;

proc oznacza poeiek odpowiedniej procedury (w Dodatku: genmod);

modelwskazuje zmienneayte w modelu;

predwskazuje na koniecz&dwyliczenia wartéci prognozowanych;

ref wskazuje referencyjnpopulacg (tzn. linie, w ktérej wszystkie zmienne kierunkowe dla
przyjetego systemu kodowania oraz ich interakcjeamagrtas¢ 0);

covbwskazuje na wyliczenie macierzy kowariancji estyonayv;

corrb wskazuje na wyliczenie macierzy korelacyjnej estyraw;

distinformuje o wyciu okrelonego rozktadu;

link informuje o wyciu wskazanej funkcji linku (w Dodatku: logarytmaite));

offsetwskazuje zmienq) znajdujica sic poza modelem, w ktdrej przechowywana jest funkcja
linkujaca;

run informuje o uruchomieniu procedury lg=j;

quit powoduje wygcie z programu i wiwietlenie wydruku.
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Opis zmiennych wysgpujacych w zbiorze danych w D1.14.1.

Zmienna A jest zmiennjakasciowg z wariantem wieku serwisowanych samochodow;

Y oznacza zmiemn objaniamg ilosci wyskpujacych przypadkow (zmienna o rozktadzie
Poissona);

N oznacza liczebrié badanych populacji;

M jest zmieng kierunkowg wskazujca na obszar;

Ul, U2, U3, U4, U5, U6, U7aszmiennymi kierunkowymi, wskazagymi na odpowiedni
przynalenos¢ do klasy wiekowej;

UliM, U2M, U3M, U4M, US5M, U6M, U7M to interakcje zmnnych kierunkowych ,wiek”
U1, U2, U3, U4, U5, U6, U7 oraz ,obszar” M;

O jest zmiena sztucznie wprowadzandla celu analizy Modelu 0, ktéra nie jest zmignn

objasniajaca.
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Uzupetnienie 2: Bhd statystyczny i statystyka Wald’a

Wiarygodngciowe przedziaty ufnéci wspomniane w Rozdziale W1.2.13 s
uzupetnieniem analizy MNW pozwadaym na szybkie oks&benie niepewnéci oszacowania

skalarnego parametré. Postugiwanie ginimi jest prostrze uisamy funkcja wiarygodndci.
Istotnym pogciem przy ich konstrukcji jest obserwowana inforjaad-ishera iF(é)

wprowadzona w Rozdziale W1.2.1 jako czynnik po m@jestronie wyraenia (W25):

In%z—%iF(@X@—H)Z. (U2.1)

Wyrazenie to jest w przyhtieniu stuszne dleozktadéw regularnychdla ktérych funkcjonuje
przyblizenie kwadratowe dla log ilorazu funkcji wiarygodon Wigcej na temaiF(é) mazna

znalez¢ w [1,6].

W przypadku gdy pierwotna zmienna losowa ma rozktad normalni(8,0° ,) wtedy
zwigzek (W25) staje sidokiladny, a z (W16) wida ze iF(é)zﬁz. Ponadto, dla rozktadu
o

normalnego mezna rozktadem y? dokon& doktadnego wyskalowania ilorazu funkcji

1.2
wiarygodndci, a zatem i warti parametru obetia c = e 2+ | zgodnie z (W22).

Btad standardowy. Obserwowana informacja Fishera definiuje tzZwgd standardowy

estymatoraé jako réwny:

&, =sdé)=iF(g) ™, (U2.2)

ktéry w przypadku rozktadu normalnego wynosi:

6, =0/N . (U2.3)

Jesli przyjaé, ze iloraz wiarygodnéxi jest réwny wartéci granicznej P(y | 6)/ P(y|é) c,
wtedy dla przedziatu wiarygodsd (W24), {6, P(Y |8)/ PV |6)> ¢} otrzymujemy z (W25)
graniczm wartas¢ parametru 8=68++/-2Inc (iF(é))_llz. Std przyblizona post&

przedziatu wiarygodn@i jest nastpujaca (67—\/—2Inc g;, 8++/-2Inc a"é), co w

13 Dla rozktadu normalnego jest to pastioktadna.

65



przypadku rozktadu normalnego daje dokkadpost& (1-a)(100%-wego przedziatu
wiarygodndgci (Cl):

(é_ V_2X12,(l-a) &é ' é+\1_2)(f(1—a) OA'@) (U2.4)

Na przyktad, gdy(l-a) = 095, wtedy 95%-wy doktadny przedziat wiarygodsa wynosi:
6+ /196 6, (U2.5)
W przypadku reguralnym przedziat (U2.4) olteeprzyblizona postdg (1-a)[100%-wego

przedziatu wiarygodriei.

Test Wald’a dla hipotezy zerowej o skalarnym parameze &: Zweryfikujmy hipotez

zerowg H, : 8 =6,wobec hipotezy alternatywnéjl, : 8 # 8,. W celu przeprowadzenia testu

statystycznego wprowachy tzw. statystyk Wald'a.

Statystyka Wald’a ma posté&

: (U2.6)

gdzie warté¢ u zmiennejU jest wyznaczona na podstawie obserwacji i dlamaatgraé

MNW parametrud. Z poréwnania (U2.1) oraz (U2.6), wijae dwa wartdé |U statystyki

U] jest zwhzana z mat wiarygodndcia modelu dlaH,, : 6 = 6.

Przyktad: Niech na podstawie obserwacji waitdu| =3. Zaktadajc regularne¢ modelu,
: : : . . Plylg)_ .
otrzymujemy z (U2.1) oraz (U2.6) i przy wadtd granicznej 5 |é =c ilorazu

y

wiarygodndci, zwigzek pom¢dzy parametrema a wartgcia U:

2

c= exp(—u?) . (u2.7)

2

Dla rozwaanego przyktadu z (U2.7) otrzymujemy= exp(—u?) =3 =exp(45) =0,011

Zatem zgodnie z (W27) wak® empirycznego poziomu istotf@  wynosi

p=P(x?>-2Inc) =P(x{>9)=0,0027. Oznacza toze na kadym poziomie istotnéci
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a = p=00027, np. a = 001, odrzucamy hipotezzerowy H,:8 =6, na rzecz hipotezy

alternatywnej.

W RozdziatachD1.11.3 i D1.11.4zastosowano statystykVald’'a do estymacji i weryfikacji
hipotezy zerowej dotyerej parametrys Modelu 1, (D17).
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Zakonczenie

Przedmiotem Dodatku do Rozdziatu 1 skryptu [1] jest&wiczenie zastosowania metody
najwickszej wiarygodnéci (MNW) w problemach estymacyjnych analizy regréxissona.
Rozwaania zostaty poparte przykladami przeliczonymi zkargystaniem systemu analiz
statystycznych SAS.

Omoéwiono sposéb konstrukcji funkcji wiarygodiao wykorzystywany dla celéw budowy
estymatorow parametrow modelu oraz wynikaj z tej metody procedury wnioskowania
statystycznego. Procedury dla testowania hipoteizonstruowania przedziatow ufém
wykorzystug nie tylko zmaksymalizowane wag® funkcji wiarygodndci, ale réwnie
oszacowane macierze kowariancji wyznaczane w ramsgdrzej rozumianej metody
najwickszej wiarygodnéci odwotupcej sk do tzw. informacji Fishera zawartej w probie.
Teoretyczne podstawy MNW wraz ze znaczeniem infgim&ishera dla (estymacii)
macierzy kowariancji estymatoréw parametrow modelnajdup sie w literaturze
zacytowanej w Dodatku.

W omdwionych przyktadach zmienna losowa ébjana zawsze byta licabzliczen
przypadkow interesggego nas zdarzenia. Dlatego przy spetnieniu warumigdej liczby
defektbw w stosunku do wszystkich obserwacji w razmych podgrupach prébek
pobranych z dwoch poréwnywanych populacji, wykotgy@na posta funkcji
wiarygodngci odwotywata st do zmiennej magej rozktad Poissona. W praktyce, dla
typowego modelu regresji Poissona natuyaimnarg estymowanego efektu jest tempo awarii
(tzn. ryzyko) oraz ryzyko wzgtine, zwjzane z okrdonym, interesuyjcym nas czynnikiem,
ktérego warianty kontrastypadane populacje.

W Dodatku przedstawiono metpdselekcji modelu z wykorzystaniem statystyki
ilorazu wiarygodnéci oraz zastosowanie statystyki dewiancji, ktorst j@dzajem statystyki
ilorazu wiarygodnéci, opisupcej dobré dopasowania badanego modelu wdgim modelu
podstawowego. Poniewa réznica w statystyce dewiancji, otrzymana dla dwdch
poréownywanych modeli, jest rébwna statystce logawytivrazu funkcji wiarygodngi dla
tych modeli, wg¢c testy hipotez o braku dopasowania w modelaeiszgch w hierarchii,
mog by¢ przeprowadzony z wykorzystanienmznicy statystyk dewiancji, ktore pojawiggic
raportach SAS.

Zastosowanie MNW w analizie regresji Poissona macadwe znaczenie ze wedu na
mozliwosé selekcji modelu, ktéry nie tylko ma estymatory ipdgapgce (asymptotycznie)

optymalne witasnei [2], ale jak na to zwr6cono uwagv analizowanych przykladach, nie
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wykazuje rownie statystycznie istotnie gorszego dopasowania dgyaftaempirycznych i

model podstawowy, posiadajprzy tym najmniejsgmazliwg liczbe parametréw.

Typowy model regresji Poissonazyty w przyktadach, wyrza w postaci logarytmicznej
tempo poraki jako liniowa funkcje zbioru czynnikéw. Niemniej estymacja MNW jest
szczegOlnie przydatna w estymacji wspoétczynnikogresji w modelach nieliniowych, takich
jak model regresji logistycznej czy nieliniowy mbdegresji Poissona. Poniewaikiad
rownaa wiarygodndci nie prowadzi wtedy do liniowych réwnaalgebraicznych na
estymatory tych parametrow, dlatego procedury eatyimdla takich modeli wymagaj
programu komputerowego, stogtggo algorytmy z wielokrotnymi iteracjami estymaior
parametréw modelu. Taki pakiet numerycznych procddcdamputerowych jest zawarty w
systemie SAS.

Podstawow procedus SAS stosowanw analizie regresji Poissona w sytuacji, gdy lgtar
ryzyka jest liniovg kombinacy czynnikdw, jest procedura GENMOD. W bardziej
skomplikowanych nieliniowych modelach regresji Roisa, gdy logarytmu ryzyka nie dg si
przedstawd w postaci liniowej kombinacji czynnikow, wdeiwg procedus, ktdéra mozna
wykorzysta jest procedura NLMIXED [4].
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