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Statystyka stanowi zbiér metod, ktore stuzg pozyskiwaniu, prezentacji i analizie danych oraz
otrzymaniu uzytecznych, uogélnionych informacji na temat zjawiska, ktoérego dotycza. Dane sg pozyskiwane
w procesie zwanym badaniem statystycznym poprzez obserwacje statystyczne (bezposrednio poprzez pomiary
lub posrednio, poprzez obliczenia). Program SAS', ktorego funkcjonowanie w analizie statystycznej zostanie
ponizej zaprezentowane, jest jedng z kilku zaawansowanych aplikacji, oferujacg szeroka game narzedzi
analitycznych wykorzystywanych w nastepujacych dziedzinach: w zarzadzaniu (analizy finansowe,
prognozowanie itp.), przemysle (kontrola i zarzadzanie jako$cia, badania rynku, analizy sprzedazy),
bankowosci (analiza kredytowa itp.), ubezpieczeniach (np. badanie rynku), w sektorze publicznym, w nauce
(medycyna, ekonomia, fizyka, informatyka, zarzadzanie i marketing). Jednoczes$nie bardzo obszerna pomoc
(help) SAS’a utatwia skuteczne wykorzystanie narzedzi jego analizy statystycznej, ktore w przejrzystej formie

przeksztatcaja dostepne dane w informacje.

! SAS, Statistical Analyze System (System Analiz Statystycznych).



Czes¢ 1. Analiza klasyczna.

A.  Rozdzial 1. Analiza wspélzaleznosci zmiennych w regresji wielorakiej

Rozdzial 1-1. Cel, istota i przyklady badan.

W analizie regresji [1], [2] badania statystyczne maja w ogdlnosci wyjasniaé¢ zalezno$ci pomiedzy
roznymi cechami badanej populacji. Populacje rozumiemy jako zbiér elementéw posiadajacych pewng stala
ceche, ktora je taczy i wyrdznia sposrod innych zbiorow.

Przyktadami populacji sa nastgpujace zbiory:
1. grupa ludnosci zamieszkujaca pewien okreslony obszar
(np.: Europejczycy, Slazacy, ludno$é miejska)
2. grupa spoteczna (np. studenci, gornicy, lekarze)
3. zbidr podmiotéw gospodarczych (np. spotki wchodzace w sktad WIG 20, sklepy spozywecze,
punkty gastronomiczne)
4. zbidr przedmiotow o podobnej budowie lub wlasciwosciach

(np.: urzadzenia elektroniczne, krysztaty, przewodniki)

Przyktadowymi cechami (okreslajacymi wiasciwosci elementow populacji) pomiedzy ktorymi bedziemy
bada¢ zalezno$ci, a ktére moga by¢ réwniez zalezne od wptywu warunkow zewnetrznych, sa nastepujace

wielkosci, podane kolejno dla powyzszych grup:

Dla grupy 1 i 2: wiek, wzrost, dochdd, stan zdrowia, wyksztalcenie, narazenie na emisje spalin,
narazenie na hatas.

Dla grupy 3: stopy zwrotu, poziom ryzyka, kondycja finansowa, struktura zatrudnienia, dzienne
obroty, ilos¢ klientow, stan prawa podatkowego.

Dla grupy 4: niezawodno$¢, funkcjonalno$é, twardosé, gestos¢, kolor, cigzar, przewodno$¢ whasciwa,

cena.

Jedne z powyzszych, przyktadowych cech (zmiennych losowych) moga pojawia¢ si¢ w analizie jako zmienne
objasniane (odpowiedzi), natomiast inne, jako zmienne objasniajace (czynniki), majace wplyw na
ksztattowanie si¢ rozktadow (warunkowych) cechy objasnianej. Chociaz nie jest to reguta, to niejednokrotnie
zdarza sie, ze badane cechy oddziatuja na siebie wzajemnie. Whasnos¢ ta ma duzy wptyw na interpretacje
zalezno$ci przyczynowo-skutkowej zjawisk 1 jest waznym elementem branym pod uwage przy doborze

zmiennych objasniajacych. Pojecie zmiennej losowej zostato przedstawione w Czgséci IV, Rozdziat 1.



Badanie to inaczej doswiadczenie, za§ zmienne wystgpujace w badaniu sg okreslane jako: zmienna
opisywana (Y — zwana zmienng objasniang, odpowiedzig lub czasami prognoza) i zmienne objasniajace (X —

zwane czynnikami), majace wptyw na zmienng objasnianag Y.

Badania statystyczne dzielimy na [1]:

- Badania doswiadczalne polegajace na tym, ze osoba badajaca wspotzalezno§¢ zmiennych moze
ustala¢ wartosci cech objasniajacych. Badania takie majg szerokie zastosowanie przy wyjasnianiu zjawisk
fizycznych gdzie przeprowadzajacy doswiadczenie moze kontrolowa¢ zmienne (takie jak np. nat¢zenie pradu,
temperatura, ci$nienie).

- Badania quasi-eksperymentalne, w ktorych obiekty badan sg wyznaczone poprzez warunki losowe.

- Badania obserwacyjne sprowadzajgce si¢ do opisu przez badacza zaleznosci powstatych w wyniku
zachodzacych zmian, na ktore nie moze on w zaden sposéb wptywac (nie ma mozliwosci ustalania wartosci
cech). Badania obserwacyjne maja zastosowanie (teoretycznie) w dociekaniu zaleznos$ci powstatych w

spoleczenstwach ludzkich, badz w procesach rynkowych.

Glownymi celami badan statystycznych w analizie regresji sg [1]:

1. Scharakteryzowanie relacji (migedzy innymi jej zasiegu, kierunku i sity).

2. Znalezienie ilosciowej zalezno$ci redukujacej ogélny zwiazek stochastyczny pomigdzy zmienng
objasniang Y, azmiennymi obja$niajacymi X3,Xp, Xs,..., Xy, do zaleznosci funkcyjnej f (Xi,Xy,
Xs,...,Xk) okreSlajacej warto$¢ oczekiwang odpowiedzi Y. Oznacza to okreslenie modelu
matematycznego, ktéry w najbardziej wiarygodny sposéb oddaje zachowanie si¢ odpowiedzi.
Znajomos¢ takiego modelu daje nam mozliwo$¢ predykcji warto$ci odpowiedzi w zaleznosci od
zachowania si¢ innych zmiennych.

3. Okreslenie, ktore ze zmiennych objasniajgcych sa wazne w analizie wspoétzaleznosci 1 uszeregowanie
tych zmiennych ze wzgledu na site¢ wptywu na zmienng objasniana.

4. Znalezienie ilosciowej i/lub jakoS$ciowej relacji pomigdzy odpowiedzig a czynnikami glownymi, gdy
sg one w populacji pod wptywem zmiennych pobocznych (Cy,C,,..., C,) oraz uwzglednienie
zmiennych pobocznych poprzez wzigcie ich pod kontrole.

5. Poréwnywanie roznych modeli dla jednej zmiennej objasnianej, tzn. poréwnanie modeli, ktore
sktadajg si¢ z roznych zestawow zmiennych objasniajgcych.

6. Okreslenie interakcji zmiennych objasniajacych oraz (przy dwukierunkowej zaleznosci) okreslenie
zalezno$ci zmiennych objasniajacych od zmiennej objasnianej.

7. Oszacowanie punktowe wartosci wspotczynnikow regresji (kierunek i sila wspotzaleznosci oraz

istotno$¢ statystyczna parametréw wprowadzonych do modelu).



Oto kilka przyktadow badan:

1)

2)

3)

Okreslenie wzajemnej relacji pomigdzy produkcja przedsigbiorstwa (Y) a nastepujacymi zmiennymi:
X1 — wydajno$¢ pracy , X, — Srodki trwate przedsiebiorstwa, X; — zatrudnienie pracownikow.

Badania epidemiologiczne polegajace na okres§leniu wptywu: nawyku palenia Xj, klasy spolecznej X,,
wieku Cy, wagi C, - na ci$nienie krwi Y.

okreslenie wspolzaleznosci pomigdzy zmienng ,satysfakcja pacjenta z opieki medycznej” Y, a
zmiennymi: ,,relacja emocjonalna pacjenta z lekarzem” X; oraz ,, stopien poinformowania pacjenta

przez lekarza” X,.

W analizie statystycznej badacz powinien ostroznie analizowac otrzymane wyniki, aby unikna¢ bledow

interpretacyjnych, ktére moga wystapi¢ np. na skutek ztej selekcji danych. Uzyskane wyniki powinien

weryfikowac opierajgc si¢ o nastepujace kryteria [1]:

Okreslenie logicznego zwigzku pomigdzy zmiennymi, tzn. sprawdzenie czy uzyskane wyniki nie
koliduja z naturg zjawiska.

Unikanie czasowej dwuznacznosci, czyli sprawdzenie czy przyczyna poprzedza w czasie skutek.
Analize sity zwigzku pomiedzy zmiennymi, a w szczegdlno$ci zwrocenie uwagi na mozliwosé
uzyskania wysokiej warto$ci korelacji miedzy zmiennymi, ktére w rzeczywistosci nie oddziatuja na
siebie.

Sprawdzenie czy otrzymany model jest modelem sprawdzajacym si¢ w rzeczywistosci.

Rozpatrzenie spojnosci wynikow.

Okreslenie zgodnosci wynikow z wiedzg teoretyczng oraz doswiadczalng, tzn. okreslenie praktycznej
i teoretycznej wiarygodnos¢ przyjetych hipotez statystycznych.

Okreslenie specyfikacji zwiazku. Rozpatrzenie mozliwosci otrzymania badanego skutku, jako

przejawu dziatania réznych przyczyn oraz mozliwos$ci wystapienia kilku skutkow jednej przyczyny.

Glownym celem badan statystycznych w analizie regres;ji jest otrzymanie modelu matematycznego, ktory w

jak najlepszy sposob bedzie przedstawial zaleznosci pomigdzy réznymi cechami (zmiennymi). Jednakze

nalezy zdawaé sobie sprawe z tego, ze nie jest mozliwe uzyskanie idealnego modelu, gdyz wigkszo$¢

zaleznosci pomigdzy zmiennymi nie ma charakteru deterministycznego, tylko losowy, co pociaga za soba

uwzglednienie bledow w okresleniu relacji.

Obecny rozdzial jest zwigzany wiasnie z omowieniem metod statystycznych prowadzacych do

wskazania najlepszego modelu regresji, ktory przy niezbyt rozbudowanej strukturze daje rownanie regresji jak

najlepiej opisujgce zaleznosci pomiedzy zmiennymi, tzn.:

1) jak najlepiej dopasowujace si¢ do danych empirycznych, a co jest z tym zwiazane,

2) dajace jak najsolidniejsza predykcje warto$ci zmiennej objasniane;.
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Zostang przedstawione procedury, ktore na okreslonym poziomie istotnosci pozwalaja wypowiedzie¢ si¢ na
temat dobroci wspomnianego dopasowania.

Przyktady przedstawione w opracowaniu zostang przeanalizowane z wykorzystaniem pakietu statystycznego
SAS [3].

A. Rozdzial 2. Klasyfikacja zmiennych i wybor analizy.

Rozdzial 2-1. Klasyfikacja zmiennych.

Do analizy wspoélzaleznosci statystycy postuguja si¢ zmiennymi, ktére nalezy umie¢ poprawnie
sklasyfikowa¢. Klasyfikacja zmiennych wigze si¢ z wyborem analizy, dlatego tez nalezy polozy¢ duzy nacisk

na wlasciwg ocen¢ zmiennych.

Podziat zmiennych losowych [1]:
1. ze wzgledu na charakter przyjmowanych wartosci dystrybuanty:
- zmienne typu dyskretnego,
- zmienne typu ciagltego,
Czasami zmienne typu dyskretnego moga by¢ traktowane jako ciagte, a zmienne typu cigglego, pogrupowane
w pewne kategorie, mogg by¢ traktowane jak dyskretne.
2. ze wzgledu na kierunek w opisie zalezno$ci:
- zmienna opisujgca (objasniajgca, czynnik),
- zmienna opisywana (objasniana, odpowiedz),
3. ze wzgledu na doktadnos$¢ pomiarowg zmienne;:
- zmienna jako$ciowa (nominalna, symboliczna, kategoryczna),
- zmienna porzadkowa,

- zmienna przedzialowa (grupowa, ilosciowa).

Warto$¢ przypisana zmiennej nominalnej (grupujacej wyniki w odpowiednie kategorie) wskazuje rdzne
kategorie, np. zmienna dotyczaca pici przyporzadkowuje wartos¢ 0 dla ptci meskiej, a wartos¢ 1 dla plci zenskie;j.
Wyzszy poziom miary posiada zmienna porzgdkowa, bo oprocz grupowania wynikow w kategorie moze je
porzadkowac.

Zmienna przedziatlowa, oprocz posiadania wlasnosci poprzednich zmiennych, nadaje sens mierze odstgpu
migdzy kategoriami. Musi by¢ ona wyrazona w pewnych standardowych pojeciach i posiada rozne skale,

wedtug ktorych tworzy si¢ przedziaty wartosci, jakie dana zmienna przyjmuje.
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Tabela 2-1.1. Podziat zmiennych jako$ciowych, porzadkowych i przedzialowych na zmienne ciggte i dyskretne.

Zmienne ciagle dyskretne

Jako$ciowe - X
Porzadkowe X X
Przedziatowe X X

Rozdzial 2-2. Kryteria wyboru metody analizy.

Wybér analizy jest jedng z najwazniejszych czegsci badania statystycznego, gdyz od niego zalezy

poprawnos¢ analizy. Przy wyborze analizy nalezy bra¢ pod uwage nastgpujace kryteria [1]:

1. Cel badania.

Matematyczne wtasno$ci zmiennych.

2
3. Statystyczne zatozenia dotyczace zmiennych.
4

Sposob uzyskania danych do analizy.

Przy wyborze metody analizy wspotzaleznosci zmiennych przydatna moze okaza¢ si¢ ponizsza Tabela

pokazujaca mozliwe metody analizy zalezno$ci pomigdzy zmiennymi.

Tabela 2-2.2. Wybor metody analizy wspotzaleznosei wielu zmiennych [1].

Metoda Zmienna Zmienna(e) objasniajaca(e) | Ogolne przeznaczenie
analizy objasniana
Analiza ciggla Zmienne ciagte, ale dopuszcza | do opisu zasiegu, kierunku i sity relacji miedzy
regresja si¢ takze dyskretne. kilkoma zmiennymi objasniajgcymi i ciggla zmienng
wieloraka objasniana.
Analiza ciagla zmienne jakosciowe. do opisu relacji migdzy ciagla zmienng objasniana
wariancji i zmiennymi objasniajacymi jako$ciowymi.
Analiza ciggta Kombinacje zmiennych do opisu relacji miedzy ciggla zmienng objasniang i
kowariancji jakosciowych i zmiennych zmiennymi objasniajagcymi symbolicznymi, majac pod
ciagtych (zmienne ciagle jako | kontrola ciagte zmienne objasniajace.
zmienne kontrolowane).
Analiza dyskretna kombinacje roznych typow do badania zalezno$ci pomiedzy ré6znymi zmiennymi,
metoda zmiennych objasniajacych. a tempem zmian jakiego$ zjawiska.
regresji
Poissona
Analiza dwuwartosciowa | kombinacje réznych typow do badania zalezno$ci pomiedzy zmienng objasniang
metoda zmiennych objasniajacych. przyjmujaca tylko dwie mozliwe warto$ci, a innymi
regresji zmiennymi réznych typow.

logistycznej
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Rozdzial 2-3. Wybér postaci réwnania regresji.

Przypusémy, ze posiadamy po n -pomiaréw dwoch cech w populacji, cechy Y oraz cechy X. Celem
jest oszacowanie zalezno$ci zmiennej objasnianej Y od zmiennej objasniajacej X. Dla poszczegdlnych
jednostek w probce mozna zapisa¢ wyniki pomiaro6w zmiennych X i Y w postaci pary liczb (X, Yi) = (X, Vi),
gdzie i numeruje jednostki w probce. Tak okre§lone pary liczb mozemy nanie$¢ na uktad wspotrzednych o
osiach X i Y, uzyskamy w ten sposob tzw. diagram punktowy (wykres rozproszenia). Nastepnie, nalezy
wybra¢ najodpowiedniejszy model regresji [2], [1], [4] dla zalezno$ci opisujgacej zmiang wartoSci oczekiwane;j
odpowiedzi Y wraz ze zmiang wariantu czynnika X, czyli poda¢ posta¢ funkcji matematycznej, ktora najlepiej
»pasuje do zredukowanego” obrazu diagramu punktowego (stad nazwa ,funkcja regresji”). Najczgsciej

stosowane funkcje regresji maja postac [1], [4]:

- funkcja liniowa f (x) =a x+Db,
- funkcja wielomianowa, najczesciej kwadratowa f (X) =a x* +b x+c,
- funkcja logarytmiczna f (x) =In(x), (2-3.1)

- funkcja eksponencialna f (x) =e ™,

- funkcja logistyczna f(x)= ! :
1+e™*
A. Rozdzial 3. Analiza regresji wielorakiej i wlasciwosci macierzy korelacyjnej.

Analiza regresji wielorakiej jest rozszerzeniem prostoliniowej metody analizy regresji z jedng
zmienng objasniajacg [2] do analizy regresji, w ktorej wystepuje wigeksza liczba zmiennych objasniajacych.
Kroétkie omowienie regresji z jednym czynnikiem zostalo podane w Rozdziale 4. Peniejsze omdwienie

modelu regresji klasycznej mozna znalez¢ w Rozdziale 11.

Analiza regresji wielorakiej jest trudniejsza od analizy regresji liniowej z jednym czynnikiem z nastepujacych
powodow [1]:
1. trudno wybra¢ najlepszy model, gdy wystepuje kilka mozliwych czynnikow,
2. trudniejsze jest wyobrazenie sobie wybranego modelu, co wynika zniemozliwo$ci narysowania
wigcej niz trojwymiarowego zbioru danych,
3. interpretacja wynikoéw jest trudniejsza ze wzgledu na trudnosci w wyjasnieniu znaczenia najlepiej
dopasowanego modelu,
4. obliczenia wymagaja uzycia szybkich komputerow, aby sprawnie wyliczy¢ korelacje pomiedzy
zmiennymi.
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Rozdzial 3-1. Model regresji wielorakiej.

W przypadku regresji wielorakiej nalezy uogélni¢ model regres;ji liniowej z jedng zmienng objasniajaca [2]

na przypadek wigkszej liczby zmiennych objasniajacych:

Y =60+ X1+ X5 +..+ B X +E, (3-1.2)
gdzie: po, f1, ..., Px to wspodtczynniki regresji (parametry strukturalne) rownania modelu w populacji, X,
X2,..., X« s3 zmiennymi objasniajacymi lub funkcjami zmiennych objasniajacych, E jest skladnikiem
losowym.

Graficzna interpretacja regresji wielorakiej.

W przypadku badania wspotzaleznosci pomigdzy dwoma zmiennymi (jedng zmienng obja$niajgca i jedna
objasniang) w graficznej interpretacji otrzymali$my lini¢ na dwuwymiarowym wykresie. W przypadku wielu
zmiennych objasniajacych liczba wymiaréw wynosi k +1, gdzie k jest liczbg tych zmiennych. W przypadku,
gdy mamy tylko dwie zmienne objasniajace otrzymujemy wykres trojwymiarowy, na ktorym model regres;ji
bedzie ilustrowany plaszczyzng. W przypadku wigkszej liczby zmiennych objasniajacych ilustracja graficzna
zaleznosci staje si¢ niemozliwa. Dla liczby zmiennych objasniajacych k > 2 przeprowadza si¢ rowniez
badanie korelacji migdzy wszystkimi kombinacjami par zmiennych (np. dla zestawu zmiennych Y, X, X,, X3
tworzymy nastepujace kombinacje: (Y, Xy), (Y, X2), (Y, X3), (X1, X2), (X1, X3), (X2, X3)).

Zawsze jednak rownanie regresji nalezy rozumie¢ jako zwigzek podajacy zalezno$¢ wartosci oczekiwanej
(Czes¢ 1V, Rozdzial 1) warunkowej? E(Y | X, X,...,X, ) zmiennej objasnianej Y od kazdej specyficznej
kombinacji zmiennych objasniajacych. Np. dla kazdej pary wartosci zmiennych X; i X, mamy okreslony

rozktad zmiennej Y z okre$long warto$cig oczekiwang warunkowag tyx,x, = E(Y [ Xy, X,)oraz wariancja

warunkowa O-\%IXUXZ EE((Y—,qu(l’XZ)2 | X1:X2)- Dlatego dla odpowiedzi Y i dwu czynnikow X;, Xy,

roOwnanie regresji jest reprezentowane graficznie przez powierzchni¢ zalezno$ci warto$ci oczekiwanych

warunkowych zmiennej Y od tych czynnikow.

Funkcja regresji ,,Pierwszego rodzaju”. Niech cigg wartosci X1, Xo,..., X jest realizacjg zmiennych

objasniajacych Xi, Xa,..., Xi . Warunkowa warto$¢ oczekiwana E(Y | Xy, X,,...,X, ), traktowana jako funkcja

wartosci Xq, Xp,..., Xk czynnikow Xi, Xo,..., Xy, jest nazywana funkcja regresji (Pierwszego rodzaju).

Zadanie. Niech uy =E(X) i uy =E(Y) oraz oy =0o(X) i oy =o(Y)sa, kolejno, ogdlna wartoscia

oczekiwang oraz odchyleniem standardowym zmiennej Y i X oraz niech p= pyy, jest wspotczynnikiem

Z (lub $redniej warunkowej teoretycznej w probie)
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korelacji liniowej Pearsona zmiennych X i Y (okreslonym w Rozdziale 3-2 oraz 11-2-1) [2]. Pokazaé, ze gdy

rozktad dwuwymiarowy (X, Y) jest normalny (Czgs¢ IV, Rozdziat 2), wtedy E(Y | x) jest funkcjg liniowa X:

O
tvix =EY [X)= sty +pG—Y(X—ux ), (3-1.3)
X

natomiast wariancja warunkowa wynosi:

0'3|X = ol (1—,02) , (3-1.4)

co oznacza, ze jest ona taka sama (jednorodna) dla wszystkich wariantbw X zmiennej X. Parametr

o¢ = E((Y — 1ty )? ) jest (ogblng) wariancjg zmiennej losowej Y [2].

Whniosek. W analizie regresji zmiennej Y wzglgdem X, w przypadku gdy rozktad dwuwymiarowy (X, Y) jest

normalny, funkcja regresji E(Y | x) jest liniowa, a przed przystapieniem do analizy nalezy przeprowadzi¢ test

jednorodnosci wariancji.

Zalozenia klasycznego modelu regresji wielorakiej (KMRW) dla metody najmniejszych kwadratéw
(MNK) [1]:

1.

Istnienie: Dla kazdej kombinacji wartosci zmiennych objasniajacych
X1, X,..., X¢, zmienna objasniana Y jest (jednoznaczng) zmienng losowg z okreslonym rozktadem
prawdopodobienstwa posiadajagcym skonczong wartos¢ oczekiwang i wariancje.

Kontrolowanie wartosci czynnikéw: Tak jak w typowym klasycznym modelu regresji liniowej [2],
zmienng losowg jest zmienna Y, podczas gdy zmienne Xi,Xs,..., Xk sa zmiennymi (nieclosowymi)
kontrolowanymi.

Liniowo$¢ regresji: Warunkowa warto$¢ oczekiwana E(Y | Xy, X,,...,X,)zmiennej Y dla kazdej

okreslonej kombinacji zmiennych objasniajacych Xy, Xa,..., Xi jest liniowa funkcjg tych zmiennych:

XXX, = E(Y | Xy, Xg,00 Xy ) = Bo + B Xy + o X+t B Xy (3-1.5)

lub:
Y=L+ X+ L, X+ + [ X +E, (3-1.6)
gdzie E jest sktadnikiem losowym® bedacym odzwierciedleniem réznic miedzy realizacjami

empirycznymi zmiennej Y, a wartosciami teoretycznymi srednich Hyix, X, % zmiennej Y. Réwnanie
1182 Nk

regresji (3-1.5) opisuje tzw. powierzchni¢ regresji. Stale fo,f1,....,0k sa nieznanymi parametrami
populacji, natomiast sktadnik losowy E jest zmienna losowg nieobserwowang bezposrednio.

Konsekwencja zastosowania MNK dla modelu regresji w populacji jest zerowanie si¢ wartosci

oczekiwanej sktadnika losowego E(E| Xy, X5,...,X)=0, co miato swoj wyraz w (3-1.5).

® W skrypcie oznaczamy skladnik losowy litera E (za angielskim: error). Chociaz oznaczenie to pokrywa sie z symbolem
E wartosci oczekiwanej, to biorgc pod uwage kontekst, nie powinno to prowadzi¢ do nieporozumien.
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4. Niezalezno$¢: Obserwacje zmiennej objasnianej Y sg od siebie niezalezne, tzn. poszczegdlne
obserwacje zmiennej Y nie zaleza od wartosci otrzymanych wczesniej. Wtedy, gdy kilka obserwacji
zmiennej Y jest dokonanych na tej samej jednostce zbiorowosci [1], zatoZenie to jest na ogot
naruszone.

5. Stalo$¢ rozproszenia (homoscedastycznosc): Wariancja (warunkowa) zmiennej Y dla dowolnej
ustalonej kombinacji zmiennych X, X,,..., Xk jest taka sama (jednorodna) dla wszystkich rozktadow
warunkowych, tzn.:

0'3|x1,x2,...,xk =Var(Y | Xy, Xz,... Xg) = 0f (3-1.7)
lub:
Gé|x1,x2,...,xk EUE : (3-1.8)

6. Normalno$¢: Dla dowolnej ustalonej liniowej kombinacji zmiennych Xy, X,,..., Xy, zmienna Y ma

rozktad normalny, tzn.
Y ~N(”Y|x1,x2,...,xk ,GE) (3-1.9)
lub rownowaznie (dla regresji liniowe;j):
E~N(O, o2) . (3-1.10)
Dla modelu regresji (wielorakiej) zafozenie normalnosci nie jest konieczne dla wyznaczenia

punktowych oszacowan metody najmniejszych kwadratow (MNK) parametréw modelu regresji, ale na ogot

jest wymagane ono do wnioskowania. Wyrazne odejécie od rozktadu normalnego daje btedne wyniki. Gdy

zalozenie o normalnosci jest stabo spetnione, nalezy poszukaé transformacji zmiennej Y (typu: logy, JY ),
ktéra w przyblizeniu posiada rozktad normalny. Zatozenie o normalnosci rozktadu jest istotne dla estymaciji i
wnioskowania, co jest spowodowane postugiwaniem sie rozktadem t-Studenta i F-Snedecora. Tylko gdy
rozktady warunkowe sg normalne, MNK nabiera charakteru probabilistycznego, stajac si¢ szczegdlnym
przypadkiem metody najwigkszej wiarygodnosci (MNW) [5].

Macierzowe ujecie klasycznego liniowego modelu regresji wraz z wyprowadzeniami wynikajacymi z
zastosowania MNK, zostato przedstawione w Rozdziale 11. W Rozdziatach od 10 do 15 przedstawiono
analize wlasnosci reszt klasycznego modelu regresji oraz zaprezentowano dziatanie testow niezaleznosci reszt
i ich normalno$ci. Oméwienie testu Goldfelda - Quandt’a jednorodnosci reszt modelu regresji mozna znalez¢
w [4]. W Rozdziale 16 omoéwiono test Bartlett’a jednorodnosci reszt. Rozwazania do Rozdziat 8, zawieraja

gléwnie omowienie podstawowych metod dla selekcji klasycznego modelu regresji.
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Rozdzial 3-2. Macierz korelacyjna, wspélczynnik Kkorelacji zupelnej i wspolczynniki korelacji

czastkowej.

Wspoétczynnik korelacji liniowej Pearsona (zupelnej, calkowitej) pomigdzy zmiennymi X, X; jest
zdefiniowany w populacji nastepujaco [2]:
cov(X;, X J-)

| (3-2.11)
a(X;) o(X )

PEPxX, =
gdzie o(Xj) oraz o(X;) sa odchyleniami standardowymi zmiennych X; oraz X; w populacji, a
cov(X;, X ;)= E((X; —E(X;)(X; —~E(X ;))) jest ich kowariancja.

Niech C jest macierzg korelacji [2] dla uktadu zmiennych Y, Xy, X,,..., X,

1 Prx, Pyx, 0 Pyx,
Pxy 1 Pxix, 7 P,
C=|Pxy Pxyx 1 TP, (3-2.12)
_kav Px.x,  Pxx, 1 |

gdzie pyy = Py jest wspotczynnikiem korelacji liniowej Pearsona, pomigdzy zmienng Y, a zmienng X;,
I I
natomiast Pxx. = Px.x, jest wspotczynnikiem korelacji liniowej Pearsona pomigdzy zmiennymi X;, X;,
1 1

(i,j=1,2,..., k). Z postaci (3-2.11) wynika, ze macierz korelacji jest symetryczna.

Uwaga. Nieco wiecej informacji dotyczacych wiasnosci estymatora (empirycznego) wspotezynnika korelacji
liniowej Pearsona R=p, (11-2-1.54), parametru p, w tym dotyczacych jego rozktadu, mozna znalez¢é w

Rozdziale 11-2-1. Zaréwno warto$¢ parametru p jak i wartos¢ w prébece r estymatora R jest liczba

bezwymiarowa z przedzialu <—1, +1> .

Rozdzial 3-2-1. Wspélezynnik korelacji czastkowej.

Wspotczynnik Pearsona okresla liniowa zalezno$¢ pomiedzy zmiennymi X, X;, ale zalezno$¢ ta
zawiera w sobie rowniez posredni wptyw pozostatych zmiennych. W celu analizy wspolzalezno$ci pomiedzy,
powiedzmy, zmiennymi Y i X, przy wylaczonym® (zatem kontrolowanym®) wptywie zmiennych Xy, X,,...,

Xi1, Xi+t,..., Xk, Oblicza sie wspotczynnik korelacji czastkowej [2]:

* Wytaczony jest wptyw czynnikow Xi, Xa,..., Xi-1, Xis1,- .., Xk, Z Korelacji zmiennych Y i X; .
® Po wprowadzeniu zmiennej do analizy, kontrolowane sg jej wartosci.
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~Cyx.
S - (3-2-1.13)

PYXGIX X g X g X1 X cd cd ’
v Cx.x,

gdzie C;ixj jest dopetnieniem algebraicznym elementu Pxix, wyznacznika detC.

Rzedem wspodiczynnika korelacji czastkowej nazywamy liczbe zmiennych pod kontrolg. Np. wspotczynniki

zerowego rzedu to Pxx; » wspotczynniki pierwszego rzedu to P 1%, wspotczynniki drugiego rzedu to
Px, XXX, Oznaczajgc, dla jasnosci zapisu, zmienne kontrolowane nastgpujaco X;=Z;, X,=Z,, itd.,

a interesujacy nas czynnik X;=X, mozemy wspotczynnik korelacji czastkowej odpowiedzi Y i wybranego
czynnika X, zapisa¢ nastepujaco:

Pyx(z,2,..2, (3-2-1.14)
gdzie | jest liczba zmiennych kontrolowanych (I = k — 1).
Wspolczynniki korelacji czastkowej pomigdzy wyrdéznionymi zmiennymi (ktore sg po lewej stronie kreski | w

indeksie p, ) okreSlajg zaleznos¢ pomigdzy dwiema zmiennymi przy wylgczeniu dziatania zmiennych
kontrolowanych (ktére sa po prawej stronie kreski | w indeksie p,). Zatem wspotczynniki korelacji

czastkowe] moga przedstawia¢ faktyczng zalezno$¢ migdzy badanymi zmiennymi, czego nie mozna
powiedzie¢ o wspotczynnikach korelacji zupelnej. Czasami réznice pomigdzy tymi wspolczynnikami sg na
tyle duze, ze zastosowanie tylko wspolczynnikow korelacji zupetnej mogloby prowadzi¢ do znaczacych

btedow w analizie wspolzaleznosci.

Uwaga: Jesli liczba | zmiennych kontrolowanych jest mniejsza niz k-1, wtedy rowniez mozna skorzystaé z
zaleznosci (3-2-1.13), jednakze nalezy to uczyni¢ dopiero po wczesniejszym skre§leniu z macierzy C (3-2.12)

odpowiednich wierszy i kolumn dla zmiennych, ktére nie sa brane pod uwage jako kontrolowane.

Zachodzi wazne twierdzenie zgodnie, z ktorym [1], [6]:
Pxv2,2,.2) = PX—tixizzy. 20 Y~tizzgnz, (3-2-1.15)

Mowi ono o tym, ze czastkowy wspotczynnik korelacji dla zmiennych X i Y, przy kontrolowanym wptywie
grupy zmiennych Z; Z,, ..., Z; (I = n- 1), jest rowny wspotczynnikowi korelacji zupeinej pomiedzy resztami
pozostatymi z dopasowania zmiennej X do grupy zmiennych Z; Z,, ..., Z;, a resztami pozostatymi z
dopasowania zmiennej Y do grupy zmiennych Z; Z,, ..., Z. Twierdzenie to dobrze ilustruje nazywanie
zmiennych, dla ktorych liczymy korelacje jako dostrojonych (dopasowanych rownaniem regresji) do

zmiennych kontrolowanych.
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Ze zwigzku (3-2-1.13) mozna otrzymaé np. nastepujace wzory na wspotczynnik korelacji czgstkowej:

a) dlatrzech zmiennych (X, Y, Z) [2] (pokazaé):

Pyxz = e :pvszzz (3-2-1.16)
\/(1_,0Yz)(1_ Pxz)
b) dla czterech zmiennych (X, Y, Z1, Z,) [2]:
Poxize, Pyxiz, — Pvz,12,Pxz,\z, (3-2-1.17)

Ja- 0520 P 1)

Zatem wspotczynniki korelacji wyzszego rzedu mozna otrzymaé ze wspoOlczynnikow korelacji nizszego

rzedu.
Rozdzial 3-2-2. Pélczastkowe wspoltczynniki korelacji czastkowej.

Wspoltczynniki korelacji czastkowej nazywane sg rowniez ,,pelnymi wspotczynnikami korelacji
czastkowej”. Nazwa ta jest zwigzana z tym, ze obie zmienne, dla ktorych oblicza si¢ korelacje sa dopasowane
do zmiennych kontrolowanych, w odroznieniu od tzw. potczastkowych wspotczynnikdéw korelacji czastkowe;.

Potczastkowe wspdtczynniki korelacji czastkowej sa to wspodtczynniki, w ktorych tylko jedna
zmienna z dwoch zmiennych (dla ktorych oblicza sie korelacje) jest dostrojona do zmiennych
kontrolowanych.

Poétczastkowy wspotczynnik korelacji czastkowej pomigdzy zmiennymi Y i X, gdy tylko zmienna X zostata

dopasowana do zmiennej Z, definiujemy nastepujaco [1]:
Py (xiz) = PY, X—paz (3-2-2.18)
co jest rownowazne zaleznosci [1]:

—Pup
Py = % . (3-2-2.19)
T Fxz

Analogicznie mozna zapisaé¢ potczastkowy wspotczynnik korelacji czastkowej pomigdzy zmiennymi X i Y,

gdy tylko zmienna Y jest dopasowana do zmiennej Z:

_ Px = PxzPvz (3-2-2.20)

Pxiz)y = PxY-m, = >
1=y,

Rozdzial 3-2-3. Wspétcezynnik korelacji wielorakiej (wielokrotnej, wielowymiarowej).

Wspotczynnik korelacji wielorakiej okresla wspotzaleznos¢ pomiedzy zmienng X;, a kompletem
pozostatych zmiennych. Istnieje nastgpujacy zwigzek pomiedzy wspotczynnikiem korelacji wielorakiej,

a wszystkimi wspotczynnikami korelacji czastkowej [2].

19



/Oxi|x1><2...><i_1xi+1...xk =

2
).~ Pxixk|x1x2...x. X. xk_l)

i-17+1
(3-2-3.21)

Wspdtczynnik korelacji wielorakiej jest zawsze dodatni. Wyraza on $cisto$¢ zwiazku pomiedzy interesujaca

= \/1—(1—/0>2<ix1 )(1—P32<ix2|x1)"'(1—P>2<ix._l|xlx2...x. )(1—/7>2<ix

i i-2 X;

i+1l%1 %X

nas zmienng, a catoksztaltem innych uwzglednionych zmiennych. Z powyzszej postaci PX Xy Xy XX Xy
1 =11+

wida¢ jednokrotne branie pod uwage wptywu kazdej ze zmiennych X1 Xo,m Xi_1, X 2 Xps na

i+1

wybrang zmienng Xi . Jesli jest on bliski 1, to zmienno$¢ zmiennych Xl' X2,...,Xi _1/ X "Xk okresla

i+1
prawie catkowicie zmienno$¢ wybranej zmiennej X, a wpltyw innych zmiennych jest bez wigkszego
znaczenia. Jezeli natomiast jest on daleki od jednosci, to oznacza to, zZe istnieje jeszcze wpltyw innych
zmiennych, ktorych nie wzigli§my pod uwage.

Przez Rx.|x1x2 Xi_ X X, bedziemy oznaczali estymator wspolczynnika korelacji  wielorakiej
I -1 1+

X - Natomiast  przez PX X X g X X X bedziemy  oznaczali =~ warto$¢

PXIX K X X g0 Xy Xi X1

Ry 1%, X X;_ X .. X, PIZYigta W probee.

W dalszej czgéci rozwazan zwrdcimy uwage na znaczenie w analizie regresji zar6wno wspolczynnika

korelacji wielorakiej Rx.|x1x2..x
1

1 x. » gdzie wszystkie zmienne s3 czynnikami wprowadzonymi do
X

XX
modelu regresji, oraz na znaczenie wspolczynnika korelacji wielorakiej Ry, XX XX, zmiennej objas$nianej
1

Y z tymi czynnikami.
Rozdzial 3-3. Wyznaczanie najlepszych estymatorow réwnania regresji wielorakiej w MNK.

Sednem MNK jest wyznaczenie oszacowan parametrow modelu regresji, dla ktorych suma
kwadratow roznic miedzy warto$ciami empirycznymi Yj, a warto$ciami wyznaczonymi przez model Y; jest

minimalna. W klasycznej metodzie najmniejszy kwadratoéw (KMNK), i stad w klasycznym modelu regres;ji,
czynniki nie sq zmiennymi losowymi.
Rozdzial 3-3-1. Réwnanie regresji wielorakiej i metoda najmniejszych kwadratow.

Posta¢ modelu regresji (3-1.2) (zaproponowana) w populacji, a przeniesiona na probe, jest
nastgpujaca:
Y =By + X+ Bo Xy oot i X +E . (3-3-1.22)
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Dla i-tego pomiaru w prébie, zapisujemy ten model nastepujaco:

Yi Zﬁo +,élei+ﬁ2X2i+...+ﬁkai+éi , i:]., 2,...,n, (3'3'123)
gdzie éi jest tzw. sktadnikiem resztowym.

Zatem rownanie regresji 1I-go rodzaju, okres$lajace postal teoretycznych Srednich warunkowych Y w probie,
ma postac:

Y =Byt BXy o+ B X (3-3-1.24)
co dla i-tego pomiaru w probie, mozna zapisac¢ nastepujaco:

Yi = Bo +BiXy + o X+t B Xpi » 1=1,2,,0. (3-3-1.25)
Z KMNK (w ktorej jak wiemy czynniki nie sa losowe) wynika réwniez, ze punkt (X,Y) réwniez spetnia

rOwnanie regresji:

Y =By + BiXy+ o Xy .t B X (3-3-1.26)
gdzie:
— 10
Xs==2 Xsi, $s=1,2,..k (3-3-1.27)
Ni=1

s $rednimi arytmetycznymi (nielosowych) czynnikéw, kolejno Xi, Xo,..., Xk, Oraz

M=

Y=Y, . (3-3-1.28)

S|k

1

jest $rednig arytmetyczng zmiennychY; .
Jesli oszacowujemy parametry fSo,f1,...,fx Przy pomocy estymatorow :Bo , ,@1,..., ﬁAk , wtedy dla i-tej
obserwacji w probie, wlasciwym oszacowaniem sktadnika losowego E; W (3-1.2) jest sktadnik resztowy:

E =Y, =Y, =Y, — (B, + B Xy + -+ BY,). i=12,..n , (3-3-1.29)
gdzie Y; jest zmienng losowa obserwowang dla i-tego pomiaru w probie.

Aby wyznaczy¢ postacie estymatorow Sy, B, ..., B nalezy znalez¢é minimum sumy kwadratow:

SSE=YE* = X0 -Yi)* = X% —fo — A Xai = Fo Xai == B Xii)” (3-3-1.30)
i=1 i=1 i=1

dla odchylek Y, —YAi (tzw. reszt lub ,bledow”) wartosci empirycznych Y, od teoretycznych $rednich
warunkowych \fi [1].

Rownanie regresji wyznaczone w klasycznej metodzie najmniejszych kwadratow (KMNK) daje

teoretyczne $rednie warunkowe:

\ :B0+ﬂA1X1+'“+ﬂAka ) (3-3-1.31)

Py

bedace liniowa kombinacjg czynnikow Xi, Xo,..., Xk, W taki sposob, ze Y majg mozliwie jak najwigksza

korelacje ze zmienng objasniang Y. Inaczej moéwigc kombinacja :éo + ,élxl +eoet ,ék X, ma z wszystkich
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mozliwych liniowych kombinacji ao + a;X; + aX; + ... + aXyx zmiennych objasniajgcych, maksymalng

warto$¢ Ly wspotczynnika  korelacji  wielorakiej  (wielokrotnego  wspotczynnika  korelacji)

RYIX, X, =Ryy s (3-2-3.21):
(Y =YY =)
i =T — (3-3-1.32)
20 Y
i=1

zmiennej objasnianej Y z kompletem czynnikow Xi, X,,..., Xk , gdzie \fi to przewidywana modelem regresji

warto$¢ zmiennej Y, a Y jest §rednig zmiennych YAi [1].

Estymatory poszczegolnych parametrow strukturalnych w KMNK sg nieobcigzone [2] oraz sg liniowe
ze wzgledu na wartosci zmiennych Y;, przy czym zgodnie z twierdzeniem Gaussa-Markowa posiadajg one, w

klasie tych estymatorow, najmniejszg mozliwg wariancje, tzn. sg estymatorami efektywnymi [7], [2].
Poniewaz kazdy estymator ﬂAl, ﬁAz,---, ﬁk jest liniowa funkcjg wartoSci zmiennych Y;, zatem gdy Y; maja
rozktad normalny i sg statystycznie niezalezne, to na podstawie twierdzenia o addytywnosci rozktadu

normalnego [2], estymatory [5’1 , ,32 S [S'k majg rowniez rozktad normalny.

Zadanie: Pokazaé, 7e Y =Y . (3-3-1.33)

Rozdzial 3-3-2. Wspélczynnik determinacji jako miara dopasowania modelu do danych empirycznych.

Nietrudno pokaza¢, ze w MNK zachodzi nastgpujace, fundamentalne réwnanie rozktadu catkowitej sumy

kwadratow:
SSY =SSR+ SSE. (3-3-2.34)
W réwnaniu tym SSY :
n _
SSY = (Y, -VY)? (3-3-2.35)

i=1
jest catkowitg (ogolng) suma kwadratow, okreslajaca ogdlng zmienno$¢ zmiennej objasniane;.
SSE (suma kwadratow reszt, btedow) jest zminimalizowang sumg kwadratéw reszt (3-2-1.9) dla badanego
modelu:

n .

SSE=Y(Y; -Y;)? (3-3-2.36)

i=1

natomiast SSR:

SSR= i(\?i -Y)? (3-3-2.37)
i=1

22



jest sumg kwadratow modelu regresji, okre$lajaca zmienno$¢ zmiennej objasnianej wyjasniong funkcja

regresji.

Liczba stopni swobody dla sum kwadratéw SS.
Liczba niezaleznych zmiennych, niezb¢dna do wyznaczenia powyzszych sum kwadratow SS, czyli ich

liczba stopni swobody (l.st.sw. lub df od ‘degrees of freedom’), jest nastepujaca.

a) Ze wzgledu na jedno ograniczenie na zmienneY; , plynace z postaci wigzacej je Sredniej arytmetycznej
s 13 n v \2 .
Y ==>Y;,sumaSSY =%, (Y; =Y)" ma:

Ni=z

dfssy = n-1. (dfssy) (3-3-2.38)
b)  Suma SSR=37,(Y; -Y)* ma:

dfssr = k. (dfssr) (3-3-2.39)
Stwierdzenie to wynika z tego, ze w KMNK dla okreslenia SSR wystarczy k informacji na temat
estymatorow [Afl, /;’2,..., ,l;’k wspotczynnikéw kierunkowych uzyskanych z proby dfssy [2]. Latwo sprawdzié
powyzsze stwierdzenie, gdyz wykorzystujac (3-3-1.25) oraz (3-3-1.26) w SSR, widzimy, ze SSR zalezy
jedynie od k estymatorow ﬁAl, ﬁAz,..., /§k , ktorych wartosci trzeba okresli¢ z proby.
C) Rownanie (3-3-2.34), SSY =SSR+SSE, wymusza aby liczba niezaleznych zmiennych niezbedna do
wyznaczenia wystepujacych w nim sum kwadratow SS, byla rdéwna po jego prawej i lewej stronie. Dlatego
réwnanie to pocigga za sobg rownanie dla liczby stopni swobody (df):

dfssy = dfssr + dfsse, (3-3-2.40)
to znaczy:

n-1= k + dfse ,
skad wynika, ze SSE = i(vi ~Y,)% ma:

i=1

deSE = (n —k- 1) . (3-3-241)
Wspolczynnik determinacji. Kwadrat wspotezynnika korelacji wielorakiej R=R, (3-3-1.32):

2 _p?2
R*=RZ, (3-3-2.42)

jest nazywany wspélczynnikiem determinacji. W przypadku jednego czynnika X, wspotczynnik korelacji

wielorakiej R=R,  sprowadza sie do wspotezynnika korelacji liniowej Pearsona pary zmiennych X 1Y [2]

(Rozdziat 11-2).
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Mozna pokaza¢, ze w klasycznym modelu regresji, wspotczynnik determinacji spetnia nastepujacy zwigzek

[1]:

Z:(YAi_Y_)2 i(Yi_Y_)Z_i(Yi _YAi)z

Rf,\f _ i:l _ i : _ SSYS;YSSE ' (33.2.43)
2 (Y =Y)? D (i =Y)?
i1 i1

Jako kwadrat wspotczynnika korelacji R, wspolczynnik determinacji R® przyjmuje wartosci r* z przedziatu
<0, 1> [2], przy czym wartoS$ci bliskie jedynce oznaczajg dobre dopasowanie modelu do danych empirycznych.
Istotnie, w MNK minimalizowana jest suma kwadratow bledow SSE (ktora jest w ogdlnosci rézna od zera).
Model idealny jest okreslony jako taki, dla ktorego SSE = 0, co podstawiajac do wzoru (3-3-2.43) daje:
2 SSY —SSE _ SSY -0 _
SSY SSY

Istnieja pewne podobienstwa ale i réznice w postugiwaniu si¢ wspoOlczynnikiem korelacji R i

1 (dla modelu idealnego) . (3-3-2.44)

wspotczynnikiem determinacji R%. R jest miarg sity zwiazku liniowego pomigdzy zmiennymi. Tylko w
nastepujacym zrozumieniu r’ moze byé miarg sity zwiazku nieliniowego. Otéz, moze si¢ zdarzy¢, ze r
przyjmuje warto$ci bliskie 1 dla pewnej, nieliniowej w zmiennych pierwotnych funkcji regresji dopasowanej
do danych empirycznych. Nie stanowi to jednak o sile wspomnianego nieliniowego zwigzku pomig¢dzy
czynnikami a zmienng objasniang Y (np. o sile zwigzku kwadratowego), lecz o sile zwiazku liniowego

zmiennej Y z nowo okreSlonymi zmiennymi, ktore sg tak zdefiniowane, aby wchodzity liniowo w funkcje

regresji. Gdy np. zmienna kwadratowa X ? zostanie zastapiona nowa zmienna X, = X2, to wtedy nowa
zmienna X, wchodzi juz liniowo. Po takiej zamianie zmiennych rozwazamy juz liniowa regresje Y wzgledem

X, 1 przez R® okreslana jest réwniei sila zwigzku liniowego pomigdzy X, a Y. Zatem w analizie z
wykorzystaniem R?, nieliniowe funkcje czynnikow pierwotnych sg traktowane jako nowe zmienne wchodzace
liniowo.

Uwaga: W regresji nieliniowej, po wprowadzeniu w miejsce pierwotnych zmiennych, wchodzgcych nieliniowo
w réwnanie regresji, nowych zmiennych, ktore wchodzq liniowo w rownanie regresji, zwigzek (3-3-2.43)
okazuje si¢ by¢ rownmiez stuszny. Oczywiscie po takiej zamianie zmiennych, liczba czynnikow(z ktorych

wszystkie wchodzg liniowo w rownanie regresji) na ogot wzrasta.
Uwaga. Dodatkowe uwagi na temat linearyzacji modeli nieliniowych w czynniku mozna znalez¢ np. w [4].

Uwaga. SAS [3] dysponuje rowniez procedurami analizy modeli nieliniowych w parametrach modelu. Jedna

z nich jest PROC NLIN [9].
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Rozdzial 3-3-3. Test istotnosci zmiennych w modelu regresji.

Dla modelu regresji z k czynnikami:
Y=8,+0X +L,X,++ X +E (3-3-3.45)
stawiamy hipotez¢ zerowa:
Ho: po=p,=--=p,=0 (3-3-3.46)

o nieistotno$ci zmiennych X; w tym modelu. Hipoteza ta jest pytaniem o nieistotno$¢ zaleznos$ci korelacyjne;j
pomigdzy zmienng objasniang Y, a grupa zmiennych obja$niajacych Xi, Xo,..., Xx.

Istotnie, gdyby bowiem hipoteza zerowa byla prawdziwa, to zgodnie z (3-1.5) mielibySmy, ze wszystkie

wszystkich mozliwych kombinacji wartosci zmiennych objasniajacych Xi, Xo,..., Xy, co oznacza whasnie brak
zaleznosci korelacyjnej zmiennej objasnianej od zmiennych objasniajacych.

Celem testu statystycznego dla hipotezy zerowej (3-3-3.46) jest wiec wyeliminowanie z modelu
jednoczesnie catej grupy zmiennych X;, Xp,..., Xk, 0 ile wystepowanie ich nie ma istotnie statystycznego
wplywu na zmiane teoretycznej sredniej warunkowej zmiennej Y.

Test ten dotyczy réwniez weryfikacji przypuszczenia, ze nie istnieja zadne zmienne posroéd czynnikéw X,
Xa,..., Xk wprowadzonych do modelu, ktore daja istotnie statystycznie lepsze dopasowanie si¢ modelu do

danych empirycznych, niz czyni to model Y = S, + E.
Aby przeprowadzi¢ taki test nalezy obliczy¢ statystyke F (opierajac si¢ o tzw. tablice ANOVA dla modelu
regresji) [1]:

MSR _ SSR/df, (SSY —SSE)/K R?/k

F: - - )
MSE  SSE/df. SSE/(n—k-1) (1—R2%)/(n—k-1)

(3-3-3.47)

gdzie R? jest wspolczynnikiem determinacii (3-3-2.42) [1]. Zaktadajac, ze zmienne Y; maja rozktad normalny
(jak to czynimy w normalnym, klasycznym modelu regresji), mozna pokazaé, ze przy prawdziwosci hipotezy
zerowej H, statystyka F ma rozktad F-Snedecora z liczba stopni swobody licznika dfssg = K , (dfssg), i
mianownika dfsse = n-k-1, (3-3-2.41), tzn. ma rozktad Fy 1.

Wyznaczong na podstawie obserwacji (0bs) w probce wartos¢ statystyki F porownujemy z warto$cig
krytyczng Fy k11« » gdzie w indeksie dolnym o oznacza przyjety poziom istotnosci, k = dfssg oraz n-k-1 =

dfsse. Gdy w pr(')bce6 F = Fos = Fx nk1 1« (co oznacza, ze Fqs wpadta do zbioru krytycznego
W :<Fk,n—k—1,1—af+oo)’ wtedy odrzucamy hipoteze Hy na rzecz hipotezy alternatywnej H; i wnioskujemy

0 wlasciwym doborze zmiennych obja$niajgcych. Oznacza to, ze grupa zmiennych X; (i = 1,2,...k) istotnie

statystycznie wptywa na zmiennos$¢ Y, a dokladnie rzecz ujmujac, grupa zmiennych X; (i = 1,2,..k) (tzn.

® Jesli to bedzie jasne, to zamiast pisa¢ w probce F® | bedziemy pisa¢ po prostu F.
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przynajmniej jedna z nich) wptywa istotnie statystycznie na zaleznos¢ od ich warto$ci teoretycznych $rednich
warunkowych Y, .

W przeciwnym przypadku, tzn. gdy w probce F < Fy 114, Wtedy nie mamy podstaw aby odrzuci¢ hipoteze

zerowa Hy, 0 braku Korelacji pomig¢dzy zmienng zalezng Y , a catg grupa czynnikow X; (i = 1,2,...k).

Alternatywnym, na ogot w skrypcie stosowanym sposobem weryfikacji hipotezy Hy jest obliczenie

empirycznego poziomu istotnosci (tzw. p-value), okreslonego jako prawdopodobienstwo [9]:
p=P(F=F"). (3-3-3.48)

Warto$¢ p jest podana przez pole pod krzywa rozktadu zmiennej losowej Fy .1, na prawo od wartos$ci [Fobs
bedacej obserwowang w probce wartoscig statystyki F . W przypadku gdy p <« , wtedy odrzucamy hipoteze
Ho na rzecz hipotezy alternatywnej Hj, natomiast gdy p >« , nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy
zerowej H.
Uwaga. Przypadek wnioskowania, ze co najmniej jedna ze zmiennych objasniajacych jest w modelu zbedna
(statystycznie nieistotna) i nalezy ja wyeliminowaé z réwnania regresji, ustalajgc tym samym nowy sklad

zmiennych objasniajacych, pozostawiamy na p6zniej (Rozdziat 4-1-2-2, Rozdziat 6).
A. Rozdzial 4: Wielomianowa analiza regresji.

Analiza za pomocg regresji wielomianowe;j jest stosowana w przypadku, gdy zmienna objasniana jest
co prawda zalezna tylko od jednej zmiennej objasniajacej, jednak model regresji liniowej moze nie by¢
doktadny w wymaganym stopniu. Woéwczas do liniowego modelu regresji mozna doda¢ zmienng wyzszego
rzedu (X?, X3, itd.) tak, ze model ma postac:

Y=8,+BX+BX*+B X+ . +BX+E . (4.1)
Nastepnie, w rownaniu modelu zamieniamy zmienne wyzszego rzedu na nowe zmienne postaci: X 2=Xp,
X3=Xa, ..., X *=X,, otrzymujac:

Y=06,+X +8,X, +BX;+.. .+ X +E . (4.2)
W powyzszym modelu zmienne X;, Xz, ..., X¢ nie sa dowolnymi zmiennymi liczbowymi, tylko funkcjami
zmiennej podstawowej X: Xi=X .
Parametry strukturalne S, 5,,---f, modelu (4.2) sa juz wspotczynnikami modelu wielorakiej regresji
liniowej.
Uwaga: Model regresji wielomianowej (4.1) niesie za sobg trudno$ci obliczeniowe polegajace na tym, ze w

modelu (4.2) wystepuje silna korelacja pomigdzy zmiennymi Xy, Xo, ..., Xy.

Najprostszym modelem regresji wielomianowej jest model kwadratowy:
Y =8, +BX+B,X*+E . (4.3)
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Rozdzial 4-1. Metody obliczania parametréw strukturalnych modelu wielomianowego.

Rozdzial 4-1-1. Procedura najmniejszych kwadratéw dla modelu parabolicznego.

Procedura najmniejszych kwadratow dla modelu wielomianowego ma na celu minimalizacj¢ odchylen

warto$ci empirycznych od warto$ci na krzywej regresji. Rozwazmy model paraboliczny:
Y = Sy + B X + By X2 (4-1-1.4)

w ktérym estymatory ﬁAO , ,HA’l, ,5’2 wyznaczymy metodg najmniejszych kwadratow.

Uwaga 4-1-1.1. Nalezy pamiegta¢, ze stosujac MNK w minimalizacji sumy kwadratow reszt modelu
parabolicznego:

SSE = Zn:(Y. _YAi)Z = Zn:(Yi _Bo _lei _:é)zxiz)2 ' (4-1-1.5)

réwnanie (4-1-1.4) traktujemy jako rownanie liniowej regresji wielorakiej:
Y = Bo+BX1+ o Xy (4-1-1.6)
gdzie X=X, X,=X 2 tak, ze to warto$ci nowych zmiennych X; oraz X, sa wprowadzone jako uktad danych do

analizy MNK. Pamigtajac o tym, bedziemy stosowali zapis wielomianowy (4-1-1.4) zamiast (4-1-1.6).

250 +

Y =243,81 - 29,85 X + 0,97 X*

200 +

1504 *

100 +

50

Wykres 4-1.1. Przyktad dopasowanie linii regresji modelu parabolicznego do przyktadowych danych empirycznych.

Rozdzial 4-1-2. Testy dla regresji wielomianowej (na przykladzie modelu parabolicznego).

Rozdzial 4-1-2-1. Test istotnosci modelu regresji wielomianowe;j.

Hipoteza zerowa Hy: Nie istnieje zalezno¢ korelacyjna zmiennej zaleznej Y od grupy zmiennych X i X2 Tzn.

nie istnieje istotna statystycznie regresja oparta na zmiennych X i X°,
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Hipotezg¢ tg mozna sformutowac nastgpujgco:

Ho: B1=B2=0. (4-1-2-1.7)
Podobnie jak w Rozdziale 4, aby zweryfikowac t¢ hipoteze, korzystamy ze statystyki F:
MSR
_MSR- (4-1-2-1.8)
MSE

ktora przy prawdziwosci hipotezy zerowej Hy (4-1-2-1.7) ma rozktad F-Snedecora z liczba stopni swobody
licznika k i mianownika n-k-1 (gdzie dla modelu parabolicznego k = 2). Otrzymang w probce wartosé F*

porownujemy, dla danego poziomu istotnosci a, zZ warto$cia krytyczng Fy n.1,1-, rozktadu F-Snedecora.

Uwaga. Poniewaz badana hipoteza dotyczy ogélnego braku zalezno$ci korelacyjnej zmiennej objasniane;j,
dlatego statystyke F nazywamy statystykq ogolng, lub statystyka dla festu ogodlnego (w odrodznieniu od

statystyki F, wprowadzonej ponizej dla testow czg§ciowych).

Jako ilosciowag miare doktadnosci dopasowania modelu do danych empirycznych (doktadnosci modelu),
mozemy dodatkowo obliczy¢ wspotezynnik determinacji R* ((3-3-2.43) wraz z Uwaga 5-1-1.1):
SSY -SSE

(modelu parabolicznego) (4_1_2_1.9)
SSY

2
R (modeluparabolicnego) =

Rozdzial 4-1-2-2.Test celowosci dodawania zmiennej objasniajacej wyzszego stopnia.

Aby sprawdzi¢ celowos¢ rozbudowy modelu wiclomianowego stawiamy nastgpujacg hipoteze zerowa:

Ho: ,,Model wyzszego rzedu nie dopasowuje si¢ istotnie lepiej do danych empirycznych” lub

Ho: Bk+1=0, dla rozszerzenia modelu o k-zmiennych do modelu z k’= k + 1 zmiennymi.

Powyzsza hipoteza zerowa oznacza, ze ,,dodanie wyzszego stopnia zmiennej objasniajacej do modelu nie

Zmienia znaczaco predykcji zmiennej Y w porownaniu do modelu nizszego rzedu”.

W  przypadku tym  obliczamy w  probce  wartos¢  statystyki  czeSciowej  (indeks  p)
F-Snedecora zadang wzorem [1]:

_ (SSR(dIak+1) - SSR(dlak))/l _ SSdodanejzmiennejll ) (4_1_2_2.10)

MSE(dIak+l) MSE(dIak+l)

_ K+ k
F, =F(X“X, X?,...,X")

W przypadku rozszerzenia modelu liniowego (k = 1) do parabolicznego (k’=k +1 = 2), otrzymang z
probki warto$§¢ powyzszej statystyki pordwnujemy z wartoscia krytyczna F; n3 1., rozktadu F-Snedecora dla
stopni swobody licznika 1 oraz stopni swobody mianownika n — 1 — £’ = n - 3 (ktora jest liczba stopni
swobody sumy kwadratow reszt SSE modelu parabolicznego).
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Liczbe stopni swobody licznika réwng 1 otrzymujemy z odjecia od liczby stopni swobody dla sumy
kwadratdow SSRmodelu parabolicznege MOdelu parabolicznego (tzn. k + 1), liczbe stopni swobody dla sumy

kwadratdw SSRmogelu liniowego Modelu liniowego (tzn. k).

Uwaga: Licznik statystyki (5-8) jest miarg poprawy dopasowania si¢ do danych empirycznych modelu z (k +
1) zmiennymi w stosunku do modelu z k zmiennymi objasniajacymi.

Uwaga: Alternatywny sposob polega na wyznaczeniu statystyki t-Studenta:

t= Bea/S(Be), (4-1-2-2.11)
gdzie S( ﬁk+1) jest estymatorem odchylenia standardowego parametru strukturalnego /3, ., . Oznacza to, ze
testowana hipoteza o nieistotnosci rozszerzenia np. modelu liniowego do parabolicznego (rozwazanego w celu
poprawy dopasowania do danych empirycznych), jest w tym przypadku rownowazna testowi na nieistotno$¢
roéznicy od zera warto$ci ostatniego estymatora ,@M parametru strukturalnego, co odpowiada hipotezie
Zerowej:

Ho: f,., =0. (4-1-2-2.12)
Otrzymang warto$¢ statystyki t porownujemy z warto$ciami krytycznymi rozktadu t-Studenta dla stopni
swobody sumy kwadratéw reszt SSE modelu wyzszego.

Okazuje sig, ze (wyjatkowo) w przypadku testu omawianej hipotezy zerowej Hoy: f,., =0, czyli testu dla

ostatniego wspolczynnika kierunkowego, zachodzi [1]:

t?=F, . (4-1-2-2.13)

Rozdzial 4-1-2-3. Test braku dopasowania zastosowanego modelu (Lack-of-fit Test).

Test braku dopasowania przeprowadza si¢ w celu nabycia informacji, czy zaproponowany model jest
wystarczajaco doktadny. Przeprowadzenie odpowiedniego testu polega na poréwnaniu zaproponowanego
modelu z modelem pelnym (zawierajacym pozostala cze$¢ zmiennych obja$niajgcych pominigtych w
proponowanym modelu).

Rozwazana hipoteza zerowa jest wigc postaci:
Ho: B=0, dla wszystkich j=k+1, k+2, ..., m (4-1-2-3.14)

gdzie k jest stopieniem wielomianu uzytego w modelu, a m najwyzszym mozliwym stopieniem wielomianu
dla danej zmiennej objasniajace;.
Prawdziwos¢ tej hipotezy oznaczataby, ze model podstawowy daje dobre dopasowanie funkcji regresji do

danych eksperymentalnych.
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Statystyka (czg¢éciowa) F, dla testu tej hipotezy ma nastgpujaca postac[1]:
Fp — F(Xk+l, Xk+2,"', Xm‘x’x2’”.’ xk)

_ [SSR (X, X2+, X', X ¥, X™) -SSR (X, X?,---, X )/df o

4-1-2-3.15
SSE(X, X?,---, X, X 1 ., X™)/df e ( )
— MSLOF
I\/ISPE ’
gdzie:
MS,. = SSE(X, X?,...,X™)/df . (4-1-2-3.16)

jest suma kwadratow czystych reszt SSE podzielong przez liczbe stopni swobody dfpe dla SSE.
Reszty czyste s3 wyznaczone w modelu z maksymalnym stopniem wielomianu m. Zaden model nie da wigc
mniejszej wartosci MSpg niz model maksymalny.

W liczniku (4-1-2-3.15) statystyka MS o jest dodatkowa sumag kwadratow wyniklta z dodania do
proponowanego modelu nizszego (mniejszego), wszystkich zmiennych wyzszego rzedu od X “ldo X™.

Przy prawdziwosci rozwazanej hipotezy zerowej (4-1-2-3.14), statystyka (4-1-2-3.15) ma rozktad
F-Snedecora ze stopniami swobody licznika: dfior =m-Kk, oraz mianownika:

dfpe=n—-1-m.

Uwaga: Licznik statystyki (4-1-2-3.15) jest miarg poprawy dopasowania si¢ do danych empirycznych modelu
maksymalnego w stosunku do modelu proponowanego (podstawowego).

Warunki przeprowadzenia testu (4-1-2-3.15) [1].

e Aby mozna bylo wykonaé test (4-1-2-3.15), nalezy wyznaczy¢ s$rednig MSpe, co (ze wzgledu na
mianownik W MSepg, (4-1-2-3.16)) oznacza, ze musi zachodzi¢ relacja dfpe= n-1-m > 0. Z zaleznosci tej
natychmiast wynika, ze minimalna liczba pomiarow (obserwacji), ktora nalezy dokona¢ wynosi
n>m+ 1. W praktyce przyjmuje si¢, ze n = 10 + m + 1. Jeszcze inna zasada glosi, ze liczba obserwacji
zmienne] objasnianej przypadajaca na jedng zmienng objasniajaca, nie moze by¢ mniejsza niz 5 (zatem n
> 5m).

o Istnieje jeszcze ograniczenie na sume kwadratow reszt stojacg w liczniku (4-1-2-3.16),
MSpe = SSExx° .. x™) /dfee.

Ot6z, aby mozna byto wykona¢ powyzszy test (4-1-2-3.15), musi zachodzi¢ nierownos¢ SSE(X,X2 x>0,
co w praktyce oznacza, ze liczba r;tzw. replik (czyli liczby réznych wartosci zmiennej objasnianej
pomniejszona 0 1) dla kazdego ustalonego i — tego zestawu wartosci zmiennej objasniajacej, nie moze
by¢ mniejsza niz 1. Zatem dla konkretnego zestawu warto$ci zmiennych objasnianych, liczba obserwacji

zmiennej objasnianej nie moze by¢ mniejsza niz 2.
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Skoro liczba wszystkich replik wynosi r =Z::lri (gdzie | jest liczba poziomow zmiennej X), to

minimalny stopien wielomianu (modelu maksymalnego), ktory dopasuje si¢ do danych z minimalnym
mozliwym bledem (czyli blgdem czystym MS,.) wynosi m =n — 1 —r, gdzie n jest liczba pomiaréw w
probcee.

Gdyby liczba replik r byta rowna 0, to co prawda wielomian stopnia n — 1 w modelu maksymalnym
dopasowat by si¢ do danych empirycznych w probce w sposob idealny (SSE(X,X2 X" = 0), jednakze
wykonanie testu braku dopasowania bytoby niemozliwe (jak to wynika z postaci (4-1-2-3.15)).

e Mozna by pomysle¢, ze aby SSE(XX2 x> 0, wystarczy mie¢ jedna replik¢ dla pewnego, konkretnego
zestawu warto$ci zmiennych objasnianych. Jednakze gdyby sie ograniczy¢ tylko do tego warunku, to
hipoteza o jednorodno$ci wariancji zmiennej objasnianej dla réznych zestawow wartosci zmiennych
objasniajacych (z powodu niewystepowania replik zmiennej objasnianej dla niektorych poziomow),

bytaby w sposob oczywisty odrzucona.

Rozdzial 4-2. Stosowanie modeli wielomianowych wyzszych rzedow i problemy z tym zwiazane

Modele wyzszych rzedéw sg obliczane w sposdb analogiczny do modelu parabolicznego. Waznym
problemem jest celowo$¢ zwickszania stopnia krzywoliniowos$ci regresji. Pewnej, czysto statystycznej
odpowiedzi dostarcza nam wspomniany powyzej test braku dopasowania.

Z drugiej strony, chociaz wraz ze wzrostem stopnia wielomianu wzrasta doktadnos¢ dopasowania si¢ modelu
do danych empirycznych (w probee!), jednakze wzrasta tez ilos¢ ekstremow lokalnych krzywej regresji, co
oznacza zmniejszenie si¢ funkcjonalnosci modelu zarowno na skutek komplikacji powstatych w obliczeniach
jak 1 trudnosci interpretacyjnych. Np. w badaniach w obszarze ekonomii jesteSmy zazwyczaj zainteresowani
modelami, w ktorych wystepuje monotonicznos¢ stosowanych wielomianow. Dodatkowo spada doktadnosé

predykcji przysztych wartosci zmiennej objasnianej dla modelu z wyzszym stopniem wielomianu.

Rozdzial 4-3. Wielomiany ortogonalne.

Do tej pory mielisSmy do czynienia z wielomianami zwyklymi tzn. kazda z niezaleznych zmiennych
byta zadana wielomianem zwyczajnym bedacym suma jednomianéw typu X'. W tym punkcie wprowadzone
zostang wielomiany ortogonalne.

Podstawowym powodem stosowania wielomiandw ortogonalnych jest niwelacja wspotliniowosci zmiennych

objasniajacych. Niestety nabycie tej wlasnosci taczy sie z komplikacjg struktury modelu.

Majac wielomian zwyczajny zmiennych X, Xy, Xy, ..., X¢ , wprowadzimy ortogonalne zmienne wielomianowe,
ktore sktadaja si¢ z liniowych kombinacji jednomiandéw zwyczajnych.

Uzyskujemy nastepujace liniowe kombinacje [1]:
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X, =oy +o, X

‘X; =g, + A X+ apy X (4-3.17)

* 2 k
Xe =0 oy X +a, X +ay, X

gdzie: « -state, ktore s tak dobrane aby zmienne X, byly ze soba parami nieskorelowane, tzn.
cov( X;", X}) =0, dla kazdej pary indeksow i # ].

Otrzymane ortogonalne zmienne wielomianowe X. sa nowymi zmiennymi stosowanymi do prognozy

zmiennej objasniane;.
Poprzez transformacje odwrotng, rowniez wielomiany zwyczajne mozemy zapisa¢ w postaci liniowych

kombinacji wielomianow ortogonalnych:

X :ﬂoﬁ‘ﬂnxf
X? = Poy + B Xy + B X,

(4-3.18)
X = Bo + Bu Xy ++ Bu X
gdzie: g - state.
Nie tracac informacji mozemy zapisa¢ poczgtkowy model wielomianowy:
Y =08, +BX+LX*++ X +E (4-3.19)
W postaci:
Y=g +B X[+ B, Xy ++ B X +E (4-3.20)

Uwaga 1: Zysk z zastosowania wielomiandéw ortogonalnych jest oczywisty: wielomiany zwyczajne sg ze sobg

mocno skorelowane, a wielomiany ortogonalne sg parami nieskorelowane.

Uwaga 2. O niezmienniczosci niektorych statystyk: Chociaz parametry i czynniki (zmienne objasniajace)
dla modelu ze zmiennymi zwyczajnymi i ortogonalnymi maja rézne interpretacje, to mozna wykazaé, ze
kwadrat wielokrotnego wspotczynnika korelacji (wspotczynnik determinacji) R* dla zmiennej zaleznej oraz
statystyka F w tescie ogélnym sa dla obu regresji takie same.

Nawet niektore statystyki czg$ciowe Fj , a mianowicie te, zwigzane z dodawaniem zmiennej najwyzszego

stopnia na koncu, sa dla obu regresji takie same, co oznacza, ze zachodzi:

Fo( X I X5 X e X)) = R X X XL X, (4-3.21)
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Minusem ortogonalizacji jest skomplikowany zwiazek pomiedzy zmiennymi poczatkowymi (ktorych

znaczenie jest na og6t jasne), a zmiennymi ortogonalnymi.

Reasumujac wielomiany ortogonalne posiadaja dwie podstawowe wlasnosci [1]:

1. Zawieraja t¢ sama informacje, co wielomiany zwyczajne. Wihasno$¢ ta daje nam mozliwos¢ badania
zaleznosci za pomocg modeli ortogonalnych wielomianéw, zgodnie z Uwaga 1.

2. Wielomiany ortogonalne nie sg ze sobg skorelowane. Wtasnos¢ ta oznacza catkowitg likwidacje korelacji

(i wspotliniowosci) zmiennych objasniajacych.

W przypadku testowania z uzyciem statystyki Fj, postugiwanie si¢ wielomianami ortogonalnymi daje wigksza
pewno$¢ doktadno$ci obliczen (ze wzglgdu na brak korelacji pomiedzy czynnikami) niz w przypadku
wielomiandéw zwyktych.

Wstepna uwaga o selekcji wprzod i wstecz: Aby otrzymaé wiasciwy model, nalezy zastosowac test
czgsciowy F, poczawszy od wielomianu najwyzszego stopnia i schodzi¢ do wielomianow nizszych stopni.
Testowanie konczymy wowczas, gdy warto$¢ statystyki czg$ciowej F, dla testowanego wielomianu jest
istotna statystycznie, tzn. na tyle duza, ze wpada w obszar krytyczny, wskazujac na wystarczajaco duza

istotno$¢ badanego modelu.

Czasami w praktyce idzie si¢ od dotu, dodajac kolejne zmienne wyzszego stopnia ( X' gdy postugujemy sie
wielomianami zwyktymi, badz X', gdy postugujemy si¢ wielomianami ortogonalnymi) i czekajac, az ktore$
rozszerzenie modelu okaze si¢ statystycznie nieistotne (tzn. dopasuje si¢ do danych empirycznych w sposob

nieistotnie lepszy niz najblizszy model nizszego stopnia). Jednakze procedura taka moze prowadzi¢ do

mylnych wnioskéw, o czym bedzie mowa ponizej (Rozdziat 4-4).

Transformacja wielomianow zwyczajnych do wielomianow ortogonalnych.

Transformacje wielomianéw zwyczajnych do wielomianéw ortogonalnych przeprowadza si¢ przy

uzyciu tabeli przeliczania wielomianoéw Tabela 5-1.1 [1].

Tabela ta moze zosta¢ zastosowana tylko, jesli [1]:

o Kolejne wartos$ci pierwotnej zmiennej objasniajacej X sg jednakowo od siebie oddalone.

e Tasama liczba obserwacji (wigc i replik) pojawia si¢ dla kazdego poziomu (wariantu) | zmiennej X.
Gdy warunki te nie sa spelnione wowczas Tabela 5-1.1 nie moze by¢ uzyta. Alternatywa dla tej metody jest
postuzenie si¢ programami komputerowymi do przeliczania wielomianow, np. w Systemie SAS uzywajac do

tego celu funkcji ORPOL znajdujacej sie¢ w procedurze SAS PROC IML.
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Tabela 5-1.1 Przeliczania wielomianow zwyczajnych na ortogonalne [1] (I - liczba pozioméw zmiennej).

| STOPIEN X |2
WIELOMIANU| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |» P
3 Pierwszy -1 0 1 2
Drugi 1 -2 1 6
4 Pierwszy -3 -1 1 3 20
Drugi 1 -1 -1 1 4
Trzeci -1 3 -3 1 20
5 Pierwszy -2 -1 0 1 2 10
Drugi 2 -1 -2 - 2 14
Trzeci -1 2 0o -2 1 10
Czwarty 1 -4 6 -4 1 70
6 Pierwszy -5 -3 -1 1 3 5 70
Drugi 5 -1 -4 4 -1 5 84
Trzeci -5 7 4 -4 -7 5 180
Czwarty 1 -3 2 2 -3 1 28
Pigty -1 5 -10 10 -5 1 252
7 Pierwszy 3 -2 0 1 2 3 28
Drugi 5 0 -3 4 -3 0 5 84
Trzeci -1 1 1 0 -1 -1 1 6
Czwarty 3 -7 1 6 1 -7 3 154
Piaty -1 4 5 0 5 -4 1 84
Szbsty 1 -6 15 -20 15 -6 1 924
8 Pierwszy -7 5 -3 -1 1 3 5 7 168
Drugi 7 1 -3 5 -5 -3 1 7 168
Trzeci -7 5 7 3 -3 -7 5 7 264
Czwarty 7 -13 -3 9 9 -3 -13 7 616
Piaty -7 23 -17 -15 15 17 -23 7 2184
Szosty 1 5 9 5 -5 9 5 1 264
Siédmy -1 7 21 35 -35 21 -7 1 3432
9 Pierwszy 4 -3 -2 - 0 1 2 3 4 60
Drugi 28 7 -8 -17 -20 -17 -8 7 28 2772
Trzeci -14 7 13 9 0 9 -13 -7 14 990
Czwarty 14 21 -11 9 18 9 -11 -21 14 2002
Piaty 4 11 4 9 0 9 4 -11 4 468
Szosty 4 17 22 1 -20 1 22 -17 4 1980
Siédmy -1 6 -14 14 0 -14 14 -6 1 858
Osmy 1 -8 28 -56 70 56 28 -8 1 12870
10 Pierwszy 9 -7 5 -3 -1 1 3 5 7 9 330
Drugi 6 2 -1 -3 -4 4 -3 - 2 6 132
Trzeci 42 14 3B 31 12 -12 -31 -35 -14 42 8580
Czwarty 18 -22  -17 3 18 18 3 -17 -22 18 2860
Piaty 6 14 -1 -1 -6 6 11 1 -14 6 780
Szbsty 3 11 10 6 -8 -8 6 10 11 3 660
Siodmy -9 47 86 92 56 -56 -42 86 -47 9 29172
Osmy 1 -7 20 -28 14 14 -28 20 -7 1 2860
Dziewiaty -1 9 -36 84 -126 126 -84 36 9 1 48620
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Zalozenie: Niech uktad danych bedzie nastepujacy: zmienna objasniajgca ma | poziomdéw (wariantow),

a kazdemu z nich odpowiada taka sama liczba obserwacji zmiennej objasnianej T z liczbg replik dla
n . . . . . .
kazdego poziomu rébwna I——l. Wtedy odpowiedni stopien wielomianu dla modelu maksymalnego jest

n . N . . . . .
rowny m=n—-1-r=n-1-1 (I— -1)=1-1, gdzie (I— - 1) jest liczba replik dla jednego poziomu. Zatem

liczba zmiennych ortogonalnych, ktore nalezy wzia¢ pod uwage wynosi | — 1.

Uktad Tabeli 5-1.1 jest taki, ze kolumna po jej prawej stronie zawiera odpowiednia dla kazdej zmiennej
[
ortogonalnej warto$¢ ZH pi2 (I — liczba wariantow zmiennej objasniajacej), ktora jest sumg kwadratow

odchylen wartosci zmiennej ortogonalnej od jej wartosci $redniej (réwnej zero, jak to wida¢ z powyzszej

Tabeli). Podzielenie zmiennych ortogonalnych przez odpowiednia dla kazdej z nich wartos¢ odchylenia
standardowego \/Z::l p’ , pozwala na przejscie do zmiennych ortonormalnych, majacych odchylenie

standardowe, dla kazdej z nich, réwne 1.

W zwiazku z powyzsza uwaga, otrzymane wyniki w analizie regresji ze zmiennymi zortonormalizowanymi
maja dwie cechy:
e Ulepszona jest numeryczna doktadno$¢ poprzez uniknigcie problemu skalowania (o skalowaniu nieco
dalej w Rozdziale 5-5).
o Szacowane bledy standardowe wszystkich oszacowywanych wspdtczynnikow regresji sg rowne, CO

upraszcza poroOwnywanie i interpretacj¢ wspotczynnikow regresji.

Uwaga. Innym, aczkolwiek mniej skutecznym sposobem na zmniejszenie korelacji pomiedzy zmiennymi
objasniajacymi jest transformacja zmiennych przez scentrowanie opisane w Rozdziale 5-5 (punkt Ad.4) oraz

w Rozdziale 6 ,,Wybor najlepszego modelu regresji”.

Przyklad. Dla zilustrowania Tablicy 5-1.1 przeliczmy warto$ci zmiennych ortogonalnych w najprostszym
przypadku wielomianu drugiego stopnia (z liczbg pozioméw zmiennej X oraz X* réwna | = 3). Liczba
wszystkich obserwacji w probce wynosi n. Zatézmy, ze liczba obserwacji jest taka sama w kazdym wariancie

zmiennej X (zatem i w kazdym wariancie zmiennej X?) i wynosi n/l dla kazdego wariantu.

Zgodnie z zalozeniem potrzebnym przy konstrukcji Tablicy 5-1.1, przyjmijmy, Zze zmienna X ma roéwno

rozstawione warianty, np:
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1
X=|x|=|2]. (4-3.22)
3
Wtedy:
1
X2=|x2|=4]. (4-3.23)
9

Zgodnie z (5-10a) mamy:
X =ay +a;, X

(4-3.24)
X, =ay, +a,X +a22X2 ,

gdzie a;; #0, a,, #0.

Warunek natozony na zmienne ortogonalne ma postaé: cov( Xl* , X ; ) = 0. Oznacza on, ze przy braku innego

ograniczenia, zmienne X 1* i X; mogqg byé wyznaczone jedynie z dokiadnoscig do réznych od zera
multiplikatywnych stalych oraz z dokladnoscig do stalych addytywnych, ktore mozna przyjqc jako np. srednie

zmiennych X, i X, .

Istotnie:

cov(aX,;,bX;)=abcov(X,,X,)=0 (4-3.25)
oraz.

cov( X, —c, X, —d)=cov(X,,X,)=0. (4-3.26)
Zatem jeS§li zmienne Xl* i X; sa ortogonalne, to ortogonalne sa réwniez zmienne

aX, ibX,,(a=0,b=0),orazzmienne X; —c i X, —d (state c i d s dowolne).

Warunek cov( X, , X, ) = 0, mozna zapisa¢ jako:
cov( X, , X, ) =cov( oty +a, X, g, + X+, X2 ) = cov( oy X, o, X + oty X 2)
=y, a, coV(X, X)+ ay; a,, cov( X, X?)

=a,, (&, cov(X, X ) +a,, cov(X, X?))=0.
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Poniewaz z zatozenia a;, #0, «,, # 0, zatem powyzsza réwnos¢ jest spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy:
cov(X, X?
¥ : (4-3.27)

o,= — U
1 2 cov( X, X)
W zwiagzku z zatozeniem (dla naszego przyktadu), ze dla kazdego i-tego wariantu, liczba obserwacji jest

roéwna n/l, mamy w pobranej probce:

Ov(X, X) = T (% =X (%~ )= T3 T =07 = 1Y 0 ~X)*

) ;Z:l(xi —X)° =;[(1—2)2 +(2-2)° +(3—2)2]=§ ,

D303 (6 =) = P20 %) (- x°)

cov(X, X ?)

>S5

|
i=1

DICENCETOE
_13 A2 w2y 1 _ Z_E _ 2_& _ 2_& _§
=204 00 -3 ) = 1| A-D0 -+ 222 =)+ (-2 )| -5

Korzystajac z powyzszych dwoch zaleznosci oraz ze zwiazku (P_5-2), otrzymujemy:
a,=-4a,, #0 .

Mozemy teraz zwiazek (4-3.24) zapisaé nast¢pujaco:
X =0y +a;, X
Xy =g, =4 ay, X +a,X?,

skad dla $rednich otrzymujemy:

X =ay +o, X

*

iva v 2
Xy =g —40a, X+0,,X".

Wykorzystajmy powyzsze zalezno$ci do wycentrowania zmiennych X 1* i X,

X; =X =ay+a;X _(0‘01"‘0‘11)?):0511()( _)?) =a;, (X =2)
1-2 -1 (4-3.28)
=a,|2-2|=a,| 0
3-2 1



X, =X, =ay,-4a,, X +0¢22X2 —(ay, —4 a,, )?+azzﬁ)

= —da,, (X —X)+ (X2 = X2) = a,[-4(X —2)+(X? —134)] (4-3.29)
1-2\ (1-14/3 (1
=y, —42-2 |+ 4-14/3||=a,,=| -2
3
3-2) (9-14/3 1

Powyzej pokazaliSmy, ze zmienne Xl* i X; moga by¢ okreslone jedynie z doktadnoscia do niezerowej

multiplikatywnej stalej, oraz dowolnej statej addytywnej. Przyjmijmy wiec, ze «, =1, a,, =3.

Natomiast state addytywne oy, i ¢, dobierzmy tak, aby X, =0oraz X, =0, tzn.

X, =g+ X =g, +2=0
_ - 14 (4-3.30)
X;=ay,—4a,X+a,,X* =a,-4-3-2+3-—=0,

skad otrzymujemy «,, =—2, a,, =10.

Ostatecznie z (4-3.28) oraz (4-3.29) dostajemy warto$ci zmiennych X, i X, ktére pojawiaja si¢ w Tablicy

5-1.1, a mianowicie:

X7, 1 X1 1
X =|X%,|=] 0], X, =%, |=|-2 , cnd. (4-3.31)
Xi3 1 X553 1

Rachunki dla zmiennych ortogonalnych w wielomianach wyzszego stopnia, chociaz bardziej zmudne,

przebiegatyby analogicznie.

Rozdzial 4-4. Strategie wyboru modelu wielomianowego.

Podczas wyboru modelu wielomianowego nalezy dopasowywaé model poprzez odejmowanie
zmiennych mniej znaczacych (procedura eliminacji wstecz oméwiong ponizej, Rozdzial 6-3), tzn. nalezy
wybor zaczgé od modelu mozliwie najpelniejszego i upraszcza¢ go do momentu, w ktorym okaze sig, iz
wszystkie pozostawione zmienne majg istotny wptyw na doktadno$¢ dopasowania si¢ linii regresji modelu do

danych empirycznych.
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Powod mozliwego problemu przy stosowaniu selekcji wprzod: Jak wspomnieliSmy poprzednio, btednym
podejsciem do wyboru zmiennych w przypadku regresji wielomianowej jest konstruowanie modelu poprzez
dodawanie zmiennych wyzszego rzedu do modelu mniej skomplikowanego.

Strategia taka (tzn. strategia selekcji wprzod), moze prowadzi¢ do wyznaczenia modelu blednego (z
wyjatkiem jej ,,ostroznego stosowania”). Strategia selekcji wprzod moze bowiem doprowadzi¢ do wybrania

modelu, w ktérym zostanie pomini¢ta istotna zmienna, czego przyczyna jest to, ze sredni kwadrat reszt MSE
sktadnika btedu modelu (bedgcy estymatorem wariancji oZ sktadnika losowego), wystepuje w mianowniku
testow czesciowych F [1]:

C[SSR(X'| X, X2, X )L
MSE(X, X?,---, X")

i 2 i-1
F, = FOX[X, X2, X 1)

, (4-4.32)

w zwiazku z czym, jesli stopien wielomianu jest za niski, prowadzi to do duzej wartosci dla MSE w pobranej
probce, a w konsekwencji do matej wartosci statystyki F, , wiec warto$¢ ta (wraz z wprowadzonym do
modelu parametrem strukturalnym dla dodanej nowej zmiennej) moze zostaé uznana za nieistotna

statystycznie.

Rozdzial 4-5. Przeprowadzenie wstepnej diagnostyki modelu.

Majac wyszczegdlniony model musimy przej$¢ do analizy modelu. Analiza modelu:
Y =0+BX +LBX,+ X +...+ X, +E, (4-5.33)
ma po pierwsze (1) przetestowa¢ model pod wzgledem jego przydatnosci do badania aktualnie dostgpnych
danych oraz po drugie (2) wypowiedzie¢ si¢ na temat jego przydatno$¢ do badania innych zbiorow danych tej
samej populacji lub populacji o podobnym charakterze. Problem (2) zostanie przedstawiony w Rozdziale 6.

Ponizej odniesmy si¢ do punktu (1).

Diagnostyka modelu sktada si¢ z nastepujacych czesci:
1. Analiza reszt:

a) analiza ogolna reszt

b) analiza wartosci ekstremalnych (skrajnych) reszt.
2. Analiza wspotliniowosci zmiennych objasniajacych.

3. Analiza skalowania.
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Ad.1a Analiza ogdlna reszt.

Doktadniejsza analize reszt klasycznego modelu regresji przedstawimy w Rozdziatach od 10 do 14.
Tytutem wprowadzenia podkre§lmy, ze do tej czeéci badania modelu przystgpujemy z zalozeniem o
normalno$ci rozktadu reszt, przy czym wartos$¢ srednia reszt wynosi 0, a wariancja jest skonczona i stata.

Ilosciowa analiza reszt polega na przeprowadzeniu testow dotyczacych:
(a) normalnosci rozktadu sktadnika losowego (np. testy zgodnosci y>—Pearsona [2], A-Kotmogorowa-

(Smirnowa) [2], [9], Rozdziaty 15-1 oraz 15-3). Waznym elementem analizy reszt jest ich analiza graficzna, w
ktorej okreslamy rozktad reszt na wykresie (w SAS’ie ,,normal probability-probability plot” dostepny w
aplikacji Analyst [10] w opcji: Solutions -> Analysis->Analyst->(i po wczytaniu danych, korzystajac z ,,Open
By SAS Name” w zaktadce File [11]) -> Statistics->Regresion->Simple->Plots->Residual).

(b) jednorodnos$ci wariancji dla sktadnika losowego dla réznych wariantéw zmiennych objasniajacych (np.

test Bartletta [9], Rozdziat 16-1-1),
(c) braku autokorelacji sktadnika losowego (np. test Durbina-Watsona [12] , Rozdziat 11-3-1).

Model uznajemy za prawidtowy, gdy po zatozeniu hipotez zerowych dotyczacych powyzszych punktow (a),

(b) i (c) i po przeprowadzeniu testow nie mamy podstaw do ich odrzucenia.
Ad.1b Analiza wartoS$ci ekstremalnych (skrajnych) reszt.

Wartosci skrajne sg to wartosci oddalone od $redniej reszt (rownej zero) o trzy lub wigcej odchylenia
standardowe. W przypadku, gdy w zbiorze danych znajduja si¢ takie wartosci nalezy sprawdzi¢ przyczyne
tych odchytek.

Jezeli przyczyna zaobserwowania skrajnej wartoSci sg bledy w rejestracji obserwacji lub ustawieniu aparatury
pomiarowej, wtedy odrzucamy taka obserwacje i do dalszej analizy przyjmujemy dane nie wykazujace takich
osobliwych zachowan. PostapilibySmy tak samo (tzn. odrzucili obserwacjg), gdyby$my mieli uprzednio
wiedze o tym, ze skrajne dane pojawity si¢ w probce na skutek zajscia zdarzen mato prawdopodobnych.

Natomiast w innych przypadkach, gdy mamy podejrzenie, ze duza odchylka (nie jest nastgpstwem btedow
pomiarowych lub wynikiem zajscia rzadkiego zdarzenia ale) jest nastgpstwem wlasnosci populacyjnych
zmiennej objasnianej, ktore sa zwigzane z zaleznoscig tej zmiennej od innych czynnikow, ktérych istnienie
zostato zlekcewazone przez badacza przy konstrukcji modelu, wtedy zaleca si¢ staranne badanie zjawiska
powstania duzych odchytek. Ich odrzucenie mogtoby bowiem prowadzi¢ do btgdnego okreslenia modelu w

populacji (tzn. pominigcia istotnych czynnikoéw).
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Ad.3 Analiza wspolliniowos$ci zmiennych objasniajacych.

Glownym wskaznikiem (sity) korelacji pomiedzy dwoma zmiennymi (w tym przypadku zmiennymi
objasniajacymi) jest kwadrat wspotczynnika korelacji R%(Xy,X), ktory w probee przyjmuje wartosé ri(Xy,Xo).
Oprocz tego oblicza sie wspotczynnik inflacji wariancji VIF, ktérego warto$¢ w probcee jest rowna:

vif = 2; . (4-5.34)
1-r°(Xy, X))
Wspbtezynniki r? oraz vif wskazuja na wystepowanie silnej korelacji (i wspotliniowosci), o ile ich wartosci
s zblizone do nastepujacych:

e r’=1 dla kwadratu wspotczynnika korelacji,

e Vif > oo dla wspotczynnika inflacji wariancji,
ktore oznaczaja zaleznosci funkcyjne pomigdzy zmiennymi X; i X,. O duzej wspotliniowosci mozemy mowic

gdy wspotczynnik vif osiggnie wartos¢ = 10.

W przypadku wigkszej liczby zmiennych okresla si¢ kwadrat wielokrotnego wspotczynnika korelacji
Rj2 = R(X{Xs,. ... X1, Xjs1...Xe), (poréwnaj (3-2-3.21)), gdzie K jest liczba zmiennych objasniajacych, oraz

korespondujacy z nim wspotczynnik inflacji wariancji (nadgcie inflacji w polskim opisie SAS’a) [1]:

VIF, = 1_1R2 , (4-5.35)

]

gdzie j = 1,2,..., k. Interpretacja tych wspotczynnikéw jest taka sama jak odpowiadajacych im

wspoétczynnikow w analizie pary zmiennych.

Oprocz tych dwoch miar wspotzaleznosci stosuje si¢ rowniez wspotczynnik tolerancji [1]:

i 1
Tolerancja ;= ——=1-R}, (4-5.36)
VIF,
gdziej=1,2,..., k.
W przypadku wspoétczynnika tolerancji, silne zalezno$ci pomiedzy czynnikami, powoduja skupienie sig¢

wartosci tolerancji wokot zera.

Ad.3-1. Zwigzek wspolczynnika inflacji wariancji z estymatorem wariancji estymatora parametru

strukturalnego modelu.

Jest jeden =zasadniczy powod, dla ktorego wystgpowanie wspoOlliniowosci pomigdzy zmiennymi

objasniajgcymi powoduje duze problemy w analizie zaleznos$ci korelacyjnej dla zmiennej objasnianej. Otéz,
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A

mozna pokazaé, ze estymatory wariancji parametrow strukturalnych f.

; sa proporcjonalne do VIF; i maja

postac [1] (poréwnaj 11-1.38):
2 .
S[,J_ =¢;-VIF; , da j=1,2 ..k, (4-5.37)

gdzie c; sa odpowiednimi wspotczynnikami zaleznymi od danych.

Im wigksza jest korelacja zmiennej X; z ktora$ z pozostalych zmiennych objasniajacych, tym blizej liniowej
wspotzaleznosci jest z nig zmienna X " Zwigzek (4-5.37) oznacza zatem, ze im blizej zmienna X jest
liniowej zalezno$ci od chociazby tylko niektorych z pozostalych zmiennych objasniajacych (zatem im

bardziej zmienna X; jest mocniej skorelowana z chociazby tylko niektorymi z pozostatych zmiennych

objasniajacych), to tym wigksza jest w probce warto$¢ VIF;, a warto§¢ wspotczynnika Rj2 blizsza jednosci i

w konsekwencji tym wicksze w probkach sa warto$ci estymatora wariancji S; . To z kolei oznacza, ze
i

rozproszenie mozliwych warto$ci estymatora parametru strukturalnego /3’ ; jest na tyle duze (a odpowiedni dla
B; przedzial ufnosci na tyle szeroki), ze gwaltownie spada jako$¢ predykcji modelu. Takg zmienng

objasniajaca nalezatoby z modelu usunac.

Na koniec rozwazmy problem przesunigcia (intercept) /3, . Przesunigcie w analizie wspotliniowosci wymaga

osobnego potraktowania. Jesli model ma postaé (4-5.33):

Y =L, +BX, + X, + S Xy +...+ B X, +E , (4-5.38)
to korzystajac np. z MNK mozemy wyznaczy¢ estymatory ,éo, ,él, ﬁAz,..., ,ék parametrow strukturalnych.

Estymator ﬂAO ma wtedy postac:

ﬁo:V_ﬂlil_ﬁZ)?Z_ﬁ3)?3_"'_ﬂkxk ' (4-5.39)
o n . : . : . N n .
gdzie Y = Zi:lYi In jest $rednig arytmetyczng w probie dla zmiennej zaleznej, a X; = Zi:lx i/n jest
$rednig arytmetycznag dla j — tej zmiennej (j = 1,2,...,k).
Z zaleznosci (4-5.39) widaé¢ wigc, ze estymator przesuni¢cia ,éo jest zalezny od pozostatych estymatorow

ﬁA’l, ﬁz,..., ,ék . Problem znika w szczeg6lnym przypadku, gdy $rednie zmiennych X; sa rowne 0, jak to ma

" Przy idealnej wspotliniowo$ci, macierz planowania X (11-1.9) nie ma pehej rangi kolumnowej (gdzie kolumny
odpowiadaja czynnikom), co pociaga za soba osobliwo$é¢ macierzy X' X, ktorej odwrotno$é wystepuje we wzorze

6§=(XTX)_1MSE, (11-1.38), na macierz wariancji-kowariancji dla estymatoréw parametréw strukturalnych

modelu. S; sa elementami na diagonalnej macierzy 6‘% .
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miejsce np. w przypadku wycentrowania (tzn. przesunigcia o ich $rednie) oryginalnych czynnikoéw (Rozdziat

6). W przypadku tym $rednia Y jest oszacowaniem przesuniecia.

Gdyby wprowadzi¢ nastgpujacy model regres;ji:
=X, +a, X, +...+ o X, +E, (4-5.40)
w ktorym | jest jednostkowa zmienng stojaca w réwnaniu (4-5.33) obok parametru przesunigcia f3,,
przyjmujaca zawsze wartosci |; = 1 (i = 1,2,...,n), wtedy mozna wprowadzi¢ wspotczynnik inflacji wariancji
dla przesunigcia, tak samo jak to uczyniono dla pozostatych zmiennych:
1

2
_RO

VIF, = (4-5.41)

gdzie R02 mozna wyliczy¢ jako kwadrat wspotczynnika korelacji wielorakiej (4-25) dla zaleznosci zmiennej |
od wszystkich zmiennych Xy, X,, ..., Xx.

Tak jak dla pozostatych estymatorow ﬂA ; otrzymujemy wtedy estymator wariancji dla przesunigcia:
S, =Co' VIR, (4-5.42)

co oznacza, ze interpretacja VIF, jest taka sama jak pozostatych VIF;.

Jednym z prostszych sposobow eliminacji wspdtliniowosci jest odpowiednie przeskalowanie danych

(miedzy innymi przez wycentrowanie i standaryzacj¢). Zagadnienie to omowiono ponize;.
Ad.4 Analiza skalowania.

Analiza ta polega na odpowiednim wyborze tak jednostek, jak i poczatku uktadu wspotrzednych dla
zmiennych mierzalnych. Np. skalowanie liniowe polega na odpowiednim przemnozeniu zmiennej przez stata
lub dodaniu statej. Przyktadem skalowania zmiennej jest przejscie od temperatury podanej w jednostkach
Fahrenheit’a do jednostek Celsjusza.

Czgsto przed skalowaniem nalezy ustali¢ rzad wielkosci warto$ci zmiennych, aby nie utraci¢ informacji

zawarte] w danych, ktérymi dysponujemy.

Ad.4-1. Centrowanie i standaryzacja. Przyktadem skalowania liniowego jest centrowanie i standaryzacja

zmiennych.

Centrowanie polega na przetransformowaniu zmiennych tak, aby nowe zmienne byly roztozone wokot zera,
tzn. aby ich warto$¢ $rednia wynosita zero. Jesli proba jest n-wymiarowa, wtedy transformacja ta wyglada

nastepujaco [1]:
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X}‘i:xji_xj’ (lub X;=Xj_xj): (4-5.43)

gdzie:
X ;- zmienna pierwotna (gdzie j = 1, 2,..., k),
X ;i - zmienna, ktora daje w probee i —ta wartos¢ (i=1,2,...,n) zmiennej X,

v/ n rr s . . . ey . .
X;= Zi=l X In - wartos¢ Srednia zmiennej wyjsciowej,

X ; - Nowa zmienna (wycentrowana) .

Standaryzacja jest okreslona nastgpujaco [1]:

X: X=X,
Zi=gt=rsh (4-5.44)
X

gdzie SXJ_ jest odchyleniem standardowym zmiennej X;.

Po tych transformacjach otrzymujemy zbiér zmiennych Zj o wartosci $redniej rownej O iodchyleniu

standardowym rownym 1, a ponadto wszystkie te zmienne sg niemianowane.

W zmiennych standaryzowanych (lagcznie ze zmienng objasniang), model regresji ma postac:
(Y, =Y) /Sy = B (Xy = X)) ISy + B3 (X = X,) 1S, 4.+ e (Xyg = X, )/ Sy +E], (4-5.45)
gdzie
Bi =B;(S;1Sy) (4-5.46)
sa tzw. standaryzowanymi wspotczynnikami regresji.
Centrowanie i1 standaryzacja jest prostym sposobem redukcji wspotzaleznosci pomigdzy zmiennymi. Jej

stosowanie zaleca si¢ w modelach wielomianowych najnizszego stopnia (jest szczegélnie skuteczna w

modelach wielomianowych stopnia nie wigkszego niz dwa).

Rozdzial 4-6. Analiza wspélliniowosci metoda warto$ci wiasnych macierzy korelacji.

Do analizy wspotzalezno$ci pomiedzy zmiennymi objasniajacymi wykorzystuje sie¢ rdéwniez warto$ci

wlasne macierzy kowariancji (lub korelacji) dla zmiennych objasnianych.

W celu wyjasnienia tej metody rozwazmy nastepujacy model:
Y=0+BX +BX,+ -+ X +E. (4-6.47)

Rozwazmy macierz kowariancji pomigdzy zmiennymi objasniajacymi X, oraz X, 1,5 =1,2,....k:
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o’(X,)  cov(X,X,) - cov(X,,X,)
cov(X,, X,)  oi(X,) - cov(X,, X,)

(4-6.48)

cov(X,,X;) cov(X,,X,) - o (X,)
przy czym zmienne te maja warto$¢ oczekiwang rowna zero E(X,)=0, r =1,2,... k. Zmienne X nie musza

by¢ pod kontrola (tak jak to jest w modelu regresji klasycznej), tzn. mg by¢ zmiennymi losowymi.

Twierdzenie (o sktadowych gtoéwnych (zasadniczych)) (Cze$¢ IV, Rozdziat 3).

Niech k-wymiarowy wektor losowy X = (Xq, Xg,u, X )T ma warto$¢ oczekiwang:

E(X)=0 (4-6.49)
oraz macierz kowariancji:
C=E(X XT). (4-6.50)
Istnieje wtedy ortogonalna liniowa transformacja:
Q=a'X (4-6.51)
taka ze:
EQQ")=A (4-6.52)
gdzie:
A4 0 - 0
Az 0 /1:2 0 (4-6.53)
0 0 - A

[Zatem kazda r-ta kolumna (r =1,2,...,k ) macierzy a=(@%,a® eyad™) ma postac:
& =l l0,....al) (4-6.54)
i jest ona kolumna wspétczynnikow liniowej kombinacji zmiennych X, X,,...,X,, gdzie

Q =(Qp,Qy ..., Qx )T sg nowymi zmiennymi losowymi.]

Wartosci A, na przekatnej macierzy A sg pierwiastkami rOwnania:

detC—-4,1)=0 (4-6.55)
(sa wiec one wartosciami wlasnymi macierzy kowariancji C ) spetniajgcymi relacje:

A=A 2..24 >0 . (4-6.56)
Kolumna r-ta macierzy a, czyli &, spetnia rownanie whasne:

(C-A1a" =0. (4-6.57)
Wektory &) tworza ortonormalny uklad wektorow, tzn.:

@MTa" =5, rr=12..k. (4-6.58)
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Sktadowa r-ta wektora Q jest nastepujaca zmienna:

Q=@ X. (4-6.59)
Liniowa kombinacja Q, ma maksymalna wariancj¢ pos$rod wszystkich kombinacji liniowych
nieskorelowanych ze zmiennymi Q;,Q ...,Q,_;. Wektor Q jest tak zwanym wektorem skladowych

gtownych (zasadniczych) wektora losowego X . (koniec twierdzenia)

Podsumowanie. Powyzsza procedura [6] zwigzana z rozwigzaniem réwnania wlasnego (C—lrl)&(r) =0,
@ %0, r=12,..k, diagonalizuje macierz kowariancji C, dajac diagonalna macierz kowariancjii A, (4-
6.53). Oznacza ona przejscie od uktadu zmiennych oryginalnych { X} do nowego uktadu zmiennych {Q, }
nazywanych glownymi sktadowymi dla zmiennych objasniajgcych [6]. Glowne sktadowe sg liniowymi
kombinacjami oryginalnych zmiennych objasniajacych i maja nastgpujace whasnosci [1]:

1. stanowig uktad nowych zmiennych objasniajacych, z taka samg informacja jaka jest zawarta w
zmiennych oryginalnych,

2. nie sg ze sobg skorelowane,

3. poniewaz zachodzi wlasno$¢ (2), wiec ich suma ma maksymalng wariancje,

4. wariancje zmiennych {Q, } sa warto$ciami wtasnymi macierzy kowariancji C [6], tzn.:

A =02(Q,) r=1,..,k, (4-6.60)

5. jesli zbior k oryginalnych zmiennych objasniajacych nie wykazuje idealnej wspltoliniowosci, to do
przekazania tej samej informacji, ktora jest zawarta w zmiennych oryginalnych potrzebnych jest
doktadnie k gtéwnych sktadowych.

Natomiast jesli np. jedna z oryginalnych zmiennych objasniajacych jest liniowa kombinacja
pozostatych, to tylko k — 1 gtéwnych sktadowych jest potrzebnych do przekazania pierwotnej
informacji.

6. liczba rownych zero (albo prawie bliskich zeru) wartosci wlasnych A, jest liczba relacji
wspotliniowosci (albo prawie idealnej wspotliniowosci) pomigdzy oryginalnymi zmiennymi
objasniajacymi.

7. im wicksza jest konkretna warto§¢ wilasna, tym istotniejsza (pod wzgledem niesionej informacji przez

zmienne objasniajace) jest zwigzana z nig gtowna sktadowa.

Znaczenie skladowych gléwnych polega na znalezieniu takich liniowych kombinacji zmiennych
wektora losowego X =(Xq, X2,...,Xk)T , ktére maja maksymalng wariancj¢ i sa z sobg nieskorelowane. W

praktycznych zastosowaniach zdarza si¢, ze liczba zmiennych branych pod uwage jest za duza. Poniewaz

istotng sprawg jest rozrzut wartosci czynnikéw, dlatego metoda sktadowych zasadniczych pozwala na
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odrzucenie tych liniowych kombinacji zmiennych wektora losowego X , ktore maja mala wariancje i na
poddanie analizie kombinacji z duza wariancja.
Pojawienie si¢ jakiej§ wartosci wlasnej rownej zero (lub bliskiej zeru) oznacza wystapienie doktadnej (lub
prawie doktadnej) wspotliniowosci pomigdzy niektérymi oryginalnymi zmiennymi objasniajagcymi, co wynika
z faktu, ze rownanie:

Ay =c?(Q,)=c%((@™)" X)=0 (4-6.61)
0znacza

@) X =c=const , (4-6.62)
czyli wlasnie wystgpienie idealnej wspotliniowosci. Sktania to do proby eliminacji (przynajmniej) jednej ze
zmiennych objasniajacych z grupy zmiennych oryginalnych {Xl,X 2,...,Xk}, jako bedacej kombinacja
liniowg pozostalych. Np. korzystajac z jednej z metod selekcji, mozna probowaé wyeliminowaé zmienne

najmniej istotne statystycznie z nadzieja, ze usuniemy rowniez zmienne zalezne liniowo od pozostatych.

Przyklad. Rozwazmy wptyw r6znych cech (np. liczba pokoi, tazienek czy lokalizacja) okreslajacych standard
mieszkania na jego cen¢ (Przyktad z Rozdziatu 6). Z cech tych metoda sktadowych gléwnych tworzy liniowe
ich kombinacje, ktore jako$ roznicuja jednostki badanej zbiorowosci mieszkan. Te z kombinacji, ktore majg
najwiekszy rozrzut warto$ci przy zmianie mieszkania, sg interesujgce. Natomiast kombinacje, ktore zmieniaja
si¢ nieznacznie od mieszkania do mieszkania, mowig mato o zmienno$ci pomi¢dzy mieszkaniami i mozna je

usuna¢ z analizy.

Indeks warunkowy i liczba warunkowa: W analizie za pomoca warto$ci wlasnych korzysta si¢ rowniez z

wielkos$ci zwanej indeksem warunkowym (Cl), ktory jest zdefiniowany nastepujaco [1]:

ﬂ“max

i
gdzie:
J - numeruje wartosci wtasne (j = 1,..., k),

A; jest j-ta warto$cia wiasna,

A

max — Maksymalna warto$¢ wlasna w modelu.

Przyjmuje si¢, ze wystgpowanie wartosci indeksu warunkowego przekraczajacej 30, oznacza wystgpowanie
bardzo silnej wspotliniowosci pomigdzy jaka$ zmienng oryginalng, a innymi zmiennymi oryginalnymi.
Rowniez w tym przypadku nalezy przej$¢ do proby wyeliminowania zmiennej najmniej istotnej statystycznie,
z nadziejg, ze wyeliminujemy zmienng zalezng liniowo od pozostatych. Najwigkszy z indeksow

warunkowych Cl; jest nazywany liczbg warunkowg CN.
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Uwaga. Podobng analiz¢ sktadowych gldéwnych mozna przeprowadzi¢ w oparciu o macierz korelacyjna:

P P2 " Pi
P e (4-6.64)
Pa P2 7 P
gdzie
= M i=1,..k;j=1,.,k, (4-6.65)

P o) a(X))
sa wspolczynnikami korelacji Pearsona. Po diagonalizacji macierzy (4-6.64) metoda sktadowych gléwnych
otrzymujemy macierz diagonalna typu A, (4-6.53), z tym, ze suma warto$ci na diagonalnej rowna jest liczbie

k zmiennych oryginalnych {Xl, X, Xy } [1]. [Macierz korelacyjna jest nie tylko miarg kierunku zalezno$ci
pomigdzy parami zmiennych, ale i(w odroznieniu od macierzy kowariancji C) miara sity zaleznosci

pomiedzy nimi.]

Zadanie: Udowodni¢ Twierdzenie o sktadowych gtownych [6].
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A.  Rozdzial 5. Przyklady analizy regresji z jednym czynnikiem.

Rozdzial 5-1. Liniowa analizy regresji. Przyklad. ,,Dochéd z biletow” (dane i wstep).

Pewne linie lotnicze otworzyly trzy nowe potaczenia. W przeciggu dziewieciu miesiecy zyski (w min

PLN) z nich uksztattowaty si¢ nastepujaco:

miesigc  dochdd Miesigc  dochod miesigc  dochdd

1 34,9 1 35 1 34,8
2 38,8 2 38,9 2 38,7
3 41,5 3 41,6 3 41,4
4 45,1 4 45,2 4 45

5 48,3 5 48,4 5 48,2
6 51,2 6 51,3 6 51,1
7 56,6 7 56,7 7 56,5
8 59,9 8 60 8 59,8
9 65,4 9 65,5 9 65,3

Znalez¢ model regresji liniowej zaleznosci dochodu linii lotniczych od miesiecy dzialalno$ci nowo otwartych

potaczen.

Do analizy stosujemy funkcje SAS’a znajdujaca si¢ w nastepujacej lokalizacji® aplikacji Analyst [10]:
Solutions->Analysis->Analyst, a nastgpnie (po wczytaniu danych, korzystajac z ,,Open By SAS Name” w
zaktadce File [11]) ->Statistics->Regression->Linear. W tym miejscu okre§lamy zmienne: obja$niang
(dochod) i objasniajaca (zmienna miesige lub jej transformacje), oraz w razie potrzeby okreslamy potrzebne

statystyki (Statistics), testy (Tests), wykresy (Plots) itp.

Raport SAS’a ma postac.
model liniowy

Procedura REG

Model: MODELL
Zmienna zalezna: dochod bilety
Wczytano obserwacii 27
Uzyto obserwacji 27

& Odpowiedni program dla liniowego modelu, wykorzystujacy procedure SAS’a REG ma postac:

proc reg data=Roboczy.Bilety;
model DOCHOD = MIESIAC / clb;

run;

quit;

Jak wida¢ zbior danych to Bilety znajdujgcy sie we (wczesniej utworzonej) bibilitece SAS’a [11] o nazwie Roboczy.
Polecenie ‘clb’ wyznacza granice (1— «)-100% -wego przedziatu ufnosci dla oszacowywanych parametrow modelu.

Elementy kodow w jezyku SAS 4GL i ich uruchamianie z okna ‘Enhanced Editor’, zostang omowione w Rozdziale 2
Czesé B.
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Analiza wariancji

St. Suma Srednia Wartosé

Zrédio SwW. kwadratow kwadratow F Pr. > F
Model 1 2455.32800 2455.32800 3038.97 <.0001
Bitad 25 20.19867 0.80795
Razem skorygowane 26 2475.52667

Pierw. bt. S$r.-kw. 0.89886 R-kwadrat 0.9918

Srednia zalezna 49.07778 Skor. R-kw. 0.9915

Wsp. zmiennosci 1.83150

Oceny parametrow

St. Ocena Biad
Zmienna Etykieta SW. parametru standardowy Warto$é t Pr. > |t]| Przedzial ufnosci 95%
Intercept Intercept 1 30.61111 0.37701 81.19 <.0001 29.83464 31.38758
miesiac miesiac 1 3.69333 0.06700 55.13 <.0001 3.55535 3.83132

Z powyzszego raportu SAS’a wynika, ze otrzymana w probce liniowa funkcja regresji Il rodzaju ma dla

rozwazanego problemu zaleznosci $redniej wartosci dochodéw od miesigca, nastepujaca postac:
Y =30,6111+ 3,6933X . (5-1.1)
Dopasowanie otrzymanego modelu do danych empirycznych charakteryzuje si¢ wysoka wartoScia

wspoltczynnika determinacji, r* = 0,9918, co oznacza, ze sila tego dopasowania jest duza, bowiem 99,18%

$redniej zmienno$ci dochoddw jest wytlumaczona zmianami miesigca.

Rozdzial 5-2. Wielomianowa analiza regresji. Przyklad. ,,Dochéd z biletow” (c.d.).

Rozwazmy dalej powyzszy przyktad zaleznosci dochodéw linii lotniczych od miesigey dziatalnosci.
Jako pierwsze analizie zostang poddane modele wielomianowe zwyczajne drugiego, trzeciego i 6smego
stopnia, nast¢pnie modele wielomianowe centrowane (tych samych stopni), a na koncu wielomian
ortogonalny 6smego stopnia. Osmy stopien wielomianu pojawia si¢ z rozwazan nad stopniem modelu

maksymalnego.

Nasz uklad danych jest nastgpujacy: Liczba wszystkich obserwacji w  probce wynosi
n =27, zmienna objasniajaca (numer miesigca) ma | = 9 poziomoéw (wariantéw) i kazdemu z nich odpowiada
taka sama liczba obserwacji zmiennej objasnianej N/l =27/9=3, zliczba replik dla kazdego wariantu

rowng N/l —-1=27/9—-1=2. Stopien wielomianu dla modelu maksymalnego jest wiec rtowny m=n—-1-r
=8, gdzier=1(n/l1—1) ==n—1= 18 jest liczba wszystkich replik.

Funkcja SAS’a pozwalajagca dokona¢ analizy znajduje w: Solutions->Analysis->Analyst, a nastepnie:
Statistics->Regression->Linear. Jest to ta sama funkcja, co w przypadku regresji liniowej, jednakze w miejsce

zmiennych objasniajacych wstawiamy wszystkie (rozwazane) zmienne badanego wielomianu okreslonego

stopnia.
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Rozdzial 5-2-1. Wielomiany zwyczajne.

Zestaw danych do analizy Przykladu ,,Dochéd z biletow” za pomocg wielomiandw zwyczajnych wyglada

nastepujaco:

dochéd  miesiac miesiac’ miesiac® miesiac’ miesiac® miesiac® miesiac’  miesiac®

34,9 1 1 1 1 1 1 1 1
38,8 2 4 8 16 32 64 128 256
41,5 3 9 27 81 243 729 2187 6561
45,1 4 16 64 256 1024 4096 16384 65536
48,3 5 25 125 625 3125 15625 78125 390625
51,2 6 36 216 1296 7776 46656 279936 1679616
56,6 7 49 343 2401 16807 117649 823543 5764801
59,9 8 64 512 4096 32768 262144 2097152 16777216
65,4 9 81 729 6561 59049 531441 4782969 43046721
35 1 1 1 1 1 1 1 1
38,9 2 4 8 16 32 64 128 256
41,6 3 9 27 81 243 729 2187 6561
45,2 4 16 64 256 1024 4096 16384 65536
48,4 5 25 125 625 3125 15625 78125 390625
51,3 6 36 216 1296 7776 46656 279936 1679616
56,7 7 49 343 2401 16807 117649 823543 5764801
60 8 64 512 4096 32768 262144 2097152 16777216
65,5 9 81 729 6561 59049 531441 4782969 43046721
34,8 1 1 1 1 1 1 1 1
38,7 2 4 8 16 32 64 128 256
41,4 3 9 27 81 243 729 2187 6561
45 4 16 64 256 1024 4096 16384 65536
48,2 5 25 125 625 3125 15625 78125 390625
51,1 6 36 216 1296 7776 46656 279936 1679616
56,5 7 49 343 2401 16807 117649 823543 5764801
59,8 8 64 512 4096 32768 262144 2097152 16777216
65,3 9 81 729 6561 59049 531441 4782969 43046721
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Rozdzial 5-2-1-1. Wielomian zwyczajny drugiego stopnia.

modele wielomianowe normalne:

Dependent Variable:

drugiego stopnia
The REG Procedure
Model: MODELL
dochod dochod

Analysis of Variance

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value
Model 2 2468.75869 1234.37935 4377.25
Error 24 6.76797 0.28200
Corrected Total 26 2475.52667
Root MSE 0.53104 R-Square 0.9973
Dependent Mean 49.07778 Adj R-Sqg 0.9970
Coeff Var 1.08203
Parameter Estimates
Parameter Standard
Variable Label DF Estimate Error t Value Pr > |t] Type
Intercept Intercept 1 32.82143 0.39012 84.13 <.0001 1996.
month month 1 2.48771 0.17913 13.89 <.0001 54
month?2 month?2 1 0.12056 0.01747 6.90 <.0001 13.
Parameter Estimates
Squared Squared
Standardized Semi-partial Partial
Variable Label DF Estimate Corr Type II Corr Type II
Intercept Intercept 1 0 . .
month month 1 0.67081 0.02197 0.88934
month?2 month?2 1 0.33334 0.00543 0.66493
Correlation of Estimates
Variable Label Intercept month
Intercept Intercept 1.0000 -0.9128
month month -0.9128 1.0000
month?2 month?2 0.8210 -0.9753

Whioski z raportu.

1. Réwnanie modelu:
Y =32,82+2,49X +0,12X?
2. Istotnos¢ statystyczna modelu:

Pr > F

<.0001

IT SS

07379

.39131

43069

month?2
0.8210

-0.9753
1.0000

(5-2-1-1.2)

Niski empiryczny poziom istotnosci p < 0.0001 oznacza, ze warto$¢ statystyki F (F = 4377.25) ,,duza na oko”,

jest faktycznie warto$cig istotnie statystycznie rézng od zera. O tym czy wartos$¢ statystyki testowej w probee

jest istotna statystycznie decyduje warto$¢ p.
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Zatem odrzucamy hipotez¢ zerows:

Ho : o niewystepowaniu ogolnej zaleznosci korelacyjnej zmiennej Y od zmiennej X w modelu

parabolicznym, czyli o nie wystepowaniu braku dopasowania w modelu, w ktorym jest jedynie parametr

przesunigeia f,, w porownaniu z modelem parabolicznym.

Powyzsza decyzja statystyczna bytaby stuszna dla kazdego poziomu istotnosci @ = p (np. dla @ = 0,05 lub @ =
0,0001).

3. Wysoka warto$é wspotczynnika determinacji (R® = 0.997) wskazuje na dobre dopasowanie modelu
parabolicznego do danych empirycznych. (Przeczytaj Uwage na koncu Rozdziatu 3-2-2.)

4. Istotnos¢ parametréw strukturalnych modelu:

Wszystkie parametry strukturalne modelu (a zatem i odpowiadajace im zmienne objasniajace) sa istotne, gdyz
z testow t przeprowadzonych przez system SAS wynika, ze empiryczny poziom istotnosci dla kazdego z
parametrow jest niski (p < 0.0001).

5. Analiza macierzy korelacji:

Otrzymana macierz korelacji estymatoréw posiada poza diagonalng duze wartosci wspotczynnikow korelacji

dla estymatorow parametrow strukturalnych. Np. dla ﬂAl oraz ,BAZ wynosi on [)[}/} =-0.9753, (11-1.39).

Implikuje to silng korelacj¢ miedzy zmiennymi objasniajagcymi, co mozna wywnioskowaé z poréwnania (4-
5.37) z (11-1.38) (pordéwnaj tekst ponizej (4-5.37) i przypis 7).

Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze model wielomianowy zwyczajny drugiego stopnia jest modelem
dobrze dopasowanym do danych empirycznych w probce, ale jego zdolno$¢ do predykcji jest niepewna ze

wzgledu na duzg korelacje pomiedzy czynnikami.

Rozdzial 5-2-1-2. Wielomian zwyczajny trzeciego stopnia.

Odpowiedni raport SAS’a ma postac:

modele wielomianowe normalne:
trzeciego stopnia

The REG Procedure
Model: MODELL
Dependent Variable: dochod dochod

Analysis of Variance

Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 3 2471.15145 823.71715 4330.18 <.0001
Error 23 4.37522 0.19023
Corrected Total 26 2475.52667

Root MSE 0.43615 R-Square 0.9982

Dependent Mean 49.07778 Adj R-Sqg 0.9980

Coeff Var 0.88869
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Parameter Estimates

Parameter Standard
Variable Label DF Estimate Error t Value Pr > |t] Type II SS
Intercept Intercept 1 31.26032 0.54444 57.42 <.0001 209.04608
month month 1 3.98259 0.44643 8.92 <.0001 5.04623
month?2 month?2 1 -0.23424 0.10106 -2.32 0.0297 0.34062
month3 month3 1 0.02365 0.00667 3.55 0.0017 0.79759
Parameter Estimates
Squared Squared
Standardized Semi-partial Partial
Variable Label DF Estimate Corr Type II Corr Type II
Intercept Intercept 1 0 . .
month month 1 1.07391 0.00612 0.99184
month?2 month?2 1 -0.64763 0.00041279 0.66493
month3 month3 1 0.59536 0.00096657 0.35354
Parameter Estimates
Variance
Variable Label DF Tolerance Inflation 95% Confidence Limits
Intercept Intercept 1 . 0 30.13406 32.38657
month month 1 0.00530 188.58826 3.05907 4.90611
month?2 month?2 1 0.00098419 1016.06133 -0.44330 -0.02517
month3 month3 1 0.00273 366.70875 0.00986 0.03745
Correlation of Estimates
Variable Label Intercept month month?2 month3
Intercept Intercept 1.0000 -0.9404 0.8689 -0.8085
month month -0.9404 1.0000 -0.9802 0.9441
month?2 month?2 0.8689 -0.9802 1.0000 -0.9899
month3 month3 -0.8085 0.9441 -0.9899 1.0000
Whioski z raportu.
1. Réwnanie modelu:
7 2 3
Y =31,26+3,98X —0,23X 2 +0,02X (5-2-1-2.3)
2. Istotnos¢ statystyczna modelu:

Niska warto$ci empirycznego poziomu istotnosci, p <0.0001, wskazuje, ze wartos¢ statystyki F = 4330.18,
jest istotnie statystycznie wigksza od zera. Oznacza to, ze model sze$cienny jest istotny statystycznie, tzn.

hipoteza zerowa:

Ho: o braku ogoélnej zalezno$ci korelacyjnej zmiennej objasnianej od tacznego wptywu wszystkich poteg

zmiennej objasniajacej, az do trzeciego stopnia wigcznie,
zostata odrzucona na kazdym poziomie istotnosci o> p, np. dla o = 0.01.
3. Wysoka warto$é¢ wspotczynnika determinacji (R? = 0.998) wskazuje na dobre dopasowanie modelu do

danych empirycznych.
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4, Istotnos$¢ parametroéw strukturalnych modelu:

A

Wszystkie wartosci b; estymatorow S,

; parametrow strukturalnych modelu (a zatem i odpowiadajgce im

A

zmienne objasniajace) sa istotne, gdyz z testow t (ze statystykami t = ﬂé ) przeprowadzonych przez
Bi

system SAS widaé, ze prawdopodobienstwo p dla kazdego z parametréw strukturalnych jest niskie, tzn.
Wynosi:
a) dla parametrow f,, 3, , p <0.0001,

b) dla parametrow f3,, 3, kolejno, p = 0.0297, p = 0.0017 (przy powszechnie przyjetych poziomach

istotno$ci o, powyzsze warto$ci p uwazane sg na ogéot za niskie, chociaz istotno$¢ wartosci b, = - 0.23424
estymatora oszacowujgcego parametr f,, dla ktoérego 0.05> p =0.0297 > 0.01, moze by¢ poddana dyskusji).

5. Analiza macierzy korelacji:

Podobnie jak dla modelu drugiego stopnia (por6éwnaj rozwazania w odpowiednim miejscu), macierz korelacji
dla estymatoréw parametréw ma poza diagonalng wysokie wartosci wspotczynnikéw korelacji, co wskazuje
na istnienie silnej korelacji (i wspotliniowosci) migdzy zmiennymi objasniajacymi. Wskazuja na to rowniez
wyjatkowo duze wartosci wspotczynnikow inflacji wariancji, np. VIF, = 188.59. Jest to sygnal, ze nalezatoby

zastosowac ortogonalizacje pierwotnych czynnikow (lub przynajmniej ich wycentrowanie) .

Model zwyczajny trzeciego stopnia wykazuje w ogdlnosci podobne cechy, co wczesniejszy model drugiego
stopnia. Jednakze rozpatrywany model nieco lepiej dopasowuje si¢ do danych empirycznych niz model

poprzedni, co wynika z wigkszej warto$ci wspotczynnika determinacji R,

Rozdzial 5-2-1-3. Wielomian zwyczajny 6smego stopnia.

Odpowiedni raport SAS’a ma postac:

modele wielomianowe normalne:
6smego stopnia

The REG Procedure
Model: MODEL1
Dependent Variable: dochod dochod

Analysis of Variance

Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 7 2474.85984 353.55141 10073.8 <.0001
Error 19 0.66683 0.03510
Corrected Total 26 2475.52667

Root MSE 0.18734 R-Square 0.9997

Dependent Mean 49.07778 Adj R-Sqg 0.9996

Coeff Var 0.38172

NOTE: Model is not full rank. Least-squares solutions for the parameters are not unique.
Some statistics will be misleading. A reported DF of 0 or B means that
the estimate is biased.
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NOTE: The following parameters have been set to 0,
combination of other variables as shown.

since the variables are a linear

month8 = - 76160 * Intercept + 198530 * month - 202281 * month2 + 107552 * month3
- 33144.3 * month4 + 6132 * month5 - 671.067 * month6 + 40 * month7
Parameter Estimates
Parameter Standard
Variable Label DF Estimate Error t Value Pr > |t] Type II SS
Intercept Intercept B -16.72222 5.62031 -2.98 0.0078 0.31069
month month B 116.49919 13.02538 8.94 <.0001 2.80753
month?2 month?2 B -99.35541 11.30634 -8.79 <.0001 2.71018
month3 month3 B 43.77085 4.90774 8.92 <.0001 2.79169
month4 month4 B -10.64252 1.17415 -9.06 <.0001 2.88339
monthb monthb B 1.44632 0.15712 9.21 <.0001 2.97389
month6 month6 B -0.10273 0.01101 -9.33 <.0001 3.05545
month?7 month?7 B 0.00297 0.00031431 9.44 <.0001 3.12591
month8 month8 0 0
Parameter Estimates
Squared Squared
Standardized Semi-partial Partial
Variable Label DF Estimate Corr Type II Corr Type II
Intercept Intercept B 0 . .
month month B 31.41415 0.00113 0.80807
month?2 month?2 B -274.70349 0.00109 0.80254
month3 month3 B 1101.72016 0.00113 0.80719
month4 month4 B -2389.81866 0.00116 0.81217
month5 month5 B 2888.93980 0.00120 0.81684
month6 month6 B -1827.19407 0.00123 0.82085
month7 month7 B 470.75129 0.00126 0.82418
month8 month8 0
Parameter Estimates
Variance
Variable Label DF Tolerance Inflation 95% Confidence Limits
Intercept Intercept B . 0 -28.48566 -4.95878
month month B 0.00000115 870148 89.23675 143.76162
month?2 month?2 B 1.450784E-8 68928233 -123.01986 -75.69096
month3 month3 B 9.29087E-10 1076325582 33.49883 54.04287
month4 month4 B 2.03942E-10 4903366270 -13.10004 -8.18500
month5 month5 B 1.4394E-10 6947357709 1.11746 1.77518
month6 month6 B 3.6969E-10 2704968417 -0.12577 -0.07968
month?7 month?7 B 5.698042E-9 175498873 0.00231 0.00362
month8 month8 0
Correlation of Estimates
Variable Label Intercept month month2 month3
Intercept Intercept 1.0000 -0.9981 0.9927 -0.9845
month month -0.9981 1.0000 -0.9981 0.9929
month?2 month?2 0.9927 -0.9981 1.0000 -0.9983
month3 month3 -0.9845 0.9929 -0.9983 1.0000
month4 month4 0.9743 -0.9852 0.9936 -0.9985
month5 month5 -0.9630 0.9759 -0.9870 0.9946
month6 month6 0.9513 -0.9658 0.9791 -0.9890
month?7 month?7 -0.9395 0.9554 -0.9704 0.9824
Correlation of Estimates
Variable Label month4 monthb5 month6 month?7
Intercept Intercept 0.9743 -0.9630 0.9513 -0.9395
month month -0.9852 0.9759 -0.9658 0.9554
month?2 month?2 0.9936 -0.9870 0.9791 -0.9704
month3 month3 -0.9985 0.9946 -0.9890 0.9824
month4 month4 1.0000 -0.9988 0.9955 -0.9910
month5 month5 -0.9988 1.0000 -0.9990 0.9964
month6 month6 0.9955 -0.9990 1.0000 -0.9992
month?7 month?7 -0.9910 0.9964 -0.9992 1.0000
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Whioski z raportu.
Z powyzszego raportu SAS’a wynika bardzo duza korelacja estymatora ﬂ; z pozostatymi estymatorami

parametréw strukturalnych. Zatem zmienna Xg jest na tyle mocno skorelowana z grupa zmiennych I, X
ze SAS wykazal numerycznie istnienie idealnej wspotliniowosci (podat nawet posta¢ liniowego zwigzku
pomigdzy czynnikami). Z tego powodu model 8-wymiarowy (nie majac pelnej rangi macierzy planowania,
Rozdziat 11), nie mogt by¢ przeliczony. Nie zostal wigc oszacowany parametr stojacy przy 6smej potedze

zmiennej X (month8). Taki model regresji nie moze zostac przyjety do analizy zaleznosci korelacyjnej.
Rozdzial 5-2-2. Wielomiany centrowane.

Zestaw danych do analizy za pomoca wielomianéw centrowanych:

miesiac dochod m_center m_center? m_center’ m_center* m center® m_center® m_center’ m_center®

1 34,9 -4 16 -64 256 -1024 4096 -16384 65536
2 38,8 -3 9 -27 81 -243 729 -2187 6561
3 41,5 -2 4 -8 16 -32 64 -128 256
4 45,1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1
5 48,3 0 0 0 0 0 0 0 0
6 51,2 1 1 1 1 1 1 1 1
7 56,6 2 4 8 16 32 64 128 256
8 59,9 3 9 27 81 243 729 2187 6561
9 65,4 4 16 64 256 1024 4096 16384 65536
1 35 -4 16 -64 256 -1024 4096 -16384 65536
2 38,9 -3 9 -27 81 -243 729 -2187 6561
3 41,6 -2 4 -8 16 -32 64 -128 256
4 45,2 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1
5 48,4 0 0 0 0 0 0 0 0
6 51,3 1 1 1 1 1 1 1 1
7 56,7 2 4 8 16 32 64 128 256
8 60 3 9 27 81 243 729 2187 6561
9 65,5 4 16 64 256 1024 4096 16384 65536
1 34,8 -4 16 -64 256 -1024 4096 -16384 65536
2 38,7 -3 9 -27 81 -243 729 -2187 6561
3 41,4 -2 4 -8 16 -32 64 -128 256
4 45 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1
5 48,2 0 0 0 0 0 0 0 0
6 51,1 1 1 1 1 1 1 1 1
7 56,5 2 4 8 16 32 64 128 256
8 59,8 3 9 27 81 243 729 2187 6561
9 65,3 4 16 64 256 1024 4096 16384 65536
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Rozdzial 5-2-2-1. Wielomian centrowany drugiego stopnia.

Odpowiedni raport SAS’a ma postaé:

wielomiany centrowane
drugiego stopnia

The REG Procedure
Model: MODELL
Dependent Variable: dochod dochod

Analysis of Variance

Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 2 2468.75869 1234.37935 4377.25 <.0001
Error 24 6.76797 0.28200
Corrected Total 26 2475.52667

Root MSE 0.53104 R-Square 0.9973

Dependent Mean 49.07778 Adj R-Sqg 0.9970

Coeff Var 1.08203

Parameter Estimates

Parameter Standard
Variable Label DF Estimate Error t Value Pr > |t]| Type I SS
Intercept Intercept 1 48.27403 0.15495 311.55 <.0001 65033
m_center m_center 1 3.69333 0.03958 93.31 <.0001 2455.32800
m center2 m center?2 1 0.12056 0.01747 6.90 <.0001 13.43069
Parameter Estimates
Squared Squared Squared
Standardized Semi-partial Partial Semi-partial
Variable Label DF Estimate Corr Type I Corr Type I Corr Type II
Intercept Intercept 1 0 . . .
m_center m_center 1 0.99591 0.99184 0.99184 0.99184
m_center2 m center2 1 0.07366 0.00543 0.66493 0.00543
Parameter Estimates
Variance
Variable Label DF Tolerance Inflation 95% Confidence Limits
Intercept Intercept 1 . 0 47.95423 48.59382
m _center m_center 1 1.00000 1.00000 3.61164 3.77502
m_center2 m center?2 1 1.00000 1.00000 0.08451 0.15662
Correlation of Estimates
Variable Label Intercept m_center m_center?2
Intercept Intercept 1.0000 0.0000 -0.7516
m_center m_center 0.0000 1.0000 0.0000
m center?2 m _center?2 -0.7516 0.0000 1.0000

Whioski z raportu.

Poniewaz opis tych wnioskow jest bardzo podobny do opisu dla wielomianow drugiego i trzeciego
stopnia dla czynnikoéw niewycentrowanych, dlatego podamy skrécong jego postac:

1. Rownanie modelu:

Y =48,27 +3,69X +012X 2 (5-2-2-1.4)
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2. Istotno$¢ statystyczna modelu:
Niska warto$ci empirycznego poziomu istotnosci, p <0.0001, wskazuje, Ze warto$¢ statystyki
F =4377.25 jest istotnie statystycznie wigksza od zera. Oznacza to istotno$¢ statystyczng modelu i
odrzucenie hipotezy zerowej o braku ogolnej zaleznosci korelacyjnej dochodow od dla zmiennych
wycentrowanych X i X2.

3. Wysoka warto§¢ wspotezynnika determinacji (R® = 0.997) wskazuje na dobre dopasowanie modelu do
danych empirycznych.

4. Istotno$¢ parametrow strukturalnych modelu:
Wszystkie parametry strukturalne modelu (a zatem i odpowiadajgce im zmienne objasniajace) sg istotne,
gdyz z testu t przeprowadzonego przez system SAS, empiryczny poziom istotnosci p, dla kazdego z
parametroéw jest niski (p < 0.0001).

5. Analiza macierzy korelacji:
Macierz korelacji wskazuje na redukcj¢ (w pordwnaniu z przypadkiem zmiennych zwyczajnych) korelacji
pomigdzy estymatorami parametrow strukturalnych. W szczegdlnosci, korelacje pomigdzy estymatorami
parametréw stojacych przy pierwszym i drugim stopniu zmiennej wycentrowanej (tzn. nie uwzglgdniajac
estymatora wyrazu wolnego) wykazuja absolutny jej brak. Korelacja pomiedzy czynnikami

wycentrowanymi jest wiec mniejsza niz pomiedzy czynnikami zwyczajnymi.

Z przeprowadzonych obliczen wynika, ze centrowany, wielomianowy model drugiego stopnia jest
modelem rownie dobrze dopasowanym, co model wielomianowy zwyczajny tego samego stopnia (tzn.
wartoéci statystyki F, oraz warto$¢ wspotczynnika R? sa identyczne dla obu modeli — co wynika z tego, ze
sa one niezmiennicze ze wzgledu na liniowe transformacje). Jednakze, z powodu braku korelacji
pomigdzy zmiennymi objasniajacymi, jego zdolnos¢ do predykcji jest duzo wigksza niz modelu

wielomianowego zwyczajnego.

Rozdzial 5-2-2-2. Wielomian centrowany trzeciego stopnia.

Odpowiedni raport SAS’a ma postac:

wielomiany centrowane
trzeciego stopnia

The REG Procedure
Model: MODEL1
Dependent Variable: dochod dochod

Analysis of Variance

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 3 2471.15145 823.71715 4330.18 <.0001
Error 23 4.37522 0.19023
Corrected Total 26 2475.52667
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Root MSE 0.43615 R-Square 0.9982
Dependent Mean 49.07778 Adj R-Sqg 0.9980
Coeff Var 0.88869

Parameter Estimates

Parameter Standard
Variable Label DF Estimate Error t Value Pr > |t]| Type I SS
Intercept Intercept 1 48.27403 0.12726 379.33 <.0001 65033
m center m center 1 3.41423 0.08515 40.10 <.0001 2455.32800
m _center2 m center2 1 0.12056 0.01435 8.40 <.0001 13.43069
m center3 m center3 1 0.02365 0.00667 3.55 0.0017 2.39276
Parameter Estimates 2471.15145
Squared Squared Squared
Standardized Semi-partial Partial Semi-partial
Variable Label DF Estimate Corr Type I Corr Type I Corr Type II
Intercept Intercept 1 0 . . .
m_center m_center 1 0.92065 0.99184 0.99184 0.12355
m center2 m center2 1 0.07366 0.00543 0.66493 0.00543
m center3 m center3 1 0.08143 0.00096657 0.35354 0.00096657
Parameter Estimates
Variance
Variable Label DF Tolerance Inflation 95% Confidence Limits
Intercept Intercept 1 . 0 48.01077 48.53729
m center m center 1 0.14577 6.86027 3.23809 3.59037
m center2 m center2 1 1.00000 1.00000 0.09088 0.15024
m _center3 m center3 1 0.14577 6.86027 0.00986 0.03745

Correlation of Estimates

Variable Label Intercept m_center m_center? m_center3
Intercept Intercept 1.0000 0.0000 -0.7516 0.0000
m_center m_center 0.0000 1.0000 0.0000 -0.9242
m_center? m_center? -0.7516 0.0000 1.0000 0.0000
m_center3 m_center3 0.0000 -0.9242 0.0000 1.0000

Whioski z raportu.

1. Rownanie modelu:
Y = 48,27 +3,41X + 012X 2 +0,02X ® (5-2-2-2.5)
2. Istotnos¢ statystyczna modelu:
Niski poziom istotnosci, p < 0.0001, oznacza, ze wartos$¢ statystyki F = 4330.18 jest istotnie statystycznie
rozna od zera, co wskazuje na istotno$¢ statystyczna badanego modelu sze$ciennego ze zmiennymi

wycentrowanymi.

3. Wysoka warto$é¢ wspotczynnika determinacji (R* = 0.998) wskazuje na dobre dopasowanie modelu do
danych empirycznych.

4. Istotnos¢ parametrow strukturalnych modelu:
Wszystkie parametry strukturalne modelu (a zatem i1 odpowiadajace im zmienne objasniajgce) sg istotne,
gdyz z testu t wykonanego przez system SAS widaé, ze empiryczne poziomy istotnosci p dla kazdego

z parametrow sa niskie:

a) dla parametrow S, 4, 3, , p < 0.0001,
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b) dla parametru f,, p = 0.0017 (co przy powszechnie przyjetych poziomach istotnosci, uwazane jest

zazwyczaj za warto§¢ matg).
5. Analiza macierzy korelacji:
Macierz korelacji wskazuje w dalszym ciggu na mata korelacj¢ pomiedzy estymatorami parametrow
strukturalnych, a w zwigzku z tym korelacja (i wspolliniowo$¢) pomigdzy odpowiednimi zmiennymi
objasniajgcymi jest rowniez mata. Jednakze w modelu tym wida¢ juz, ze skuteczno$¢ wycentrowania

zmiennych spada wraz z dodawaniem kolejnych stopni zmiennej X. Np. wartos¢ wspotczynnika korelacji

pomigdzy estymatorem Bz i ,33 jest duza i w pobranej probce wynosi - 0.9242. Oznacza to, ze

nalezatoby postuzy¢ si¢ lepsza technika usuwania wspotliniowosci, a mianowicie omowiong powyzej

metodg ortogonalizacji.

Sprawdzmy jeszcze czy rozszerzenie modelu ze zmiennymi wycentrowanymi X oraz X 2do modelu
ze zmiennymi wycentrowanymi X, X2, X3 jest statystycznie istotne z punktu widzenia lepszego
dopasowania si¢ linii regresji do danych empirycznych. Zgodnie z (5-8) musimy wyznaczy¢é warto$¢

statystyki czgsciowej Fj, obserwowanej (obs) w probce.
Korzystajac z powyzszych dwdch raportéw (obecnego i w Rozdziale 5.4), mamy:

(SSR(k'=k+1=3) - SSR(k:z))/l _ SSdodanejzmiennejll (5-2-2-2.6)

MSE(k':k+l:3) MSE(k':k+l:3)

obs 3 2
F2 = F(XFX, X?) =

_ (2471,15145 — 2468,75869) /1
019023

=12,57825~12,6 .

Poniewaz powyzsza statystyka czeSciowa ma, przy prawdziwosci hipotezy zerowej o nieistotnosci
rozszerzenia, rozktad F-Snedecora z liczba stopni swobody licznika rowna k’ - k = 3 - 2 = 1, a mianownika
réwna n-1-3=23, zatem empiryczny poziom istotnosci wynosi (rachunek w Excel’u):

p=P(F° >126)=0,0017 . (5-2-2-2.7)
Mozemy zatem stwierdzié, ze rozszerzenie modelu parabolicznego do szeSciennego jest istotne statystycznie z
punktu widzenia poprawy doktadnosci dopasowania si¢ linii regresji do danych empirycznych (na kazdym

poziomie istotno$ci o > p =0,0017).

Zauwazmy rowniez, ze wartos¢ statystyki t — Studenta zwigzana z weryfikacja w modelu sze$ciennym

obs __

hipotezy Ho: S, =0, wynosi w probce zgodnie z raportem t = 3,55. Otrzymujemy wigc, ze (1) = Fo>* =
12,6 oraz (z raportu) p = P(t°” >3,55) = 0,0017, czyli tyle samo co dla powyzszego testu Fy, tak jak to

powinno by¢ dla tego testu statystycznego ze zmienng X 3 dodang na koncu [1].
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Rozdzial 5-2-2-3. Wielomian centrowany 6smego stopnia.

Odpowiedni raport SAS’a ma postac:

wielomiany centrowane

6smego stopnia
The REG Procedure
Model: MODELL
Dependent Variable: dochod

Analysis of Variance

dochod

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 8 2475.34667 309.41833 30941.8 <.0001
Error 18 0.18000 0.01000
Corrected Total 26 2475.52667
Root MSE 0.10000 R-Square 0.9999
Dependent Mean 49.07778 Adj R-Sg 0.9999
Coeff Var 0.20376
Parameter Estimates
Parameter Standard
Variable Label DF Estimate Error t Value Pr > |[t] Type I SS
Intercept Intercept 1 48.30000 0.05774 836.58 <.0001 65033
m_center m_center 1 2.55488 0.06740 37.90 <.0001 2455.32800
m center2 m center2 1 -0.36664 0.10531 -3.48 0.0027 13.43069
m center3 m center3 1 0.57035 0.03391 16.82 <.0001 2.39276
m_center4d m_centerd 1 0.24720 0.04010 6.16 <.0001 0.19818
m_center5 m_centerd 1 -0.07819 0.00453 -17.24 <.0001 0.17333
m _center6 m center6 1 -0.03170 0.00471 -6.74 <.0001 0.21097
m_center7 m_center? 1 0.00297 0.00016777 17.68 <.0001 3.12591
m center8 m center$8 1 0.00113 0.00016245 6.98 <.0001 0.48683
Parameter Estimates
Squared Squared Squared
Standardized Semi-partial Partial Semi-partial
Variable Label DF Estimate Corr Type I Corr Type I Corr Type II
Intercept Intercept 1 0 . . .
m_center m_center 1 0.68893 0.99184 0.99184 0.00580
m_center2 m center?2 1 -0.22400 0.00543 0.66493 0.00004896
m _center3 m center3 1 1.96352 0.00096657 0.35354 0.00114
m_center4d m center4 1 2.56749 0.00008005 0.04530 0.00015351
m_center5 m centerb 1 -4.05336 0.00007002 0.04150 0.00120
m center6 m center6 1 -5.40620 0.00008522 0.05269 0.00018330
m_center7 m center?’ 1 2.41391 0.00126 0.82418 0.00126
m _center8 m center8 1 3.14406 0.00019666 0.73007 0.00019666
Parameter Estimates
Variance
Variable Label DF Tolerance Inflation 95% Confidence Limits
Intercept Intercept 1 . 0 48.17870 48.42130
m center m_center 1 0.01223 81.77568 2.41327 2.69649
m _center2 m center2 1 0.00097588 1024.71375 -0.58788 -0.14539
m center3 m center3 1 0.00029644 3373.39253 0.49911 0.64159
m_center4d m_center4 1 0.00002329 42942 0.16296 0.33145
m_center5 m centerb 1 0.00007311 13678 -0.08772 -0.06867
m_center6 m center6 1 0.00000627 159448 -0.04159 -0.02181
m _center7 m center? 1 0.00021670 4614.58071 0.00261 0.00332
m center8 m center8 1 0.00001989 50266 0.00079215 0.00147
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Correlation of Estimates

Variable Label Intercept m_center m_center?2 m_center3 m_center4
Intercept Intercept 1.0000 0.0000 -0.7805 0.0000 0.6824
m_center m_center 0.0000 1.0000 0.0000 -0.9334 0.0000
m_center2 m_center2 -0.7805 0.0000 1.0000 0.0000 -0.9794
m _center3 m center3 0.0000 -0.9334 0.0000 1.0000 0.0000
m center4d m centerd 0.6824 0.0000 -0.9794 0.0000 1.0000
m_center5 m_centerb 0.0000 0.8708 0.0000 -0.9867 0.0000
m_center6 m_center6 -0.6390 0.0000 0.9572 0.0000 -0.9955
m _center7 m center? 0.0000 -0.8324 0.0000 0.9691 0.0000
m _center8 m center8 0.6170 0.0000 -0.9426 0.0000 0.9896
Correlation of Estimates
Variable Label m_centerb m_center6 m_center?’ m _center8
Intercept Intercept 0.0000 -0.6390 0.0000 0.6170
m_center m_center 0.8708 0.0000 -0.8324 0.0000
m _centerZ2 m center2 0.0000 0.9572 0.0000 -0.9426
m center3 m center3 -0.9867 0.0000 0.9691 0.0000
m center4d m centerid 0.0000 -0.9955 0.0000 0.9896
m _center5 m centerb 1.0000 0.0000 -0.9961 0.0000
m _center6 m center6 0.0000 1.0000 0.0000 -0.9987
m center7 m center? -0.9961 0.0000 1.0000 0.0000
m center8 m center$8 0.0000 -0.9987 0.0000 1.0000

Whioski z raportu.

1. Rownanie modelu:

Y =48,30+2,555X —0,367 X 2 +0,570 X ° +0,247 X * —0,078 X °* —0,032 X ® +0,003X 7 +0,247 X ®
(5-2-2-3.8)

Istotnos¢ statystyczna modelu:

Niska warto$¢ empirycznego poziomu istotnosci p < 0.000loznacza, ze warto$¢ statystyki F =30941,8

jest istotna statystycznie, co wskazuje na istotno$¢ ogolnej zaleznosci korelacyjnej w modelu.

Wysoka warto§¢ wspolczynnika determinacji (R = 0.9999) wskazuje na bardzo dobre dopasowanie

modelu do danych empirycznych.

Istotnos¢ parametrow strukturalnych modelu:

Wszystkie parametry strukturalne modelu (a zatem i odpowiadajace im zmienne objasniajace) sg istotne,

gdyz z testu t przeprowadzonego przez system SAS widaé, ze empiryczny poziom istotnosci p dla

kazdego z parametrow jest niski:

a) dla wigkszo$ci parametrow strukturalnych p < 0.0001,

b) dla parametru f,, p =0.0027 (co przy powszechnie przyjetych poziomach istotnosci uwazane jest
ciggle za niewiele).

Analiza macierzy korelacji:

Z analizy macierzy korelacji wynika, iz w modelach wielomianowych centrowanych, wraz ze wzrostem

stopnia wielomianu, zmienne sg coraz to czesciej mocno skorelowane. Jest to wyraz skutecznosci

centrowania jedynie w modelach z niskim stopniem wielomianu.
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Rozdzial 5-2-3. Wielomian ortogonalny 6smego stopnia.

Odpowiedni raport SAS’a ma postac:

Variab

Interc
Xortnl
Xortn2
Xortn3
Xortn4
Xortnb
Xortné
Xortn7
Xortn8

Varia

Inter
Xortn
Xortn
Xortn
Xortn
Xortn
Xortn
Xortn
Xortn

Source

Model
Error

Corrected Total

le Label

ept Interc
Xortnl
Xortn2
Xortn3
Xortn4
Xortnb
Xortné
Xortn7
Xortn8

ble Label

cept Inter
1 Xortn
2 Xortn
3 Xortn
4 Xortn
5 Xortn
6 Xortn
7 Xortn
8 Xortn

Variable

Intercept
Xortnl
Xortn2
Xortn3
Xortn4
Xortnb
Xortno
Xortn7
Xortn8

Dependent Variable:

wielomian

6smego stopni

The REG Proced
Model: MODEL

ortogonalny

a

ure
1

Analysis of Variance

dochod dochod

Sum of Mean
DF Squares Square F Value Pr > F
8 2475.34667 309.41833 30941.8 <.0001
18 0.18000 0.01000
26 2475.52667
Root MSE 0.10000 R-Square 0.9999
Dependent Mean 49.07778 Adj R-Sqg 0.9999
Coeff Var 0.20376
Parameter Estimates
Parameter Standard
DF Estimate Error t Value Pr > |t]| Type I SS
ept 1 49.07778 0.01925 2550.16 <.0001 65033
1 28.60844 0.05774 495.51 <.0001 2455.32800
1 2.11587 0.05774 36.65 <.0001 13.43069
1 0.89308 0.05774 15.47 <.0001 2.39276
1 -0.25702 0.05774 -4.45 0.0003 0.19818
1 0.24037 0.05774 4.16 0.0006 0.17333
1 0.26519 0.05774 4.59 0.0002 0.21097
1 1.02077 0.05774 17.68 <.0001 3.12591
1 0.40283 0.05774 6.98 <.0001 0.48683
Parameter Estimates
Squared Squared Squared
Standardized Semi-partial Partial Semi-partial
DF Estimate Corr Type I Corr Type I Corr Type II
cept 1 0 . . .
1 1 0.99591 0.99184 0.99184 0.99184
2 1 0.07366 0.00543 0.66493 0.00543
3 1 0.03109 0.00096657 0.35354 0.00096657
4 1 -0.00895 0.00008005 0.04530 0.00008005
5 1 0.00837 0.00007002 0.04150 0.00007002
6 1 0.00923 0.00008522 0.05269 0.00008522
7 1 0.03553 0.00126 0.82418 0.00126
8 1 0.01402 0.00019666 0.73007 0.00019666
Parameter Estimates
Variance
Label DF Tolerance Inflation 95% Confidence Limits
Intercept 1 . 0 49.03735 49.11821
Xortnl 1 1.00000 1.00000 28.48714 28.72973
Xortn2 1 1.00000 1.00000 1.99457 2.23716
Xortn3 1 1.00000 1.00000 0.77178 1.01437
Xortn4 1 1.00000 1.00000 -0.37832 -0.13572
Xortnb 1 1.00000 1.00000 0.11907 0.36167
Xortné 1 1.00000 1.00000 0.14389 0.38648
Xortn7 1 1.00000 1.00000 0.89947 1.14207
Xortn8 1 1.00000 1.00000 0.28154 0.52413
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Correlation of Estimates

Variable Label Intercept Xortnl Xortn2 Xortn3 Xortnd
Intercept Intercept 1.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000
Xortnl Xortnl 0.0000 1.0000 -0.0000 0.0000 -0.0000
Xortn2 Xortn2 -0.0000 -0.0000 1.0000 0.0000 -0.0000
Xortn3 Xortn3 -0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 0.0000
Xortn4 Xortn4 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000 1.0000
Xortnb Xortnb 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000
Xortné Xortné 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000
Xortn7 Xortn7 -0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000
Xortn8 Xortn8 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000

Correlation of Estimates

Variable Label Xortnb Xortné Xortn7 Xortn8
Intercept Intercept 0.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000
Xortnl Xortnl 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Xortn2 Xortn2 0.0000 -0.0000 -0.0000 0.0000
Xortn3 Xortn3 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000
Xortn4 Xortn4 -0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000
Xortnb Xortnb 1.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000
Xortné Xortné 0.0000 1.0000 0.0000 0.0000
Xortn7 Xortn7 -0.0000 0.0000 1.0000 0.0000
Xortn8 Xortn8 -0.0000 0.0000 0.0000 1.0000

Uwaga. W powyzszym raporcie widac, ze wartosci standardowych bledow ocen wartosci standardowych
wspotczynnikow regresji sq rowne.

Whioski z raportu.

1. Rownanie modelu:

Y =49,08+28,61X +212X%+089X° 0,26 X * +0,24X°+0,27 X ° +1,02X " +0,40X (5-2-3.9)
2. Istotnosc statystyczna modelu:
Niski empiryczny poziom istotnosci p < 0.0001 wskazuje, ze warto$¢ statystyki F = 30941,8
jest istotna statystycznie, co wskazuje na istotno$¢ ogolnej zaleznosci korelacyjnej w modelu.
3. Wysoka wartos¢ wspolczynnika determinacji (R? = 0.9999) wskazuje na bardzo dobre dopasowanie
modelu do danych empirycznych.
4. Istotno$¢ parametrow strukturalnych modelu:
Wszystkie parametry strukturalne modelu (a zatem i odpowiadajgce im zmienne objasniajace)
sg istotne, gdyz z testu t przeprowadzonego przez system SAS widaé, ze empiryczny poziom
istotnosci p dla kazdego z parametrow jest niski:
a) dla wigkszo$ci parametrow p < 0.0001,
b) dla parametrow f,, fc, s otrzymujemy odpowiednio: p = 0,0003, p = 0,0006, p =
0,0002 (ktore to wartosci przy powszechnie przyjetych poziomach istotnosci o, uwazane
sg za niskie).
5. Analiza macierzy korelacji:
Macierz korelacji wskazuje na brak wspodtzaleznosci pomiedzy estymatorami parametrow
strukturalnych, a zatem réwniez na brak korelacji (i wspotliniowosci) zortogonalizowanych

zmiennych objasniajacych.
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Powyzej, przy okazji testowania istotnosci rozszerzenia modelu parabolicznego do szeSciennego
stwierdzili$my, ze (na kazdym poziomie istotnosci o > p =0,0017 ) rozszerzenie modelu parabolicznego do
sze$ciennego jest istotne statystycznie z punktu widzenia poprawy dokladno$ci dopasowania si¢ linii regresji
do danych empirycznych.

Gdyby jednak przyjac¢ poziom istotnosci & < p =0,0017 (np. a = 0,001), wtedy rozszerzenie to nie bytoby
istotne statystycznie. Uczynmy tak chociazby dla celow zaprezentowania testu o niewystepowaniu braku
dopasowania. Zatem, chociaz przy prawdziwo$ci hipotezy zerowej o nieistotnos$ci rozszerzenia modelu
parabolicznego do szesciennego, prawdopodobienistwo pojawienia si¢ w probee tak duzej fluktuacji (tzn. tak
duzej wartosci licznika statystyki czgsciowej (5-2-2-2.6)) dla ktorej p =0,0017, nie jest duze, to
przyjmijmy, ze jest to wynik nieistotny statystycznie. Zdecydujemy si¢ wiec na wniosek, ze nie bylo podstaw

do odrzucenia modelu parabolicznego.

Pozostaje sprawdzenie, czy w modelu parabolicznym nie ma braku dopasowania funkcji regresji do
danych empirycznych w poréwnaniu z modelem maksymalnego, 6smego stopnia. Cate wnioskowanie

przeprowadzmy na wybranym powyzej poziomie istotnosci a = 0,001.

Warto$¢ testowej statystyki czesciowej F, w probce wyliczamy ze wzoru (4-1-2-3.15) korzystajac z raportow

dla modeli z wielomianami drugiego i 6smego stopnia. Obserwowana warto$¢ jest rOwna:
b 3 8 2
F2 = F(X?,--, X®|X, X?)

CISSR (X, X2, X%,..., X®) -SSR (X, X 2)}/df o

5-2-3.10
SSE(X, X2, X3, ..., X®)/df . ( )

_ MS,..  (2475,34667 — 2468,75869) /(8 2)

=109,79967 .
MS .. 0,01000

Przypomnijmy, ze zaden model nie da mniejszej wartosci sredniego kwadratu dla reszt, czyli MSpe (dla tzw.

czystego btedu), niz model maksymalny.

Poniewaz przy prawdziwosci hipotezy zerowej o nie wystepowaniu braku dopasowania w modelu drugiego
stopnia, powyzsza statystyka F, ma rozklad F-Snedecora z liczbami stopni swobody licznika

df or =8—-2=6 oraz mianownika dfpg =n—-1-8=18, zatem (korzystajac z programu Excel) wyznaczmy
empiryczny —poziom istotnosci  p=P(F, > FF?bS =109,8)~3,49x10 . Jest to wyjatkowo male
prawdopodobiefistwo. Zatem, na kazdym poziomie istotnosci o> p~3,49x10"" (wicc réwniez dla
a =0,001), hipoteza o nie wystepowaniu braku dopasowania w modelu parabolicznym zostaje odrzucona,

co oznacza, ze istniejg zmienne wyzszego stopnia niz 2, ktérych dodanie do grona zmiennych objasniajacych

W sposéb istotny statystycznie poprawitoby dopasowanie funkcji regresji modelu do danych empirycznych.
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W samej rzeczy, korzystajac z metody eliminacji wstecz (Rozdzial 6-3) dla modelu z wielomianem 6smego
stopnia dla zmiennych ortonormalnych, mozna by si¢ przekonaé, ze warto$ci wszystkich estymatorow
parametréw strukturalnych sa w pobranej probce istotne statystycznie na kazdym poziomie istotno$ci

a > 0,001 . Oznacza to, ze model, ktory nalezatoby zastosowac, jest modelem 6smego stopnia.

Rozdzial 5-3. Ogolne wnioski z przeprowadzonej analizy regresji wielomianowej.

Wyniki przeprowadzonej analizy pozwalajg na stwierdzenie, iz najlepsze rezultaty daje zastosowanie
modeli wielomianowych ortogonalnych ze wzgledu na brak korelacji pomigdzy zmiennymi objasniajgcymi.
Modele te nie tylko daja takie samo dopasowanie si¢ funkcji regresji I1- rodzaju do danych empirycznych jak
modele ze zmiennymi zwyczajnymi, ale ze wzgledu na brak wspoélliniowosci pomigedzy zmiennymi,
otrzymane np. 95%-owe przedziaty ufnosci (95% Confidence Limits w raportach SAS’a) dla parametréw
strukturalnych, sa wezsze niz w modelach tego samego stopnia ze zmiennymi zwyczajnymi. Wezszy przedziat
ufnoéci dla parametru strukturalnego oznacza mniejsze rozproszenie mozliwych wartosci estymatora
parametru strukturalnego w probkach, a co za tym idzie lepsza zdolno$¢ modelu do predykcji wartosci
zmiennej objasniane;.

Drugimi w kolejnosci sa modele centrowane, ktore chociaz tylko czesciowo skuteczne w usuwaniu korelacji
czynnikow, majg jednak pewng zalet¢ w porownaniu ze zmiennymi zortogonalizowanymi. Otdz, poniewaz ich
uzycie oznacza jedynie przesuni¢cie poczatku uktadu wspodtrzednych, wigec sa one znacznie tatwiejsze w

praktycznym zastosowaniu modelu.

A Rozdzial 6: Wybor najlepszego modelu regresji.

Wybdér modelu regresji moze byé podporzadkowany jednemu z dwoch celéow. Pierwszy z nich
wyznacza jako priorytet doktadno$¢ predykcji zmiennej objasnianej, drugi cel to otrzymanie modelu z jak

najistotniejszymi wspolczynnikami regres;ji.

Aby wybra¢ najlepsze rownanie regresji nalezy wykona¢ nastepujace kroki [1]:
okres$li¢ maksymalny model regresji.

okresli¢ kryterium wyboru modelu.

okresli¢ strategie wyboru zmiennych do modelu.

przeprowadzi¢ analiz¢ modelu.

A N

oszacowac¢ wiarygodnos¢ wybranego modelu.
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Rozdzial 6-1. Krok 1. Okre$lenie maksymalnego modelu regresji.

Maksymalny model definiujemy jako model, ktory zawiera najwicksza liczbe zmiennych
objasniajacych, wykorzystywanych w selekcji modelu. Wszystkie inne modele mogg zostaé utworzone
poprzez usuwanie zmiennych z modelu maksymalnego. Modele z usunigtymi zmiennymi nazywamy
modelami ograniczonymi (zredukowanymi).

Przyjmijmy, ze model maksymalny zawiera m-zmiennych, oraz ze modele ograniczone zawieraja b < m
zmiennych.

Model maksymalny powinien by¢ wybierany w taki sposob, aby zawieral mozliwie jak najwiecej informacji,
powinien by¢ bardzo rozbudowany, aby unikna¢ mozliwosci popetienia btedu drugiego rodzaju, tzn.

pominigcia istotnej zmiennej, co mialoby miejsce, gdyby odpowiednia hipoteza zerowa f; =0 nie zostata

odrzucona pomimo jej falszywosci.

Model maksymalny powinien zawiera¢ [1]:

1. wszystkie podstawowe mozliwe zmienne objasniajace,

2. zmienne podstawowe wyzszego rzedu ( X 2 0X3,.. D,

3. rozne transformacje zmiennych np. logX, 1/X,

4. interakcje pomigdzy zmiennymi, zawierajgce dwukierunkowe i wyzszego rzedu wspoétzaleznosci,
Model ten zawiera bardzo duzo informacji. Jednak stosowanie modelu z takim zestawem zmiennych, stwarza
nie tylko trudnosci ze wzgledu na jego rozbudowang forme, ale powoduje rdwniez mozliwos¢ wystapienia
wspotzalezno$ci migdzy zmiennymi objasniajacymi. Problemy te sa dla nas jednak drugorzedne z tego
powodu, iz model ten ma jedynie postuzy¢ do wyboru modelu najlepszego tzn. takiego, ktory bedzie zawierat
mozliwie jak najwiecej informacji i jednoczes$nie bedzie posiadat mozliwie najprostsza strukture.

Mozna by postulowaé¢ wybor modelu maksymalnego, ktory posiadatby mniejszg liczbe zmiennych
tzn. tylko takich zmiennych, ktore sa wedtug badacza istotne. Zatem w praktyce model maksymalny nie jest
np. modelem z mozliwym najwigkszym stopniem wystepujacych zmiennych, a zwrot ,,model maksymalny”
stanowi okreslenie modelu uznanego za pierwotny wobec potem nastgpujacej selekcji. Jednak takie podejscie

musi by¢, ze wzgledu na mozliwo$¢ pominigcie istotnej zmiennej, stosowane bardzo ostroznie.
Rozdzial 6-2. Krok 2. OkreSlenie kryterium wyboru modelu.

W wyborze najlepszego modelu pomagaja tzw. kryteria selekcji. Wybrane kryterium moze by¢
stosowane do poréwnywania modeli kandydujacych w celu wyboru najlepszego modelu. Kryteriow oceny
modeli moze by¢ wiele i w dalszej czgSci zostang opisane cztery najpopularniejsze. Oczywiscie wybor
modelu, ktory bylby najlepszym modelem pod katem wszystkich kryteriow, jest mato prawdopodobne.

Dlatego tez doboru modelu powinno si¢ dokonywac ze wzgledu na konkretne kryterium.
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Obrane kryterium powinno sie wigzac¢ z celem analizy, np. w przypadku, gdy zalezy nam na dokladnosci
predykcji, kryterium selekcji powinno by¢ nieco liberalne, aby unikngé ,,przywigzania” do ktorej$ ze
zmiennych.

Liczne kryteria selekcji modeli zostaty zaproponowane przez Hocking’a [13]. Cztery najpopularniejsze
kryteria selekcji to: R%(p), Fo(p), MSE(p) i C(p) (p wystgpujace w argumencie statystyk oznacza model
proponowany, natomiast indeks ,,p” dotyczy tak jak poprzednio testow cze$ciowych). W Rozdziale §8-1

omoéwiono krotko kryterium informacyjne Akaike’a (AIC).

e Kryterium R*(p).
Wedtug tego kryterium najlepszym modelem jest ten, dla ktorego wielokrotny wspétczynnik korelacji R?
jest najwigkszy. Wartos¢ tego wspotczynnika w modelu z p - zmiennymi wynika z zaleznosci (3-3-2.43):

SSE(p)
ssy

R(p) = RZ(Y | Xy, X5y X,) =1 (6-2.1)

Niestety kryterium to posiada nastgpujace wady:

1. sklonno$¢ do przeszacowania przez R*(p) odpowiedniej wielkosci w populacii, co jest zwiazane z
tym, ze w skrajnym przypadku warto$¢ R w probce moze byé rowna 1, pomimo, ze warto$¢ ta moze
nie mie¢ nic wspolnego z dobrocig dopasowania si¢ funkcji regresji | rodzaju w populacji.

2. dodawanie nawet bezwarto$ciowych czynnikoéw nigdy nie powoduje zmniejszenia wartosci R*(p).
Przeciwnie, zawsze nastepuje wzrost wartosci R*(p). Z tego wynika, Ze najwyzsza warto§¢
wspbtezynnika R%(p) wystepuje w modelu maksymalnym, ktory moze nie byé przydatny w badaniu
populacji ze wzgledu na jego rozbudowana strukture.

Dlatego tez najlepszy model moze mie¢ mniejsza warto$é wspotczynnika R?, ale w zamian bedzie: (1) blizszy
wilasciwemu modelowi w populacji oraz (2) praktyczniejszy w uzyciu.

e Kryterium Fy,.

W kryterium tym poréwnujemy model maksymalny z badanym na podstawie statystyki F, testu
czeSciowego, obliczonej ze wzoru [1]:

[SSR(M) — SSR(p)]/(m — p) _ [SSE(p) — SSE(M)](m—p) (6-22)

(P =" m) (n-m-1) MSE (m)

Przy prawdziwosci hipotezy zerowej:
Ho: poprawa dopasowania do danych empirycznych modelu ,,m” w stosunku do modelu ,,p” jest nieistotna
statystycznie,
zmienna Fy(p) ma rozktad F-Snedeckora z (m - p) i (n — m - 1) stopniami swobody. Statystyka F, testuje czy
rdéznica pomiedzy suma kwadratoéw reszt dla modelu proponowanego z p-zmiennymi i modelu maksymalnego

Z m-zmiennymi jest istotnie statystycznie rozna od zera.
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Jezeli warto$¢ F, nie jest istotna statystycznie (tzn. empiryczny poziom istotnosci P(F,(p) > F} *(p)) > ),

to mozemy przyja¢ proponowany model ,.p” jako dobry ze wzgledu na zblizong dobro¢ (doktadnosc)

dopasowania sie do danych empirycznych jak model maksymalny.

W przypadku, gdy p = m - 1, statystyka F;, jest statystyka testowa dla hipotezy Ho: B, =0.

e Kryterium MSE(p).
Korzystajac z tego kryterium szukamy modeli o najmniejszych $rednich kwadratach reszt
(najmniejszych wartosciach estymatorow $redniej wariancji wewnatrzgrupowej).
Sredni kwadrat reszt dla modelu klasycznego MNK z p-zmiennymi ma postaé (5-50)):

SSE(p)

MSE(p) = n—p_1

(6-2.3)

Wedhug tego kryterium wybieramy model o matym $rednim rozproszeniu wartos$ci empirycznych reszt wokot
linii (powierzchni) regresji przy ustalonych wartosciach zmiennych objasniajacych, czyli model o mozliwie

jak najmniejszym MSE(p).

e Kryterium Mallows’ C(p) [14].
Zdefiniujmy tzw. wspotczynnik Mallows’a” C(p) [1]:

C(p):l\s/lssi((pm))—[n—Z(p+l)] : (6-2.4)
W przypadku gdy model ,,p” ma minimalng mozliwg warto$¢ MSE, tzn. gdy:

MSE(p) = MSE(m) , (6-2.5)
wtedy™ warto$¢:

Cp)=p+1. (6-2.6)

Wielkos¢ C(p) pozwala okresli¢ liczbe zmiennych objasniajacych, jaka powinna sie znalezé w modelu, co
wynika z faktu, ze:
C(p)=p+1 oile  MSE(p)=~MSE(m). (6-2.7)

Jesli wazne zmienne objasniajace zostaly pominigte, wtedy C(p) powinno by¢ wicksze od p + 1.

o Statystyka C(p) Mallows’a jest nieobcigzonym estymatorem $redniego kwadratu bledu przewidywania (MSPE - mean
squared prediction error) w populacji, zapisanego nastepujgco [15]:

5 2
E(Z(Yi—E(Y|Xli,X2i,...,Xpi)) /UE] |

|

gdzie \fi jest teoretyczng $rednig warunkowa z modelu regresji dla i-tej jednostki, a E(Y | Xli,XZi,...,Xpi) jest

warto$cia oczekiwang warunkowa odpowiedzi, natomiast O'é jest wariancja sktadnika losowego, o ktorej zaktada sie, ze
jest jednorodna.

% Wykorzystaj (6-2.5) z (6-2.3) w (6-2.4).
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Uwaga. Wielkos¢ p + 1 wystepujaca w zaleznosci na wspoétczynnik C(p) jest rozumiana dla modeli

zawierajacych wyraz wolny (przesuniecie) inaczej niz dla modeli, w ktéorych pomijamy ten wyraz, a

mianowicie:

a) p+ 1 oznacza dla modelu zawierajacego przesunigcie liczbe rowna ilosci zmiennych objasniajacych plus
jeden (tzn. plus zmienna jednostkowa | dla przesuniecia),

b) p+ 1 oznacza dla modelu nie zawierajacego przesunigcia liczbe zmiennych objasniajacych.

Nietrudno pokaza¢, ze istnieje zwigzek pomigdzy powyzszymi statystykami, a mianowicie:

(R7—R})/(m—p)

(L—R%)(n-m-1) (6-2.8)

F,(p)=

oraz:

C(p)=(m-p)F,(p)+(2p-m+1) . (6-2.9)

Znaczenie SSE: O dokiadnosci dopasowania modelu do danych empirycznych decyduje wielkos¢ SSE
(otrzymana dla dopasowania funkcji regresji do danych empirycznych metoda najmniejszych kwadratow).
Zatem jesli SSE(p) = SSE(m), wtedy dopasowanie (a wigc i predykcja) modelu proponowanego jest taka jak

modelu maksymalnego.

Przy warunku SSE(p) = SSE(m) z (6-2.2) wida¢, ze Fy(p) = 0, a zatem C(p) osiaga wtedy swoja minimalna
warto$é, rowna:
C(p)=Cin(P)=2p—m+1< p+1, (m>p), przy warunku: SSE(p) = SSE(m) . (6-2.10)
Uwaga: Ze wzgledu na wazno$¢ kryterium doktadnosci dopasowania modelu do danych empirycznych, a
zatem i jako$¢ predykcji, statystycy preferujg czgsto modele z najmniejsza wartoscig C(p) jako gtownym
kryterium doboru modelu. 7zn. te proponowane modele, ktore majg wartos¢ C(p) najblizszqg wartosci 2p —m
+1 sq uznawane za najlepsze.
Z kolei istnienie roznicy pomigdzy rzeczywistg wartoscia C(p) modelu a wartoScig minimalng
Chin(P)=2p—m+1, wskazuje na liczb¢ brakujacych zmiennych w modelu (co jest przejawem tego, ze
SSE(m) jest mniejsze niz SSE(p)).

Aby wybra¢ najlepszy model musimy zdecydowa¢ sie, ktére z powyzszych kryteriow uznajemy za
nadrzgdne, gdyz niemozliwe jest aby wszystkie kryteria byly spetnione przez jeden model. Mozemy otrzymac
nawet tyle najlepszych modeli, ile jest kryteriow wyboru. Niemniej, nie mozna kierowa¢ si¢ tylko jednym

kryterium. Najlepszym modelem jest ten, ktory znajduje sie wysoko w kazdym z kryteriow.

Uwaga. W [4] omdéwiono rowniez metode Hellwiga doboru czynnikow.
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Rozdzial 6-3. Krok 3. OkreSlenie strategii wyboru zmiennych do modelu.

W trzecim kroku wybieramy strategiec wyboru zmiennych, okreslajaca jak wiele i ktére zmienne
bedziemy uzywa¢ w modelu. Sg nast¢pujace gtdwne strategie wyboru zmiennych [1]:
e Poroéwnywanie wszystkich mozliwych modeli regresji.
e Poprzez dodawanie nowych zmiennych do modelu mato rozbudowanego (metoda doboru wprzod —
forward selection procedure).
e Poprzez odejmowanie zmiennych z modelu bardzo rozbudowanego (metoda eliminacji wstecz —
backward elimination procedure).

e Strategia kroczaca — stepwise regression procedure.

Procedura porownania wszystkich mozliwych modeli regresji. Procedura ta polega na zestawieniu
wszystkich mozliwych modeli regresji w tabeli, a nastepnie wyboru sposréd nich modelu, ktory (wedlug
kryteriow podanych w kroku 2 Rozdzialu 6-2), powinien w idealnym przypadku mie¢: najwicksze R(p),
najmniejsze MSE(p), najmniejsze C(p), i wszystkie wartosci statystyk czgsciowych Fy(p) statystycznie istotne.
Ten sposob daje najwigksze gwarancje wyboru odpowiedniego modelu, ale przy duzej ilosci zmiennych
objasniajacych jest bardzo niepraktyczny, gdyz ilo§¢ modeli do poréwnania moze by¢ bardzo duza.
Maksymalna ilo§¢ modeli wynosi:

ZLo(mj—lz 2" -1 (6-3.11)

p

dla m-zmiennych. Np. dla m = 10 liczba modeli do poréwnania wynosi 2'°-1=1023. Zatem wybor modelu
polega na znalezieniu takiego modelu, ktory posiada najodpowiedniejsze z punktu widzenia badacza warto$ci
R?(p). MSE(p), C(p), F, . Systaem SAS daje taka mozliwo$¢ dla podstawowych kryteriow selekcji modelu.
Odpowiednig procedure aplikacji Analyst mozna wywota¢ po uruchomieniu procedury REG dokonujac ciggu

wyboréw Solutions->Analysis->Analyst->Statistics->Regresion->Linear->Model->Mallows’Cp .

Procedura doboru ,,w prz6d”. W procedurze tej przechodzimy nastegpujace etapy:

1. Jako pierwszg zmienng wchodzqcq do modelu przyjmujemy te, ktora ma najwicksza wartos¢ kwadratu
wspotezynnika korelacji R® ze zmienng objasniang Y. Zatem wyznaczamy odpowiedni model regres;ji
biorac pod uwage jedynie t¢ zmienng. Nastgpnie obliczamy warto$¢ ogodlnej statystyki F (tzn. statystyki,
ktorg testujemy hipoteze o niezaleznosci korelacyjnej zmiennej objasnianej od zmiennej objasniajgcej) dla
tego modelu regresji. Jesli otrzymana warto$¢ F nie jest istotna statystycznie, zatrzymujemy si¢
I wnioskujemy, ze zadna ze zmiennych objasniajacych nie jest istotna statystycznie. Jesli jednak test byt
istotny statystycznie (tzn. warto$¢ statystyki testowej byla istotna statystycznie), wtedy wlaczamy ta

zmienng objasniajacg do modelu i przystepujemy do punktu drugiego omawianej procedury.

72



Dla procedury tej istotna jest statystyka:

SSR(ostatnia dodana zmienna | zmienne poprzednie), (6-3.12)
ktorg w SAS’ie podaje statystyka Type | SS.
Opierajac si¢ o modele regresji, w ktorych jest zmienna wybrana w punkcie (1), oraz po kolei i z osobna
dodana nowa zmienna, okreSlamy wartoSci czgSciowych statystyk F, oraz wartoSci empirycznych
pozioméw istotnosci p (ktére sa z nimi zwigzane), dla kazdej z nowych zmiennych objasniajacych
dodanych na koncu.
Skupiamy si¢ na zmiennej z najwigksza warto$cia czgsciowej statystyki Fy (najmniejszym empirycznym
poziomie istotno$ci p) wyznaczona w punkcie drugim. Jesli otrzymana najwigksza warto$¢ F, jest istotna
statystycznie, wtedy dodajemy odpowiadajaca jej zmienng objasniajaca jako czynnik do modelu. Jesli F,
nie jest istotne statystycznie, wtedy w modelu pozostawiamy jedynie zmienng z punkcie pierwszego.
O dalszym doborze zmiennych decyduja wartosci czg¢$ciowych statystyk F, zmiennych jeszcze nie
ujetych w modelu. Jesli wynik odpowiedniego testu jest istotny statystycznie, to dodajemy zmienng do

modelu.

Procedura eliminacji wstecz (BACKWARD ELIMINATION). W procedurze tej przechodzimy

nastepujace etapy:

1.
2.

Okreslamy rownanie regresji zawierajace wszystkie zmienne objasniajace.
Obliczamy wartosci czgsciowego F, (lub warto$§¢ empirycznego poziomu istotnosci p) dla kazdej
zmiennej w modelu. Dla procedury tej istotna jest statystyka:

SSR(jedna z rozwazanych zmiennych | zmienne pozostate), (6-3.13)
ktorg w SAS’ie podaje statystyka Type Il SS.
Zwracamy uwage na najnizsze wartosci statystyki czesciowej F, lub najwyzsze wartosci p.
Poréwnujemy najwyzszg warto$¢ empirycznego poziomu istotnosci p z wartoscig wezesniej wybranego
poziomu istotnosci o (na pozostanie zmiennej w modelu) i decydujemy o usunigciu badz zostawieniu
rozwazanej zmienne;j.
Jezeli w punkcie (4) decydujemy si¢ na usuni¢cie zmiennej, to powtarzamy (bez tej jednej zmienngj)
punkty 1, 2, 3, 4, az dojdziemy do uktadu zmiennych, z ktorych zadnej nie usuwamy. Wowczas

otrzymujemy szukany model.

Strategia kroczgca. Procedura ta jest modyfikacja procedury selekcji ,,w przdéd”. W procedurze tej przy

kazdym kroku sprawdzane sg wartosci czgSciowego F,, aby mozliwe bylo wyeliminowanie zmiennych, ktore

Hutracily” swojg istotno§¢ po wprowadzeniu nowych zmiennych silnie z nig skorelowanych. Usunigciu

podlegaja zmienne o zbyt matym czeSciowym F.
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Rozdzial 6-3-1. Procedura wyboru najlepszego modelu regresji na przykladzie metody eliminacji

wstecz.

Procedura ta przeprowadzimy dla danych przedstawionych ponizej w Przyktadzie ,,Ceny mieszkan”.

Procedura doboru zmiennych poprzez eliminacje w programie SAS okre§lana jest w: Solutions-
>Analysis->Analyst->Statistics->Regression->Linear ->Model. W tym miejscu mozliwy jest takze wybor
innej metody np. metody kroczacej (Stepwise Regression Procedure). Nastepnie nalezy okresli¢ szczegoty
przeprowadzanej procedury tj. w szczeg6élno$ci okre§li¢ poziom istotnosci o na pozostanie zmiennej w

modelu, co jest mozliwe w zaktadce ,,Criteria”.

Przyklad: ,,Ceny mieszkan”.

W pewnym miescie przeprowadzono badania dotyczace ceny mieszkan
(Y w 10000 PLN). W tym celu zebrano nastgpujace parametry trzydziestu losowo wybranych mieszkan:

- X - powierzchnia mieszkania w 10 m?,

- X, - liczba tazienek,

- Xs-liczba pokoi,

- X4 -wiek budynku,

- Z-lokalizacja.
Nalezy dokona¢ wyboru tych cech mieszkan, ktére majg najistotniejszy wptyw na ich cene (bgdaca zmienna

objasniang).
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Dane otrzymane dla probki 30 losowo wybranych mieszkan sa nast¢pujace [1]:

Mieszkanie Y X4 X5 X3 X4 Z
1 84,0 13,8 3 7 10 0
2 93,0 19 2 7 22 1
3 83,1 10 2 7 15 1
4 85,2 15 3 7 15 1
5 85,2 12 3 7 8 1
6 85,2 15 3 7 12 1
7 85,2 12 3 7 8 1
8 63,3 9,1 3 6 2 1
9 84,3 12,5 3 7 11 1

10 84,3 12,5 3 7 11 1
11 77,4 12 3 7 5 0
12 92,4 17,9 3 7 18 0
13 92,4 17,9 3 7 18 0
14 61,5 9,5 2 5 8 0
15 88,5 16 3 7 11 0
16 88,5 16 3 7 11 0
17 40,6 8 2 5 5 0
18 81,6 11,8 3 7 8 1
19 86,7 16 3 7 9 0
20 89,7 16,8 2 7 12 0
21 86,7 16 3 7 9 0
22 89,7 16,8 2 7 12 0
23 75,9 9,5 3 6 6 1
24 78,9 10 3 6 11 0
25 87,9 16,5 3 7 15 0
26 91,0 15,1 3 7 8 1
27 92,0 17,9 3 8 13 1
28 87,9 16,5 3 7 15 0
29 90,9 15 3 7 8 1
30 91,9 17,8 3 8 13 1

2. Model maksymalny zawiera nast¢pujace czynniki:
- Xy - powierzchnia mieszkania w 10 m?,
- X, - liczba tazienek,
- Xs-liczba pokoi,
- X4 -wiek budynku,
- Z-lokalizacja, ktdra przyjmuje wartosci:
0 - dla mieszkan w centrum miasta,
1 - dla mieszkania na przedmiesciach
- Y —cena mieszkania w 10000 PLN (jest zmienng objasniang Y)
Pomijamy w ponizszej analizie zarowno wyzsze potegi zmiennych objasniajacych jak i cztony oddziatywania

typu X, - Z, ktore nalezatoby potraktowaé jako nowe zmienne objasniajace.
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Zatem model maksymalny ma nastgpujaca strukturg:

Y=L+ LXK+ BoXy+ Xy + B Xy + S
W programie SAS wybieramy opcje ,,Backward Elimination”. Sciezka dostepu do tej opcji w SAS’ie jest

(6-3-1.14)

nastgpujaca: Solution-> Analysis-> Analyst-> a nastepnie (po wezytaniu danych, korzystajac z ,,Open By SAS

Name” w zakladce File [11]) -> Statistics-> Regression-> Linear-> (okreslenie zmiennej objas$nianej

,Dependent” -w przyktadzie jest to ,,cena”- i zmiennych objasniajacych ,,Explanatory” - w przyktadzie sg to

X1 X,, X5, X,,Z ) -> Model (Method)-> Backward elimination.

Wybor tej metody jest uzasadniony matym prawdopodobienstwem pominigcia, przy jej zastosowaniu, waznej

zmienne] w wyborze ostatecznego modelu. Zatem wprowadzamy wszystkie dostgpne zmienne do modelu

maksymalnego i ustawiamy poziom istotnosci na pozostanie zmiennej w modelu (w naszym przypadku

wybraliSmy warto§¢ 0,05 dla poziomu istotnosci o na pozostanie zmiennej w modelu). Nastepnie

wykonujemy obliczenia. Przeanalizujmy teraz sposob postgpowania wygenerowany przez program. Dla

wygody i czytelnosci raport zostat podzielony na poszczegdlne kroki procedury.

1. Krok zerowy. Procedura eliminacji (Backward elimination).

Procedura eliminacji

The REG Procedure
Model: MO
Dependent Variable: Y Y

DEL1

Backward Elimination: Step 0

All Variables Entered: R-Square

Source

Model
Error
Corrected Total

Variable

Intercept
X1

X2

X3

X4

Z

Analiza raportu.

Okreslono model maksymalny, w ktorym znajduja si¢ wszystkie mozliwe zmienne (m = 5).

DF

5
24
29

Parameter
Estimate
-6.39664

.91200

.39757

.95816

.55188

.45446

O O 0w WO o

Analysis of Variance

S
2957
596
3554

St

NONDN OB

Sum of
quares

.41937
.59030
.00967

andard
Error

.87684
.62682
.71086
.74738
.32370
.26230

Mean
Square

591.48387
24.85793

Type II SS

7.21052
52.62170
39.04684

264.27966
72.25478
1.00313

0.8321 and C(p) =

F Va

ONO L NO

Bounds on condition number: 4.5338, 67.232

maksymalny mozemy zapisa¢ rOwnaniem:

6.0000
F Value
23.79
lue Pr > F
.29 0.5951
.12 0.1586
.57 0.2222
.63 0.0033
.91 0.1011
.04 0.8425

Pr > F

<.0001

Y =-6,397+0,912 X, +3,397X,, +8,958 X, + 0,552 X, + 0,454 Z

Model
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Obliczono wspdtezynnik determinacji

R* = 0.8321, statystyke F = 23,79 oraz warto$¢ wspotczynnika

Mallows’a C(p) =6 dla modelu maksymalnego (p = m). Kierujac si¢ jedynie tymi rezultatami mozna

wnioskowaé o tym, ze otrzymany model jest najlepszy (co jest zrozumiate gdyz jest to model maksymalny).

Jednakze naszym celem jest otrzymanie modelu mozliwie jak najlepszego, zarowno pod wzgledem

doktadnosci jak i mozliwie najmniej rozbudowanej struktury.

Dla kazdej ze zmiennych zostat przeprowadzony test istotnosci, ktorego wynikiem sg nastepujace wartosci

empirycznych poziomow istotnosci p dla testow z odpowiednig (dla wskazanego parametru) zmienng dodana

na koncu:

- dlaparametru By, p=0,5951,

- dlaparametru g; p=0,1586,

- dla parametru f§,, p=0,2222,

- dla parametru 3, p=0,0033,

- dlaparametru B4, p=0,1011,

- dla parametru fs(dla zmiennej Z), p =0,8425.

Zauwazmy, iz najwicksza warto$¢ p wystepuje przy weryfikacji hipotezy o nieistotnosci dodania parametru

stojacego przy zmiennej Z. Zatem w kolejnym kroku zostanie ona wyeliminowana, co wida¢ w nastepnej

czesci raportu. (Przypomnijmy, ze wartos¢ p = 0,8425 oznacza, ze odrzucajac hipoteze Ho: S, = 0, na

poziomie istotnosci a = p = 0,8425 pomylilibysmy si¢ ponad 84 razy na sto.)

2. Krok pierwszy. Procedura eliminacji (Backward elimination).

Backward Elimination:

Step 1

Variable Z Removed: R-Square = 0.8319 and C(p) =

Source DF
Model 4
Error 25
Corrected Total 29

Parameter

Variable Estimate

Intercept -7.35535

X1 0.84653

X2 3.38486

X3 9.25743

X4 0.56114

Analysis of Variance

S
2956
597
3554

St

ONDNOO

Sum of
quares

.41623
.59344
.00967

andard
Error

.66502
.52506
.65760
.26368
.31419

Mean
Square

739.10406
23.90374

4.0404

F Value

30.92

Type II SS F Value

11.36972
62.13433
38.77649
399.77637 1
76.24869

Backward Elimination: Step 1

Bounds on condition number:

3.3082, 38.176

w o~ N O

.48
.60
.62
.72
.19

Pr > F

O O O oo

.4968
L1195
.2145
.0004
.0862

Pr > F

<.0001

Zatem zmienna Z zostata wyeliminowana z rownania regresji modelu. Na tym etapie, model mozemy zapisaé

nastepujaco:

Y =—7,355+0,847 X, +3,385X, + 9,257 X, + 0,561X,, .

(6-3-1.15)
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Model ten charakteryzuje sic nastepujacymi warto$ciami wspotczynnikow: R*(p) = 0,8319, F = 30,92,
C(p) =4,0404. W tym kroku analizujac wyniki, mozna by spodziewac si¢, ze usunieciu ulegnie estymator
wyrazu wolnego, gdyz empiryczny poziom istotnosci dla weryfikacji hipotezy o nieistotnosci parametru Sy
jest najwyzszy 1 wynosi p = 0,4968. Jednak nasze domysly okazalyby si¢ btedne, gdyz program SAS nie
usuwa estymatora parametru przesunigcia automatycznie. Zatem w nastepnym kroku usunieciu ulegnie

parametr f,, dla ktorego p w tescie czgSciowym F, wynosi 0,2145.

3. Krok drugi. Procedura eliminacji (Backward elimination).

Backward Elimination: Step 2
Variable X2 Removed: R-Square = 0.8209 and C(p) = 3.6003

Analysis of Variance

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 3 2917.63974 972.54658 39.74 <.0001
Error 26 636.36993 24.47577
Corrected Total 29 3554.00967
Parameter Standard
Variable Estimate Error Type II SS F Value Pr > F
Intercept -4.82468 10.60293 5.06783 0.21 0.6529
X1 0.84448 0.53130 61.83456 2.53 0.1240
X3 10.49267 2.06973 629.04683 25.70 <.0001
X4 0.42756 0.29969 49.81885 2.04 0.1656

Bounds on condition number: 3.3082, 22.202

Zgodnie z przewidywaniami wyeliminowana zostala zmienna X, a otrzymany dotychczas model jest
nastepujacy:
Y =-4,825+0,844 X, +10,493 X, +0,428 X, . (6-3-1.16)

Wspbtezynniki modelu sa nastepujace: R*(p) = 0,8209, F = 39,74, C(p) = 3,6003. Analizujac wartosci
prawdopodobienstw dla poszczegdlnych zmiennych (z wylaczeniem wyrazu wolnego) wnioskujemy, ze
nastepng wyeliminowang zmienng bedzie zmienna X, gdyz empiryczny poziom istotnosci p, zwiazany z
testem na nieistotno$¢ parametru £, , wynosi 0,1656 i jest ono wigkszy od przyjetego poziomu istotnosci na
pozostanie zmiennej w modelu a= 0,05. Uznajemy wigc, przy przyjetym poziomie istotnosci o = 0,05, ze
odrzucenie hipotezy zerowej Hy: f4 =0 jest ciagle obarczone za duzym prawdopodobienstwo pomyiki, a
warto$¢ statystyki F, = 2,04 uznajemy za nieistotng statystycznie (tzn. uznajemy, ze mogta pochodzi¢ z

»fluktuacji”) i w konsekwencji, nie pozostawiamy zmiennej X, w modelu.
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4. Krok trzeci. Procedura eliminacji (Backward elimination).

Backward Elimination: Step 3

Variable X4 Removed: R-Square =

Source

Model
Error
Corrected Total

Variable
Intercept

X1
X3

0.8069 and C(p) =

Analysis of Variance

DF

2
27
29

Parameter
Estimate

-4.21356
1.30268
10.14196

Sum of
Squares

2867.82088
686.18878
3554.00967

Standard
Error

10.79550
0.43128
2.09411

Mean
Square

1433.91044
25.41440

3.6044

F Value Pr > F

56.42 <.0001

Type II SS F Value Pr > F

3.87161
231.86141
596.10738 2

Bounds on condition number: 2.0994, 8.3975

0.15 0.6994
9.12 0.0055
3.46 <.0001

Zgodnie z przewidywaniami zmienna X, zostata wyeliminowana z réwnania modelu. Na tym etapie doboru

zmiennych do modelu zauwazmy, ze wartos$ci empirycznych poziomoéw istotnosci p dla wszystkich

parametréw (pomijajac fo) sa nizsze od przyjetego poziomu istotnosci a= 0,05 i w zwiagzku z tym, na tym

kroku eliminacja zostata zakonczona. W ostatniej cze$ci raportu znajduje si¢ podsumowanie catej procedury.

5. Krok czwarty (podsumowanie). Procedura eliminacji (Backward elimination).

All variables left in the model are significant at the 0.0500 level.

Summary of Backward Elimination

Variable Number
Step Removed Label Vars In
1 7 7 4
2 X2 X2 3
3 X4 X4 2
Source DF
Model 2
Error 27
Corrected Total 29
Root MSE
Dependent Mean
Coeff Var
Parameter
Variable Label DF Estimate
Intercept Intercept 1 -4.21356
X1 X1 1.30268
X3 X3 1 10.14196

Partial
R-Square

0.0003
0.0109
0.0140

Model

R-Square C(p)
0.8319 4.0404
0.8209 3.6003
0.8069 3.6044

Analysis of Variance

Sum of
Squares

2867.82088
686.18878
3554.00967

5.04127
83.49667
6.03769

Mean
Square

1433.91044
25.41440

R-Square 0
Adj R-Sq 0

Parameter Estimates

Standard
Error

10.79550
0.43128
2.09411

t Value Pr > |t]

-0.39 0.6994
3.02 0.0055
4.84 <.0001

F Value Pr > F
0.04 0.8425

1.62 0.2145
2.04 0.1656

F Value Pr > F

56.42 <.0001

.8069
.7926

Type I SS

209151
2271.71350
596.10738
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Parameter Estimates

Squared Squared Squared

Standardized Semi-partial Partial Semi-partial

Variable Label DF Estimate Corr Type I Corr Type I Corr Type II
Intercept Intercept 1 0 . . .
X1 X1 1 0.37008 0.63920 0.63920 0.06524
X3 X3 1 0.59340 0.16773 0.46487 0.16773

Parameter Estimates

Variance
Variable Label DF Tolerance Inflation 95% Confidence Limits
Intercept Intercept 1 . 0 -26.36410 17.93699
X1 X1 1 0.47633 2.09938 0.41776 2.18760
X3 X3 1 0.47633 2.09938 5.84520 14.43871

Podsumowanie zawiera kolejno:
1. informacje o  przyjetym  poziomie  istotno$ci  pozostania  zmiennej w  modelu
(W powyzszym raporcie 0.05),
2. informacje o czynnikach usunigtych z modelu (w raporcie Z, X,, X,), wraz z warto$ciami statystyk
uzytych przy eliminacji,
3. dane o wybranym modelu, ilo§¢ i rodzaj danych uzalezniony jest od ich wyboru na poczatku

procedury. Zostaja wydrukowane wybrane warto$ci, statystyki, ewentualnie wykresy.

Ostateczny model wyselekcjonowany wedtug kryterium F, ma nast¢pujaca charakterystyke:
1. funkcja regresji 1l rodzaju dla modelu:
Y = —4,213+1,303X, +10,142X, (6-3-1.17)
2. warto$¢ wspotczynnika determinacji:
R*(p) = 0,8069, gdziep=2,
3. wartos$¢ statystyki ogdlnej F, oraz empiryczny poziom istotnosci (okreslajacy -w tym przypadku duza-
istotnos$¢ zaleznos$ci korelacyjnej ceny mieszkania Y od powierzchni X; i liczby pokoi X; w modelu):
F =56,42
p <0,0001
4. warto$¢ wspotczynnika Mallows’a C(p):
C(p) = 3,6044,
Powyzsza wartos¢ C(p) wyznaczyt SAS, przyjmujac p +1 = 3 jako liczbe wszystkich zmiennych
w badanym modelu (¢ym razem z przesunieciem). Sprawdzmy ten wynik, korzystajac z wartosci

zawartych w raporcie:
_ 686,18878

_ SSE(P) . _ 68618878 .. _
C(p)—m [n—2(p+1)] 2485793 [30-2-(2+1)]= 3.60442.

80



Poroéwnujac ta warto$¢ C(p) z warto$cia minimalna C; (p)=2p-m+1 = 2-2-5+1=0 widzimy,
ze warto$¢ C(p) = 3,6044 jest daleka od wartoSci minimalnej 0, co oznacza, ze badany model nie
najlepiej dopasowuje si¢ do danych empirycznych (w poréwnaniu z modelem maksymalnym z m =5,
w ktorym C(m) = 6, co jest rOwniez warto$cig minimalng kryterium Mallows’a przyjetego modelu
maksymalnego). Wskazuje to na brak jakis istotnych zmiennych objasniajacych w badanym modelu i
sugeruje rezygnacje z tak daleko posunigtej procedury eliminacji wstecz, i powrot do modelu z
jedynie usunietg zmienng Z, dla ktérego C(p) = 4.0404 jest wartoScig bardzo bliskg wartoSci
minimalnej rownej C;,(p)=2p—m+1=2-4-5+1=4.
5. w wyselekcjonowanym modelu wedtug kryterium F,, warto$ci empirycznych pozioméw istotnosci

dla testow o nieistotno$ci parametrow strukturalnych sg nastepujace:

o dla parametru strukturalnego f; przy zmiennej X;, p = 0,0055,

o dla parametru strukturalnego f; przy zmiennej Xs, p < 0,0001,

o dla parametru strukturalnego S, z wyrazu wolnego, p = 0,6994.

Zatem wybrany model charakteryzuje sie:
- stosunkowo wysokim wspolczynnikiem determinacji,
- istotnoscia statystyczng wszystkich parametréw stojacych przy zmiennych objasniajacych.
Tzn. na $rednig ceng mieszkania majg w sposob istotny statystycznie wptyw: powierzchnia
mieszkania X; i liczba pokoi Xa,
- w modelu znajduje si¢ statystycznie nieistotny estymator wyrazu wolnego.
W celu otrzymania modelu, w ktorym nie bedzie uwzgledniony estymator wyrazu wolnego nalezy

zmodyfikowaé procedure w nastepujacy sposob.

Jezeli, w ktorym$ kroku procedury, osoba badajaca zauwazy nieistotnos¢ estymatora wyrazu wolnego,
powinna odnotowaé zestaw zmiennych aktualnego modelu, a nastgpnie ponowié¢ procedure. Wznowiona
analiza powinna by¢ przeprowadzona dla modelu odnotowanego z wylaczeniem wyrazu wolnego. W naszym
przypadku po pierwszym wykonaniu kroku, powinni$my odnotowa¢ zmienne wchodzace do modelu
pomijajac wyraz wolny (do not include intercept - w komendzie SAS’a umieszczonej w opcji Regression>
Linear> Model (Method)). Zatem do dalszego badania przechodza nastepujace zmienne: X;, Xj, Xs, X4
(oczywiscie bez wyrazu wolnego). Dalsze postgpowanie nie r6zni si¢ juz od wezeéniej opisanego. Ostatecznie

otrzymujemy nastepujacy raport:

Raport. Procedura eliminacji (Backward elimination) po wylaczeniu wyrazu wolnego.

Procedura po wylaczeniu wyrazu wolnego
The REG Procedure
Model: MODELL
Dependent Variable: Y Y
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Backward Elimination: Step 0

All Variables Entered: R-Square = 0.9971 and C(p) = 4.0000
NOTE: No intercept in model. R-Square is redefined.

Analysis of Variance

Backward Elimination: Step 2

Variable X4 Removed: R-Square =

NOTE: No intercept in model.

R-Square is redefined.

Analysis of Variance

0.9968 and C(p) = 3.4625

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 4 212096 53024 2263.89 <.0001
Error 26 608.96315 23.42166
Uncorrected Total 30 212705
Parameter Standard
Variable Estimate Error Type II SS F Value Pr > F
X1 0.96679 0.49024 91.08893 3.89 0.0593
X2 3.04339 2.58461 32.47461 1.39 0.2497
X3 8.11446 1.52635 661.95478 28.26 <.0001
X4 0.53956 0.30946 71.20242 3.04 0.0930
Bounds on condition number: 140.55, 1161.4
Backward Elimination: Step 1
Variable X2 Removed: R-Square = 0.9970 and C(p) = 3.3865
NOTE: No intercept in model. R-Square is redefined.
Analysis of Variance
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 3 212063 70688 2975.46 <.0001
Error 27 641.43776 23.75695
Uncorrected Total 30 212705
Parameter Standard
Variable Estimate Error Type II SS F Value Pr > F
X1 0.92634 0.49252 84.03905 3.54 0.0708
X3 9.63131 0.82456 3241.28068 136.44 <.0001
X4 0.42205 0.29502 48.62264 2.05 0.1640
Bounds on condition number: 64.089, 359.12

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 2 212015 106007 4301.37 <.0001
Error 28 690.06040 24.64501
Uncorrected Total 30 212705
Parameter Standard
Variable Estimate Error Type II SS F Value Pr > F
X1 1.36912 0.39022 303.38597 12.31 0.0015
X3 9.39243 0.82243 3214.30507 130.42 <.0001

Bounds on condition number: 38.78, 155

.12
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All variables left in the model are significant at the 0.0500 level.

NOTE: No intercept in model.

R-Square is redefined.

Summary of Backward Elimination

Variable Number Partial Model
Step Removed Label Vars In R-Square R-Square C(p) F Value Pr > F
1 X2 X2 3 0.0002 0.9970 3.3865 1.39 0.2497
2 X4 X4 2 0.0002 0.9968 3.4625 2.05 0.1640
NOTE: No intercept in model. R-Square is redefined.
Analysis of Variance
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 2 212015 106007 4301.37 <.0001
Error 28 690.06040 24.64501
Uncorrected Total 30 212705
Root MSE 4.96437 R-Square 0.9968
Dependent Mean 83.49667 Adj R-Sqg 0.9965
Coeff Var 5.94560
Parameter Estimates
Parameter Standard
Variable Label DF Estimate Error t Value Pr > |t] Type I SS
X1 X1 1 1.36912 0.39022 3.51 0.0015 208800
X3 X3 1 9.39243 0.82243 11.42 <.0001 3214.30507
Parameter Estimates
Squared Squared Squared
Standardized Semi-partial Partial Semi-partial
Variable Label DF Estimate Corr Type I Corr Type I Corr Type II
X1 X1 1 0.23519 0.98164 0.98164 0.00143
X3 X3 1 0.76553 0.01511 0.82326 0.01511
Parameter Estimates
Variance
Variable Label DF Tolerance Inflation 95% Confidence Limits
X1 X1 1 0.02579 38.78026 0.56979 2.16845
X3 X3 1 0.02579 38.78026 7.70776 11.07710

Pomijamy analiz¢ poszczegélnych krokow postgpowania, gdyz przebiega ona jak we wczesniejszym

przypadku z wilaczonym ,na sztywno” przesuni¢gciem. Wypiszemy jednak charakterystyke otrzymanego

modelu:

1. roéwnanie regresji dla modelu:

Y =1,369X, +9,392X,

2. warto$¢ wspotczynnika determinacji:

R%(p) = 0,9968,

(6-3-1.18)
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3. warto$¢ statystyki F oraz empiryczny poziom istotnosci dla zaleznos$ci korelacyjnej ceny mieszkania
od powierzchni i liczby pokoi w modelu:
F =4301,37
p < 0,0001
4. warto$¢ wspotczynnika C(p):
C(p) = 3,4625,
Powyzsza warto§¢ C(p) liczymy przyjmujac p +1 = 2 jako liczbg wszystkich zmiennych w badanym modelu,
otrzymujac po skorzystaniu z warto$ci zawartych w raporcie:
C(p) = SSE(p) 3 _690,06040

= N—2(p+1] = " _[30-2-2]= 3,46249 .
MSE(m) [n—=2(p+D] 23,42166 [ |

Wida¢, ze wartos¢ C(p) = 3,4625 jest daleka od wartos$ci minimalnej C,;,(p)=2p—-m+1=2-1-3+1=0 dla
modelu, co oznacza, ze model kiepsko dopasowuje si¢ do danych empirycznych (w poréwnaniu z modelem
maksymalnym, w ktorym tym razem m =3 i dla ktérego C(m) = m +1 = 4, jak to jest widoczne na gorze
raportu dla modelu, w ktorym sa zmienne X;, X;, X3, X4). Wskazuje to na brak jakis istotnych zmiennych
objasniajacych w modelu i sugeruje rezygnacje z tak daleko posunigtej procedury eliminacji wstecz, i powrot

do jednego z modeli wyzszych.

5. warto$ci empirycznych poziomow istotnosci dla testdow o nieistotnosci parametrow strukturalnych w
modelu:
- dla parametru strukturalnego S, przy zmiennej X, p = 0,0015,

- dla parametru strukturalnego Sz przy zmiennej X, p < 0,0001,

Na koniec zauwazmy, ze chociaz wyselekcjonowany przez procedure eliminacji wstecz model bez
wyrazu wolnego (przesuniecia) lepiej dopasowuje si¢ do danych empirycznych, R*(p) = 0,9968, niz model z
przesunieciem, R*(p) = 0,8069, to tak W jednym jak i w drugim przypadku nalezatoby zdecydowaé sie raczej
na modele wyzsze, dla ktorych C(p) jest blizsze odpowiednim warto§ciom minimalnym. Na dodatek okazuje
sig, ze obydwa powyzsze modele, jako niewycentrowane, wykazuja duza korelacje (i wspotliniowosc)
pomigdzy zmiennymi objasniajacymi (ta cze$¢ raportu pominigto z powodu podobnej analizy
przeprowadzonej ponizej dla modelu maksymalnego i wyselekcjonowanego ostatecznie wedtug kryterium

C(p)).
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Rozdzial 6-4. Przyklad analizy wspolliniowosci dla modelu maksymalnego z niewycentrowanymi

zmiennymi.

Przeprowadzmy analize wspotliniowosci modelu maksymalnego dla przyktadu ,,Ceny mieszkan”. W

programie SAS wybieramy sciezke dostepu do opcji ,,Full model”: Solution-> Analysis-> Analyst-> a

nastepnie (po wezytaniu danych, korzystajac z ,,Open By SAS Name” w zaktadce File [11]) -> Statistics->

Regression->

Linear-> (zmiennymi

objasniajgcymi

X1, X,, X5, X,,2Z) -> Model (Method)-> Full model.

Odpowiedni raport SAS’a ma posta¢ (czes$¢ 1):

»~EXplanatory”

sa w modelu

Analiza wspdtliniowo$ci w modelu maksymalnym

The REG Procedure

Model:

MODEL1
Dependent Variable:

Analysis of Variance

Y Y

Sum of Mean
Source DF Squares Square
Model 5 2957.41937 591.48387
Error 24 596.59030 24.85793
Corrected Total 29 3554.00967
Root MSE 4.98577 R-Square 0
Dependent Mean 83.49667 Adj R-Sqg 0
Coeff Var 5.97122
Parameter Estimates
Parameter Standard
Variable Label DF Estimate Error t Value Pr > |t
Intercept Intercept 1 -6.39664 11.87684 -0.54 0.5951
X1 X1 1 0.91200 0.62682 1.45 0.1586
X2 X2 1 3.39757 2.71086 1.25 0.2222
X3 X3 1 8.95816 2.74738 3.26 0.0033
X4 X4 1 0.55188 0.32370 1.70 0.1011
Z Z 1 0.45446 2.26230 0.20 0.8425
Variance
Variable Label DF Tolerance Inflation 95%
Intercept Intercept 1 . 0 -30.
X1 X1 1 0.22056 4.53383 -0.
X2 X2 1 0.70471 1.41903 -2.
X3 X3 1 0.27068 3.69441 3
X4 X4 1 0.44346 2.25501 -0.
Z Z 1 0.64760 1.54417 -4

W powyzszej cze$ci raportu zamieszczone sg podstawowe dane o

F Value

23.79

.8321
L7972

Pr > F

<.

Type I SS

22
1
4

209151

71.
93.
15.
76.

1.

71350
20196
25208
24869
00313

0001

Confidence Limits

90923
38170
19738

.28784

11621

.21469

.11596
.20569
.99251
.62848
.21996
.12362

maksymalnym

modelu i jego parametrach, oraz takie

wielkosci wykorzystywane w analizie wspolliniowosci jak wspotczynnik tolerancji i wspotczynnik inflacji

wariancji. Warto$¢ wspolczynnika tolerancji (4-5.36), Tolerancjg, =1— R12 =0,22056(dla R12 =0,77944),

co $wiadczy o wystepowaniu ,raczej” duzej korelacji zmiennej X; z pozostatymi czynnikami. Natomiast
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wydaje si¢, ze wspdtczynnik inflacji wariancji (tzw. nadecie wariancji), (4-5.35), nie daje tak negatywnej
prognozy, gdyz najwyzsza jego wartos¢ wynosi VIF; =1/(1— R12)=4,53383 (podczas gdy warto$¢
sygnalizujaca definitywne wystgpowanie silnej wspotzaleznosci wynosi co najmniej 10). Zatem, przyjrzymy
si¢ macierzy korelacji dla estymatoréw parametrow strukturalnych oraz wartosciom wlasnym A4;, (4-6.53), w

uktadzie sktadowych gtownych modelu (dla analizy zwigzanej z macierza korelacji dla czynnikow modelu).

Raport dla analizy wspotliniowosci w modelu maksymalnym (cze$¢ 2).

Correlation of Estimates

Variable Label Intercept X1 X2
Intercept Intercept 1.0000 0.4687 -0.1612
X1 X1 0.4687 1.0000 0.0147
X2 X2 -0.1612 0.0147 1.0000
X3 X3 -0.7812 -0.7006 -0.3725
X4 X4 -0.1475 -0.5550 0.3270
Z Z 0.4018 0.5199 0.0233

Correlation of Estimates

Variable Label X3 X4 Z
Intercept Intercept -0.7812 -0.1475 0.4018
X1 X1 -0.7006 -0.5550 0.5199
X2 X2 -0.3725 0.3270 0.0233
X3 X3 1.0000 0.0424 -0.5422
X4 X4 0.0424 1.0000 -0.1425
Z Z -0.5422 -0.1425 1.0000

Badajac macierz korelacji estymatorow parametrow trudno jednoznacznie stwierdzi¢ wystepowanie duzej
korelacji (i wspotliniowosci) pomigdzy czynnikami, gdyz wartos$ci bezwzgledne wspotczynnikoéw korelacji
dla estymatoréw parametréow strukturalnych (czyli elementdéw poza diagonalng) przyjmuja maksymalnie
wartos$¢ 0,7812, na ogo6t przyjmujac wartosci znacznie nizsze.

Przejdzmy wiec do ostatniej cze$ci wydruku, w ktorej dokonano analizy wspodtzaleznosci metoda warto$ci

wilasnych macierzy korelacji czynnikow (4-6.48).

Raport dla analiza wspotliniowo$ci w modelu maksymalnym (czgs$¢ 3).

Collinearity Diagnostics

Condition

Number Eigenvalue Index
1 5.40935 1.00000

2 0.46687 3.40389

3 0.09806 7.42715

4 0.01485 19.08764

5 0.00921 24.23423

6 0.00166 57.04421
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Collinearity Diagnostics

————————————————————————————— Proportion of Variation-------------—--—-—-—-

Number Intercept X1 X2 X3 X4 Z
1 0.00019642 0.00033339 0.00046773 0.00007887 0.00178 0.00654
2 0.00016246 0.00097496 0.00019968 0.00004538 0.00662 0.60496
3 0.00582 0.00095773 0.02956 0.00090709 0.37060 0.04976
4 0.06979 0.45765 0.02362 0.00057339 0.45976 0.03896
5 0.21104 0.00462 0.88086 0.01666 0.14525 0.00166
6 0.71300 0.53547 0.06530 0.98174 0.01599 0.29811

W ostatniej czgsci raportu zawarte sg wartoSci wlasne macierzy korelacji, oraz wartosci indeksow
warunkowych CI; , (4-6.63). Przypomnijmy, ze warto$ci wskazujace na wystgpowanie duzej korelacji
pomigdzy zmiennymi, to bliskie zeru wartosci wiasne A; macierzy kowariancji czynnikow (4-6.48) lub dla

indeksu warunkowego Cl;, wartosci przekraczajace 30.

Otrzymany wydruk pozwala w koncu na wyciagniecie wniosku o istnieniu duzej korelacji (i wspotliniowosci)
pomiedzy zmiennymi objasniajacymi, gdyz wystepuja w nim, co najmniej dwie niskie wartosci wiasne
(tzn.: &5 = 0.00921, 2¢ = 0.00166) (dla numerowania warto$ci wiasnych zaczynajgcego si¢ od 1), oraz
wystepuje warto$¢ indeksu warunkowego przekraczajgca 30 (Clg = 57.04421).

Podsumowujac, dochodzimy do wniosku, Zze nie mozna kierowac si¢ tylko jednym wskaznikiem korelacji
(wspotliniowosci) zmiennych, gdyz pocigga to za soba mozliwos$¢ popetnienia btedu w ocenie tej wiasnosci
modelu. Wystgpienie chocby jednego sygnatu o mozliwosci wystapienia korelacji powinno sktoni¢ badacza
do zastosowania chociazby wycentrowania zmiennych (Rozdzial 5) oraz przyjecia jednej z opisanych

weczesniej metod doboru czynnikow do modelu.

6-5. Przyklad eliminacji wspoélliniowos$ci poprzez centrowanie i standaryzacje (przeliczyc).

W obecnym rozdziale podamy przyktad przeprowadzenia analizy ze zmiennymi standaryzowanymi
(wigc automatycznie wycentrowanymi) dla danych przyktadu ,,Ceny mieszkan”. Przypomnijmy, Ze z
przeprowadzonej powyzszej analizy wspotliniowosci modelu maksymalnego ze zmiennymi zwyklymi
wynika, ze czynniki moga by¢ ze sobg silnie skorelowane, a zatem i wyselekcjonowany model, moze dawaé
znaczng niepewnos¢ co do doktadnosci opartych o niego przewidywan (cen mieszkan).
Przeprowadzmy wigc procedure eliminacji wstecz (Backward Elimination) dla danych standaryzowanych.
Otrzymane wyniki bedziemy analizowaé zasadniczo pod katem dwu kryteriow doboru zmiennych do modelu,

a mianowicie:

o Kryterium Fyjako kryterium standardowego w procedurze selekcji w systemie SAS,
o Kryterium Mallows’a C(p) jako kryterium preferowanego przez wielu statystykow [1], gdyz pozwala
ono do pewnego stopnia na wypowiedz o liczbie brakujacych czynnikow w modelu (z rdznicy

pomigdzy C(p) modelu a wartoscig minimalng dla modelu).
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Standaryzowane dane dla przyktadu: ,,Ceny mieszkan”.

Mieszkanie Y Xic X,C XsC X4C Zc
1 84,0 -0,1049 0,4916 0,2573 -0,2251 -0,9832
2 93,0 1,5485 -1,9664 0,2573 2,5689 0,9832
3 83,1 -1,3132 -1,9664 0,2573 0,9391 0,9832
4 85,2 0,2766 0,4916 0,2573 0,9391 0,9832
5 85,2 -0,6773 0,4916 0,2573 -0,6907 0,9832
6 85,2 0,2766 0,4916 0,2573 0,2406 0,9832
7 85,2 -0,6773 0,4916 0,2573 -0,6907 0,9832
8 63,3 -1,5994 0,4916 -1,2866 -2,0877 0,9832
9 84,3 -0,5183 0,4916 0,2573 0,0078 0,9832
10 84,3 -0,5183 0,4916 0,2573 0,0078 0,9832
11 774 -0,6773 0,4916 0,2573 -1,3892 -0,9832
12 924 1,1987 0,4916 0,2573 1,6376 -0,9832
13 92,4 1,1987 0,4916 0,2573 1,6376 -0,9832
14 61,5 -1,4722 -1,9664 -2,8304 -0,6907 -0,9832
15 88,5 0,5946 0,4916 0,2573 0,0078 -0,9832
16 88,5 0,5946 0,4916 0,2573 0,0078 -0,9832
17 40,6 -1,9491 -1,9664 -2,8304 -1,3892 -0,9832
18 81,6 -0,7409 0,4916 0,2573 -0,6907 0,9832
19 86,7 0,5946 0,4916 0,2573 -0,4579 -0,9832
20 89,7 0,8490 -1,9664 0,2573 0,2406 -0,9832
21 86,7 0,5946 0,4916 0,2573 -0,4579 -0,9832
22 89,7 0,8490 -1,9664 0,2573 0,2406 -0,9832
23 75,9 -1,4722 0,4916 -1,2866 -1,1564 0,9832
24 78,9 -1,3132 0,4916 -1,2866 0,0078 -0,9832
25 87,9 0,7536 0,4916 0,2573 0,9391 -0,9832
26 91,0 0,3084 0,4916 0,2573 -0,6907 0,9832
27 92,0 1,1987 0,4916 1,8012 0,4734 0,9832
28 87,9 0,7536 0,4916 0,2573 0,9391 -0,9832
29 90,9 0,2766 0,4916 0,2573 -0,6907 0,9832
30 91,9 1,1669 0,4916 1,8012 0,4734 0,9832

W ponizszych wydrukach litera ,,c” przy zmiennych oznacza, iz jest to zmienna Standaryzowana
zgodnie z (4-5.44) (zatem i wycentrowana). Pelny raport Systemu SAS wtym przypadku wyglada
nastepujaco.

Raport. Procedura eliminacji (Backward elimination).

Procedura eliminacji
dane standaryzowane

The REG Procedure
Model: MODEL1
Dependent Variable: Y Y

Backward Elimination: Step 0

All Variables Entered: R-Square = 0.8321 and C(p) = 6.0000
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Source

Model
Error
Corrected Total

Variable

Intercept
Xlc

X2c

X3c

X4c

zc

Analysis of Variance

DF

5
24
29
Parameter
Estimate
83.49667
.86825
.38226
.80237
.37033
.23112

oN U N W

Sum of
Squares

2957.41937
596.59030
3554.00967

Standard

Error

.91027
.97136
.10288
.77953
.39030
.15049

PR RPRPPOo

Bounds on condition number:

Mean
Square

591.48387
24.85793

Type II SS

209151
52.62170
39.04684

264.27966
72.25478
1.00313

4.5338, 67.

Backward Elimination: Step 1

Variable Zc Removed: R-Square =

Source

Model
Error
Corrected Total

Variable

Intercept
Xlc
X2c
X3c
Xdc

Analysis of Variance

DF

4
25
29

Parameter
Estimate
83.49667

2.66235

1.37709

5.99621

2.41012

Sum of
Squares

2956.41623
597.59344
3554.00967

Standard
Error

.89263
.65132
.08121
.46623
.34944

B R R PR o

Mean
Square

739.10406
23.90374

Type II SS

209151
62.13433
38.77649

399.77637
76.24869

Backward Elimination: Step 1

Bounds on condition number:

3.3082, 38.

Backward Elimination: Step 2

Variable X2c Removed: R-Square

Source

Model
Error
Corrected Total

Variable

Intercept
Xlc
X3c
Xdc

Analysis of Variance

DF

26
29

Parameter
Estimate

83.49667
2.65590
6.79630
1.83639

Bounds on condition number:

Sum of
Squares

2917.63974
636.36993
3554.00967

Standard
Error

.90325
.67095
.34060
.28717

=R e o

Mean
Square

972.54658
24.47577

Type II SS

209151
61.83456
629.04683
49.81885

3.3082, 22.

0.8319 and C(p) = 4.0404

0.8209 and C(p) = 3.6003

F Value Pr > F
23.79 <.0001
F Value Pr > F
8413.85 <.0001
2.12 0.1586
1.57 0.2222
10.63 0.0033
2.91 0.1011
0.04 0.8425
232
F Value Pr > F
30.92 <.0001
F Value Pr > F
8749.71 <.0001
2.60 0.1195
1.62 0.2145
16.72 0.0004
3.19 0.0862
176
F Value Pr > F
39.74 <.0001
F Value Pr > F
8545.22 <.0001
2.53 0.1240
25.70 <.0001
2.04 0.1656
202
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Backward Elimination: Step 3
Variable X4c Removed: R-Square = 0.8069 and C(p) = 3.6044

Analysis of Variance

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 2 2867.82088 1433.91044 56.42 <.0001
Error 217 686.18878 25.41440
Corrected Total 29 3554.00967

Backward Elimination: Step 3

Parameter Standard
Variable Estimate Error Type II SS F Value Pr > F
Intercept 83.49667 0.92041 209151 8229.62 <.0001
Xlc 4.09695 1.35640 231.86141 9.12 0.0055
X3c 6.56914 1.35640 596.10738 23.46 <.0001

Bounds on condition number: 2.0994, 8.3975

All variables left in the model are significant at the 0.0500 level.

Summary of Backward Elimination

Variable Number Partial Model
Step Removed Label Vars In R-Square R-Square C(p) F Value Pr > F
1 Zc Zc 4 0.0003 0.8319 4.0404 0.04 0.8425
2 X2c X2c 3 0.0109 0.8209 3.6003 1.62 0.2145
3 X4c X4c 2 0.0140 0.8069 3.6044 2.04 0.1656

Analysis of Variance

Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 2 2867.82088 1433.91044 56.42 <.0001
Error 27 686.18878 25.41440
Corrected Total 29 3554.00967

Root MSE 5.04127 R-Square 0.8069

Dependent Mean 83.49667 Adj R-Sqg 0.7926

Coeff Var 6.03769

Parameter Estimates

Parameter Standard
Variable Label DF Estimate Error t Value Pr > |t]| Type I SS
Intercept Intercept 1 83.49667 0.92041 90.72 <.0001 209151
Xlc Xlc 1 4.09695 1.35640 3.02 0.0055 2271.71350
X3c X3c 1 6.56914 1.35640 4.84 <.0001 596.10738

Z powyzszego raportu wynika, ze model, w ktory wchodza czynniki X;C, XsC oraz wyraz wolny jest
najlepszym, ale tylko z punktu widzenia kryterium F, doboru zmiennych z parametrami strukturalnymi
istotnymi statystycznie.

Istotnie, dokonajmy analizy wspotczynnika C(p). Dla poszczegolnych modeli otrzymanych w kazdym z
krokoéw procedury eliminacji wstecz, pordéwnamy otrzymang z (6-2.4) warto$¢ wspotczynnika C(p) z
warto$cia minimalng dla danego modelu. Wartos¢ minimalna jest jak zwykle wyznaczona z

Crin(pP)=2p—m+1, (6-2.10).
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Wiyniki analizy sg przedstawione w Tabeli 6-1.1.

Tabela 6-5.1. Poréwnanie modeli na podstawie wspotczynnika C(p).

pr(l)f:;c(zilfjry Zestaw zmiennych | Wspoélezynnik C(p) modelu | Optymalny wspélczynnik C(p)
X;c
Zerowy Xa
ool XaC C(p) = 6,0000 C(p) = 6,0000
XaC
Zc
X;c
Pierwszy, XoC C(p) = 4,0404 C(p) = 4,0000
0=4 Xac ' ’
XaC
] Xic
Drggé, Xsc C(p) = 3,6003 C(p) =2,0000
p= X,
TLZ:e:', i:z C(p) = 3,6044 C(p) = 0,0000

Z wynikow zawartych w powyzszej tabeli wynika, iz najlepszym modelem w rozwazanym zagadnieniu jest

model sktadajacy si¢ ze zmiennych X;c, X,C, X3C, X4c, poniewaz wartos¢ wspotczynnika C(p) = 4,0404 tego

modelu rézni si¢ nieznacznie

(o mniej niz 0,5) od wartosci minimalnejC;,(p)=2p—m+1 = 4 tego

wspotczynnika, co oznacza, ze nie ma w wyselekcjonowanym modelu miejsca nawet na jedna dodatkowa

zmienng objasniajaca. Przeprowadzimy teraz podstawowa analiz¢ zaproponowanego modelu.

Analiza modelu charakteryzujacego si¢ najlepszym wspolczynnikiem Mallows’a.

Odpowiedni raport SAS’a ma postac:

Source

Model
Error
Corrected Total

DF

25
29

Root MSE

Dependent Mean

Coeff Var

dane standaryzowane
model z najlepszym C(p)

The REG Procedure
Model: MODEL1
Dependent Variable: Y Y

Analysis of Variance

Sum of Mean

Squares Square F Value Pr > F
2956.41623 739.10406 30.92 <.0001
597.59344 23.90374
3554.00967

4.88914 R-Square 0.8319

83.49667 Adj R-Sqgq 0.8050

5.85550
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Parameter Estimates

Parameter Standard
Variable Label DF Estimate Error t Value Pr > |t]| Type I SS
Intercept Intercept 1 83.49667 0.89263 93.54 <.0001 209151
Xlc Xlc 1 2.66235 1.65132 1.61 0.1195 2271.71350
X2c X2c 1 1.37709 1.08121 1.27 0.2145 193.20196
X3c X3c 1 5.99621 1.46623 4.09 0.0004 415.25208
X4c X4c 1 2.41012 1.34944 1.79 0.0862 76.24869
Parameter Estimates
Squared Squared Squared
Standardized Semi-partial Partial Semi-partial
Variable Label DF Estimate Corr Type I Corr Type I Corr Type II
Intercept Intercept 1 0 . . .
Xlc Xlc 1 0.24049 0.63920 0.63920 0.01748
X2c X2c 1 0.12439 0.05436 0.15067 0.01091
X3c X3c 1 0.54165 0.11684 0.38128 0.11249
X4c X4c 1 0.21771 0.02145 0.11316 0.02145
Parameter Estimates
Variance
Variable Label DF Tolerance Inflation 95% Confidence Limits
Intercept Intercept 1 . 0 81.65826 85.33508
Xlc Xlc 1 0.30228 3.30822 -0.73861 6.06330
X2c X2c 1 0.70509 1.41826 -0.84971 3.60389
X3c X3c 1 0.38341 2.60817 2.97646 9.01597
X4c X4c 1 0.45264 2.20924 -0.36911 5.18935
Correlation of Estimates
Variable Label Intercept Xlc X2c X3c X4c
Intercept Intercept 1.0000 0.0000 -0.0000 -0.0000 -0.0000
Xlc Xlc 0.0000 1.0000 0.0031 -0.5834 -0.5688
X2c X2c -0.0000 0.0031 1.0000 -0.4284 0.3338
X3c X3c -0.0000 -0.5834 -0.4284 1.0000 -0.0419
X4c X4c -0.0000 -0.5688 0.3338 -0.0419 1.0000
Collinearity Diagnostics
Condition
Number Eigenvalue Index
1 2.28623 1.00000
2 1.19648 1.38232
3 1.00000 1.51203
4 0.32462 2.65381
5 0.19267 3.44471
Collinearity Diagnostics
———————————————————————— Proportion of Variation-----------------———-
Number Intercept Xlc X2c X3c Xdc
1 0 0.05019 0.00910 0.05548 0.05150
2 0 0.00269 0.41765 0.02260 0.07948
3 1.00000 0 0 0 0
4 0 0.01392 0.56173 0.39335 0.54853
5 0 0.93320 0.01151 0.52857 0.32049

Analizujgc powyzszy raport mozemy stwierdzi¢, ze model, wyselekcjonowany wedtug kryterium Mallows’a

C(p) ma postac:

Y =83,497 + 2,662 X,c + 1,377 X,C+5,996 X.c+2,410 X,C .

(6-5.19)
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Ma on nastepujacg charakterystyke. W modelu tym estymator wyrazu wolnego jest statystycznie istotny (p
<0,0001). Ponadto, analizujac macierz korelacji estymatorow parametréw strukturalnych modelu widaé, ze
najwigksza warto§¢ bezwzgledna wspotczynnika korelacji wynosi | py5 |=0,5834. Oznacza to, ze rowniez
pomigdzy (standaryzowanymi) czynnikami w modelu nie wystepuje ani silna korelacja (ani wspotliniowo$é).

Réwniez wyniki otrzymane metodg analizy warto$ci wlasnych nie wskazuja na wystepowania duzej korelacji.
Najmniejsza warto$¢ wlasna jest rowna As = 0,19267, a wartosci indeksow warunkowych Cl; nie rdznig si¢

bardzo, lezac pomigdzy 1 a 3.44471.

Podsumowujac stwierdzamy, ze chociaz powyzszy model, wyselekcjonowany przez kryterium Mallows’a
C(p), nie spetnia kryterium F, na pozostanie w modelu tylko tych czynnikéw, dla ktorych wartosci
odpowiednich czgsciowych statystyk F, sa istotne statystycznie, to ze wzgledu na przyjeta nadrzednosé
kryterium C(p) zwiazang z dobrocig predykcji (cen mieszkan), wybieramy go, jako model najlepszy. Model

ten jest rOwniez nieco prostszy niz model maksymalny.
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Rozdzial 6-6. Przyklad procedury poréwnania wszystkich mozliwych modeli regresji.

Na koniec przedstawmy raport SAS’a z poroéwnania selekcji kilku modelu regresji dla badanego

przyktadu ,,Cena mieszkan” z wykorzystaniem wszystkich rozwazanych kryteriow, gdzie jako model

maksymalny zostat przyjety model z wszystkimi zmiennymi standaryzowanymi (wigc wycentrowanymi).

Odpowiedni raport ma postac:

Ceny mieszkan 12:58 Monday, February 17, 2014 1
The REG Procedure
Model: MODEL1
Dependent Variable: Y

C(p) Selection Method

Number of Observations Read 30
Number of Observations Used 30
Adjusted

C(p) R-Square R-Square AIC MSE
.6003 0.8209 0.8003 99.6375 24.47577 636.36993
.6044 0.8069 0.7926 99.8987 25.41440 686.18878
.0404 0.8319 0.8050 99.7514 23.90374 597.59344
.0878 0.8035 0.7890 100.4194 25.85943 698.20449
.5399 0.8144 0.7930 100.7189 25.37414 659.72777
L1077 0.8104 0.7885 101.3540 25.91700 673.84213
.4489 0.8080 0.7859 101.7291 26.24314 682.32158
.5708 0.8211 0.7925 101.6029 25.42549 635.63714
.6347 0.8067 0.7844 101.9316 26.42084 686.94176
.0000 0.8321 0.7972 101.7010 24.85793 596.59030
.1169 0.8173 0.7881 102.2369 25.96848 649.21200
.9067 0.8118 0.7817 103.1307 26.75380 668.84508
.9319 0.7417 0.7325 106.6316 32.78751 918.05019
.2387 0.7535 0.7353 107.2237 32.44298 875.96039
.9259 0.7417 0.7226 108.6268 33.99634 917.90130
.2384 0.7535 0.7251 109.2235 33.69053 875.95374
.6316 0.7578 0.7190 110.7024 34.43480 860.86997
.0900 0.7406 0.7106 110.7598 35.46078 921.98026
.1001 0.7055 0.6837 112.5609 38.76009 1046.52236
.1228 0.7194 0.6870 113.1177 38.36038 997.36981
L7042 0.7083 0.6747 114.2774 39.87230 1036.67977
.8127 0.6936 0.6709 113.7571 40.33682 1089.09421
.5850 0.6392 0.6263 116.6563 45.79629 1282.29616
.9060 0.6439 0.6176 118.2588 46.86729 1265.41676
L4231 0.5564 0.5235 124.8542 58.39138 1576.56739
.0979 0.5657 0.5156 126.2208 59.37021 1543.62550
.7459 0.3933 0.3483 134.2489 79.86379 2156.32236
.5808 0.3664 0.3438 133.5466 80.41610 2251.65091
2014 0.1103 0.0785 143.7325 112.92725 3161.96292
5800 0.1147 0.0491 145.5856 116.53767 3146.51718
9018 0.0145 -.0207 146.8013 125.09024 3502.52667

X1 cent
X1 cent
X1 cent
X3 _cent
X2 cent
X1 cent
X1 cent
X1 cent
X3 _cent
X1 cent
X2 cent
X1 cent
X3 cent
X3 cent
X2 cent
X2 cent
X1 cent
X1 cent
X1 cent
X1 cent
X1 cent
X1 cent
X1 cent
X1 cent
X2 cent
X2 cent
X4 cent
X4 cent
X2 cent
X2 cent
Z_cent

X3 cent
X3 _cent
X2 _cent
X4 cent
X3 _cent
X2 cent
X3 _cent
X3 _cent
X4 cent
X2 cent
X3 cent
X2 cent

Z_cent
X3 cent
X3 cent
X2 cent
X2 cent
Z_cent
X2 cent
X4 cent
X2 cent

X4 cent
X4 cent
X4 cent
Z_cent

Z_cent

SSE Variables in Model

X4 cent
X3 _cent

X4 cent
X3 cent
Z_cent
X4 cent
Z_cent
X3 cent
X4 cent
X3 cent

Z_cent
X4 cent
Z_cent

X4 cent
Z_cent

Z_cent

X4 cent

Z_cent

X4 cent Z cent

Z_cent
Z_cent

Z_cent

Raport ten otrzymano z wykorzystaniem aplikacji Analyst SAS’a po uruchomieniu procedury REG dokonujgc

ciggu wyborow Solutions->Analysis->Analyst-> (i po wczytaniu danych, korzystajac z ,,Open By SAS

Name” w zaktadce File) ->Statistics->Regresion->Linear->Model->Mallows’Cp.
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Zadanie. Dokona¢ selekcji z posréd modeli przebadanych w powyzszym raporcie, postugujac sie np.
kryteriami C(p), Adjusted R-Square ( Rgdj) oraz AIC (Rozdziat 8).

Uwaga. Wedlug informacyjnego kryterium AIC, im jego warto$¢ jest mniejsza tym model jest bardziej
preferowany.

Przypomnijmy, ze aby skorzysta¢ z kryterium Mallows’a, nalezy wartos¢ C(p) modelu poréwnaé z jego
warto$cig minimalng C,;,(p), pozostawiajac jedynie modele, w ktorych réznica migdzy tymi warto$ciami nie
przekracza, powiedzmy, 0,5 (lub ewentualnie 1), tak aby w wyselekcjonowanym modelu nie byto juz miejsca

na dodatkowy czynnik, z punktu widzenia doktadnosci jego dopasowania do danych empirycznych.

6-7. Krok 5. Okreslenie solidno$ci wybranego modelu

Model wybrany w czterech poprzednich krokach jest modelem najlepszym do analizy zaleznosci dla
danych, ktére pobralismy w konkretnej probce. Jednakze nie wiemy czy model ten bedzie rowniez dobrym dla
innej probki.

Model, ktory nadaje si¢ do analizy innych probek nazywamy modelem godnym zaufania (modelem solidnym).

Poniewaz pobranie kolejnej probki moze by¢ z jaki§ powoddéw utrudnione, dlatego powszechnie uzywane
metody testowania solidno$ci modelu polegaja na podzieleniu probki na dwie mniejsze. Metody te polegaja
badz na poréwnaniu modeli wyselekcjonowanych w obu podprébkach, badz na sprawdzeniu skutecznos$ci

modelu uzyskanego z jednej podprobki dla danych w drugiej podpréobee.

W pierwszym sposobie analizuje si¢ réznice migdzy modelami otrzymane w obu podprobkach.
Konstrukcje podprobek omowiono ponizej, przy okazji omawiania drugiego sposobu. Jezeli rdznic jest bardzo
duzo, to model nie moze by¢ uznany za solidny. Jakakolwiek réznica w wyselekcjonowanych zmiennych jest
wskazoéwka niesolidnosci modelu. Tak si¢ zazwyczaj sktada, ze rdznice takie pojawiaja sie, co sprawia, ze
same metody selekcji zmiennych do modelu nie sg uznawane za solidne, co jest to nastepnym powodem
przyjecia jako ostatecznego kryterium raczej wartosci wspoOtczynnikow Mallows’a C(p) niz testow
czgéciowych Fp,.

Z drugiej strony model jest uwazany za solidny, jezeli zastosowanie go do obu podprobek daje podobne
wyniki. 2.

Drugi sposob przebiega nastgpujaco: Dzielimy pobrang probke (o liczebnosci n) na dwie mniejsze

podprobki.

Sposob podziatu:

a) wybieramy z pierwotnej probki jednostki, ktore dla tych samych warto$ci zmiennej X maja rdézne wartosci
zmiennej objasnianej Y (podobnie w przypadku uktadéw wartosci dla kilku zmiennych objasniajacych, z
pierwotnej probki wybieramy jednostki, ktore maja takie same uktady wszystkich wartosci zmiennych

objasniajacych),
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b) dla jednostek z tg sama warto$cig zmiennej X (podobnie dla kilku zmiennych) dokonujemy losowania tych
jednostek do dwoch wspomnianych podprobek, ktore na skutek tej procedury zawieraja, odpowiednio ny i n,

jednostek z probki pierwotnej (n = ny + ny).

1. Dla pierwszej podproébki (,,1”’) wyznaczamy réwnanie regres;ji:
\?l=,BO+B1X1+B2X2+...+,3]XJ.. (6-6.20)
2. Obliczamy kwadrat wspolczynnika korelacji wielokrotne;j:
R*(M) = R*(Y, | X, Xpees X)) =12(Y,Y)) (6-6.21)

gdzie rz(Yl,YAl) jest kwadratem wspolczynnika korelacji pomiedzy warto$ciami teoretycznymi $rednich

warunkowych YA1i a warto$ciami eksperymentalnymi Yy; (i = 1,2,..., n;) zmiennej Y w podprobee nrl,
3. Wykorzystujemy rownanie regresji (6-6.20) wyznaczone w podprobee nrl do wyznaczenia warto$ci

przewidywanych YAZ"i (i = ng+1,...,n1+ny) dla podprobki nr2.

4. Obliczamy wspélczynnik korelacji krzyzowej [1]:

R2(2) =r(Y,,Y,) , (6-6.22)
gdzie liczymy korelacje pomiedzy warto$ciami YA2i a warto$ciami empirycznymi Yy (i = ni+1,..., nyi+ny)
zmiennej Y w podprobee nr2 .

5. Nastgpnie obliczamy réznice [1]:
R*(1) - R*(2), (6-6.23)

nazywang wspofczynnikiem Scisnigcia korelacji krzyzowej (Scisniecie), ktory okresla réznice pomigdzy oboma
wspotczynnikami korelacji. R6znica ta przyjmuje wartosci z przedziatu <O, 1> . Model mozna uzna¢ za solidny,
gdy réznica ta jest jak najmniejsza, przy czym nie ustalono warto$ci granicznej. Przyjmuje si¢ czgsto, ze
model ze Sci$nigciem 0,9 lub wigkszym jest niesolidny, a model, dla ktorego $cisnigcie wynosi 0,1 lub mniej
jest solidny, tzn. mamy nadzieje, ze rownie dobrze stosowalby si¢ do analizy danych dla innych probek

pobranych z populacji.
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A.

Rozdzial 7: Wnioski i dalsze metody analizy.

Whioski dotyczace analizy wspotzalezno$ci zmiennych metodg regresji:

1. badania statystyczne powinny by¢ prowadzone metoda analizy dostosowang do zadanego celu

badania (Rozdziat 2, Tabela 2-2.2),

dobor zmiennych powinien by¢ $cisle podporzadkowany celowi badania, uwzgledniajac przy tym
statystyczng istotno$¢ wartosci estymatorow parametréw strukturalnych stojacych przy zmiennych
(Rozdziat 6, Procedury doboru zmiennych),

najlepszym modelem statystycznym jest taki, ktéry przy niezbyt rozbudowanej strukturze daje
rownanie regresji jak najlepiej opisujace zalezno$ci pomiedzy zmiennymi, tzn. jak najlepiej
dopasowujace sie do danych empirycznych, a co jest z tym zwigzane, jak najsolidniejsza predykcje
wartosci zmiennej objasniane;j,

zmienne objasniajace modelu powinny (w miare mozliwosci) nie wykazywaé¢ miedzy soba
wspotliniowosci (Rozdziat 5, Rozdziat 6).

w celu uniknigcia wspotliniowo$ci zmiennych objasniajacych nalezy przeprowadzi¢ centrowanie lub
standaryzacje¢ tych zmiennych, a w przypadku modeli wielomianowych moze okaza¢ si¢ niezbedna
ich ortogonalizacja (Rozdziat 5),

wybrana procedura doboru zmiennych powinna prowadzi¢ do selekcji modelu, w ktorym nie zostata
pominicta zadna istotna zmienna, dlatego metoda preferowang w tym wzgledzie jest metoda
eliminacji wstecz (Rozdziat 6),

przy doborze zmiennych objasniajacych do modelu statystycznego nalezy przedktadaé kryterium
Mallows’a C(p) ponad kryterium F(p).

Doktadniej rzecz uyjmujgc stosowanie F(p) jako jedynego kryterium doboru modelu ma ograniczenia,
ktorych nie ma kryterium Mallows’a C(p), pozwalajace nie tylko na dobor modelu pod wzgledem
jego doktadnosci dopasowania si¢ do danych empirycznych (podobnie jak to czyni F(p)), ale
jednoczesnie umozliwiajace podjecie decyzji o tym ile zmiennych objasniajacych pozostawi¢ w
modelu koncowym (Rozdziat 6, Przeprowadzona analiza przyktadu ,,Ceny mieszkan”),

model statystyczny powinien spetniaé wszystkie warunki i wymagania przedstawione powyzej, a
ponadto powinien by¢ modelem solidnym, tzn. takim, ktory bedzie mozna zastosowa¢ do danych
otrzymanych z innej probki, pobranej niezaleznie w sposob reprezentacyjny z populacji (Rozdziat 6-
5).

Na sam koniec podkreslmy fakt, ze poglebiona analiza regresji zwraca baczng uwage na tzw.
diagnostyke regresji zwigzang z resztami wystepujacymi w badanym modelu. Jest to kolejny,

obszerny temat badan (Rozdziaty 10 do 15).
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A. Rozdzial 8: Uzupelnienia.

Rozdzial 8-1. Uzupehienia. Kryterium R2, RZ. I kryterium Akaike’a.

2
ad)
W modelach regresji wspotczynnik determinaciji:
rR2_SSR_, SSE
SSY SSY (8-1.1)

mierzy stosunek zmienno$ci zmiennej objasnianej wyjasniony regresja do zmiennosci ogolnej tej zmienne;.

Alternatywa do stosowania R? jest tzw. dopasowane R? (adjusted R?), ktore uwzglednia liczbe parametrow w

modelu.
Dopasowane R? ( Rjdj ) jest zdefiniowane nastepujaco:
n—i 2 n—i SSE n—i
ADJRSQ=R2; =1-——(1-R?)=1— —1-——MSE
ad = g p( v p  SSY | (8-2.2)

gdzie n jest liczba obserwacji wykorzystywang przy dopasowywaniu modelu, p jest liczba parametrow w
modelu (wlgczajagc w to przesunigcie), natomiast i jest rowne 1 gdy model zawiera przesuniecie oraz 0 gdy

przesunigcia nie zawiera.
Wida¢, ze R, j zaczyna spadac, gdy w modelu jest za duzo parametrow i nastgpuje przefitowanie modelu. To

znaczy, sytuacja taka miataby miejsce, gdyby zmniejszenie sumy kwadratow dla btgdu SSE nastepowalo
wolniej wraz ze wzrostem liczby p parametrow niz spadek wartosci liczby stopni swobody n — p dla reszt

modelu, co wigzatoby si¢ (niekorzystnie) ze wzrostem (wraz z p) Sredniej wariancji wewnatrzgrupowej MSE i

ze wzgledu na stato$¢ w (8-2.2) wartosci n, i oraz SSY, spadkiem Razdj. Moment, w ktorym RZ:

i Zaczyna

spada¢, jest wiec sygnalem, ze nie nalezy juz modelu (z punktu widzenia tego kryterium) bardziej

rozbudowywac.
Poza Razdj oraz kryterium Mallows’a C(p), rozwinigto szereg kryteridow, w szczegdlno$ci kryterium

informacyjne Akaike’a (AIC), ktére przez wyznaczanie nakladu zwigzanego z wprowadzeniem kazdego
dodatkowego parametru, probuje zapobiega¢ przefitowaniu modelu. Sytuacja ta jest analogiczna do powyzej
omoéwionego zastapienia (w zwyklych modelach regresji) wspotczynnika determinacji R? wspotczynnikiem

R2,qi, ktory w przeciwienstwie do R? nie zawsze wzrasta przy dodaniu nowej zmiennej do modelu.
j ry wWp

Kryterium AIC dla modelu ze ,,swobodnym” parametrem ® jest zdefiniowane nastepujgco:

AIC(®)=—2InL(®)+2p (8-2.3)

gdzie ¢) jest estymatorem MNW p-wymiarowego parametru © .
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Wykorzystujac AIC, wartos¢ log-wiarygodno$ci modelu jest redukowana poprzez ,restrykcje” zwigzang ze
wzrostem liczby parametrow w modelu, w sposéb, ktory pomaga w poréwnywaniu modeli 1 testowaniu

hipotez. To znaczy model z mniejszym AIC jest preferowany.

Np. niech hipoteza zerowa jest nastgpujaca H, : ® = ®, odpowiadajagc modelowi o wymiarze py =0,
tzn. modelowi nie majacemu swobodnych parametrow. Wtedy AIC ma postaé:

AIC(®) =—2InL(Oq) (8-2.4)
Oparty o kryterium AIC, pelny model ze swobodnym p — wymiarowym parametrem © jest preferowany
wobec modelu prostszego odpowiadajacego hipotezie H, :® = ®,, wtedy gdy (porownaj (1-1.42) w
Rozdziale 1 Czg¢s¢ 1I):

AIC((:))—AIC((BO)<O = 2In L(O) >2p, (8-2.5)
L(©,)
co mozna zapisac jako:
I—(®o) -p
~— <€ -
L) . (8-2.6)

W sytuacji gdy w probee zachodzi (8-2.5), wtedy hipoteza Hy jest odrzucana na rzecz hipotezy alternatywnej

wskazujgcej na model z p-wymiarowym parametrem swobodnym.

Uwaga: Model o mniejszej wartosci AIC mozna rozumie¢ jako bedacy blizej (w znaczeniu entropii wzgledne;j

Kullbacka-Leibler’a) pewnego modelu ,,prawdziwego”.

W Rozdziale 8 Czgsci Il podano schemat wyprowadzenia kryterium AIC w modelu ARIMA dla szeregow

czasowych.
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A. Rozdzial 9. Nierownos$¢ Bonferroni’ego.

W powyzszych rozwazaniach nie zwrdcono uwagi na konsekwencje faktu, ze niejednokrotnie
wyznaczano przedzialy ufnosci dla kilku parametrow jednoczesnie. Podobnie ma si¢ sprawa z
weryfikowanymi hipotezami. Czasami zapomina si¢ o wynikajacych z tego faktu ograniczeniach dotyczacych
szczegdtowych poziomdéw ufnosci i poziomow istotnosci. Podstawowym niedopatrzeniem jest np. konstrukcja
szczegotowych przedzialdéw ufnosci na takim samym poziomie ufnosci, co poziom ufnosci dla tagcznego
obszaru ufnosci kilku estymowanych parametrow.

Np. w analizie regresji konstruowane przedziaty ufnosci dla kazdego parametru strukturalnego f;, wyznaczane
sa czasami osobno na wcze$niej przyjetym ogolnym poziomie ufnosci (1-o). Poniewaz jednak przedziaty te
byly wyznaczane roéwnocze$nie, zatem odpowiednia analiza powinna rowniez uwzgledni¢ konstrukcje
wspolnego obszaru ufnosci.

Podobnie ma si¢ rzecz w przypadku testowania hipotez, tzn. czasami kazda hipoteze testuje si¢ osobno na
przyjetym ogolnym poziomie istotnosci a. Takie podejScie ignoruje fakt, ze testy te sa wykonywane
jednoczesnie, zwigkszajac tym samym znacznie ogdlny (dla przeprowadzenia wszystkich testow tacznie)
poziom istotno$ci. Na dodatek sprawe komplikuje fakt, Ze na ogo6t stawiane hipotezy nie wykluczajg sie

nawzajem.

Aby przedstawi¢ problem wyprowadzmy nierownos$¢ Bonferroni’ego [1], ktora jest podstawa wyznaczenia
wiasciwych szczegdtowych poziomow ufnosci i zwigzanych z nimi szczegotowych przedziatéw ufnosci, oraz
szczegdtowych poziomow istotnosci i zwigzanych z nimi szczegotowych zbiordéw krytycznych.

Szczegdlnym przyktadem zastosowania metody Bonferroni’ego w analizie wariancji jest metoda Scheffe’go
dla wyznaczania przedziatow ufnosci dla tzw. kontrastow (lub testowania hipotez odpowiednich dla tych

kontrastow [1]) w ANOVA (Rozdziat 16).

Nierownos$¢ Bonferroni’ego, wynikajaca z aksjomatow Kotmogorowa ma postac [1]:

P(ﬁ AJ-J >1-37 P(A), 9.1)

gdzie A; oraz A,

; sa zdarzeniami wykluczajacymi si¢ wzajemnie, tak jak np. zdarzenia, ze dla okreslonego

parametru 0; i dla ustalonego prawdopodobienstwa oj mamy, ze(1—c;)-100% - owy przedziat ufnosci

wyznaczony dla parametru 0;, i o; -100% -owy zbidr krytyczny dla hipotezy dotyczacej wartoSci parametru

0;, sa roztaczne a ich suma pokrywa warto$¢ tego parametru (ktora to warto$¢ moze by¢ stawiana w hipotezie

Zerowej).
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Dowdd dla (9.1). (||...|| oznacza wtracenie):

A

g g

ﬂ A :U A,

=t i

>1-Y P(A).

:1_p(LgJKj):

P(UEjsiP@

skad otrzymujemy nierdwno$¢ Bonferroni’ego (9.1). Zwro¢my uwage, ze ostatnie przeksztatcenie prowadzace

do nierownosci pojawito sig, jako skutek nie wykluczania si¢ zdarzen Aj .

Proste przeksztatcenie (9.1) daje:
9 _
1- P(ﬂ Aj} < Z?Zl P(A) . (9.2)
j=1

g
Niech wyrazenie 1— P{ﬂ AJJ po lewej stronie bedzie (chwilowo) prawdziwym ogdélnym poziomem
j=1

istotnosci.  Wtedy P(XJ) jest prawdziwym szczegétowym poziomym istotnosci, okreslajacym

prawdopodobienstwo, ze odpowiedni dla parametru 0; szczegélowy zbior krytyczny, pokrywa wartos¢ tego
parametru. Wida¢, wiec, ze prawdziwy ogolny poziom istotno$ci jest w przypadku niewykluczajacych si¢

zdarzen, nie wigkszy niz suma wszystkich mozliwych szczegétowych poziomoéw istotnosci.

Gdyby wigc np. przyjaé, ze kazdy szczegdlowy poziom istotnosci jest taki sam i wynosi P(Kj) =— ,j=1,

Q@ |

2, ..., 0, wtedy (9.2) daje:

g ru o ~
1- P(ﬂ A, J <> P(A)= Z‘j_l% -a, (9.3)
j=1

skad wida¢, ze gdy mamy g szczegdélowych hipotez sktadajacych sie¢ na hipoteze ogélna, to postugiwanie si¢
warto$cig prawdopodobienstwa o jako ogdlnym poziomem istotnosci, nie jest na ogoél poprawne, bowiem
zawyza ono warto$¢ ogélnego poziom istotno$ci. Wyrazmy powstaly problem nastepujaco: ,,odlegltosc

warto$ci prawdziwego szczegotowego poziomu istotnosci od prawdziwego ogolnego poziomu istotnosci jest,

. . . re . . .. s a i
w przypadku nie wykluczania si¢ zdarzen Aj , mniejsza niz odlegtos¢ — od « .

W koncu, spojrzmy na sprawe w sposob blizszy wykonywanym w praktyce testom i zalézmy teraz, ze

a jest wlasciwym (prawdziwym) ogdlnym poziomem istotnosci.

1- P(ﬁ AjJ:a (9-4)
j=1
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1 w (rozsgdnym) uproszczeniu zatdzmy, ze wszystkie hipotezy szczegdlowe (indeks S) sg testowane na tym

samym poziomie istotnosci (ktory oznaczmy) o, :

P(A)=a,, j=12..9. (9.5)

Nierownos¢ (9.3) mozemy teraz zapisac nastepujaco:
g
g x g
a=1- P[QAJJSZHP(AJ) =D . =0xa (9.6)
j=
a — .
lub —<P(A)=a,, [j=12..9. 9.7)
g

Whniosek. Widzimy wiec, ze (w przypadku nie wykluczania sie hipotez :K\J) wartos¢  prawdziwego
szczegolowego poziomu istotnosci o, jest wigksza niz o/ g, gdzie o jest prawdziwym ogdlnym poziomem
istotnosci. Wynika stad, ze indywidualny (szczegolowy) j-ty przedzial ufnosci powinien by¢ wyznaczony na
poziomie ufnosci mniejszym niz (L—alQ), tzn. szczegbtowe przedzialy ufnosci ulegaja zwezeniu, a

szczegotowe zbiory krytyczne ulegaja poszerzeniu.

Postugiwanie si¢ btednym (bo zanizonym), szczegétowym poziomem istotnosci rownym « /g, ma
nastgpujace konsekwencje:
1) Gdyby (przy ogoélnym prawdziwym poziomie istotnosci « ) policzy¢ poprawnie prawdziwe szczegdtowe
poziomy istotnosci (¢ ) dla testow szczegdtowych, to zbior krytyczny przesunatby si¢ w kierunku centrum
rozktadu testowej statystyki szczegotowej 1 szczegotowa hipotezg zerowa bytoby tatwiej odrzuci¢ niz przy
szczegbtowym poziomie istotno$ci przyjetym blednie jako ol Q.
2) Gdy warto$¢ szczegdtowego poziomu istotno$ci przyjmuje sie btednie jako rowna «/ g, wtedy trudniej
jest odrzuci¢ szczegotowa hipotezg zerowa (niz wtedy gdyby si¢ postuzy¢ poprawng wartoscia o). Tzn. moc
testu postugujacego si¢ warto$cig a/ ¢ jest za mata, a prawdopodobienstwo popetnienia btedu II rodzaju, tzn.

prawdopodobienstwo btednego przyjecia szczegoétowej hipotezy zerowej dotyczacej parametru 0;, jest wtedy
za duze. Przyktadowo, w przypadku analizy regresji (w ktorej stawia si¢ hipoteze zerowa o zerowej wartosci
jakiego$ parametru strukturalnego), oznaczatoby to nadmierng sktonno$¢ do nie uzasadnionego trwania przy

hipotezie zerowej i pomijania w modelu, parametru strukturalnego, ktéry powinien w modelu pozostac.

Przyktad konstrukcji obszaru ufnosci dla pary parametrow (i, o°) rozktadu normalnego N(u, o)

[2], zostat podany w Czgéci IV, Rozdziat 4.
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B. Rozdzial 10. Diagnostyka reszt.

Rozdzial 10-1. Wstep
Analiza reszt odgrywa istotng role w sprawdzeniu solidnos$ci modelu, tzn. weryfikacji na podstawie proby
zgodnosci empirycznych wlasnosci testowanego modelu z wymogami teoretycznymi modelu. Informacja, ze
w probie naruszone zostaly w sposob istotny zatozenia modelowe, przekresla w zasadzie stosowanie
badanego modelu, ale jednoczesnie sktania do postulowania nowych modeli. W tej czgsci skryptu badane sg te
zatozenia liniowych modeli regresji, ktore dajg si¢ przetestowa¢ w oparciu o analize¢ reszt.
1. W celu zdiagnozowania reszt nalezy przeprowadzi¢:

a. analize outsiderow

b. graficzng analizg reszt
2. Analizy outsideréw dokonuje si¢ oceniajgc np. wartosci reszt zwyklych, reszt studentyzowanych,
reszt scyzorykowych, wspotczynnika dzwignigcia i odlegtosci Cook’a. Obserwacja moze by¢ podejrzana o to,
ze jest outsiderem, gdy:

a. warto$¢ reszty znaczaco odstaje od wartosci pozostatych reszt

b. warto$¢ wspotczynnika dzwigniecia ma duza warto$é

c. warto$¢ odleglosci Cook’a jest duza
3. Przeprowadzenie dokladnej analizy outsiderow pozwala wykry¢ obserwacje wpltywowe, a ich
(przemy$lane) usunigcie powoduje lepsze dopasowanie modelu do danych empirycznych (zwigksza si¢ np.
warto$¢ wspotczynnika determinacji).
4, Graficzna analiza reszt pozwala na podanie prostej (i niejednokrotnie wystarczajaco precyzyjnej)
odpowiedzi na pytania:

a. czy wystepuje zgodnos¢ rozktadu reszt z rozktadem normalnym
b. jaki jest schemat rozktadu reszt

Do analizy graficznej brane sg pod uwage najczgsciej reszty scyzorykowe lub studentyzowane. Analiza reszt
jest rowniez istotna ze wzgledu na fakt, ze o ich postulowane wlasnosci normalnosci, jednorodnosci
i niezalezno$ci, opieraja si¢ wszystkie procedury estymacyjne parametrow modelu, poczawszy od oceny
doktadnos$ci oszacowan parametrow strukturalnych modelu, a skonczywszy na zagadnieniu konstrukcji pasma
przewidywania modelu. Nie spetnienie zalozen o braku korelacji reszt oraz ich jednorodnosci powoduje
pogorszenie si¢ wlasnosci estymatorow wykorzystywanych w np. testowaniu hipotez o braku zaleznoS$ci
korelacyjnej pomiedzy zmiennymi, bowiem stosowane estymatory mogg sta¢ si¢ Co0 najmniej nieefektywne.
Odejscie od zatozenia o niezalezno$ci reszt narusza zwigzek zwyklej metody najmniejszych kwadratow
(MNK) ze standardowa metoda najwigkszej wiarygodnosci (MNW), ktoéra jest podstawa konstrukcji
estymatorow w statystyce klasycznej, a naruszenie zatozenia o normalnosci rozktadu reszt sprawia, ze analiza
regresji MNK nie ma oparcia w MNW 1 przestaje mie¢ charakter probabilistyczny.
W analizie zaprezentowano wykorzystanie procedur analitycznych i graficznych pakietu SAS (i czasami

Excel).
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Zalozenia regresji wielorakiej (zostaty podane w Rozdziale 4-1).

Tak jak w typowym klasycznym modelu regresji liniowej, zmienng losowg jest zmienna Y, podczas gdy
zmienne X1,X,...,.Xk sa zmiennymi (nielosowymi) kontrolowanymi. State fof1,....0«k sa nieznanymi
parametrami populacji, natomiast sktadnik losowy E jest zmienna losowa nieobserwowang bezposrednio. Jesli
oszacowujemy parametry fofi.... przy pomocy estymatorow S, By, wtedy whasciwym
oszacowaniem w probie, zmiennej E; dla i-tej jednostki jest (4-8):

U =E =Y, =Y, =Y, (B, + B Xy ++BYg), i=1,2....n, (10-1.1)
gdzie Y; jest zmienng losowa obserwowana dla i-tej jednostki zbiorowosci, U; jest sktadnikiem resztkowym,
a warto$ci zmiennej U; nazywane resztami oznaczamy jako u;. Zbior wielkosci {U;} odzwierciedla wielkos¢
niezgodno$ci pomiedzy warto$ciami przewidywanymi i obserwowanymi w probie, jaka pozostaje po
dopasowaniu modelu do danych (w rozwazanym przypadku, metodg najmniejszych kwadratow). Kazde U;
reprezentuje estymator nieobserwowanego btedu E; wystepujacego w populacji. Zwykle w analizie regresji
zaklada sig, ze btedy {E;} sa niezalezne, maja Srednig rowna zero, maja wspdlne wariancje i podazaja za
rozktadem normalnym. Jesli model jest dobrze dobrany do analizowanych danych, wtedy rozsadnym jest

spodziewanie sig¢, ze zaobserwowane reszty {U;} wykazuja wtasciwosci bedace w zgodzie z tymi zalozeniami.

Ponizej przedstawimy analiz¢ reszt w ramach liniowego modelu normalnego. Analiza reszt w ramach innych
modeli jest trudniejsza, jednak cze$¢ stosowanych w nich procedur zostata rozwini¢ta w analogi do procedur
dla modelu normalnego [1]. Przeprowadzenie analizy reszt dla oszacowania wtasciwosci dopasowania modelu
jest obecnie, ze wzgledu na dostgpnos¢ programow komputerowych, powszechne. Wiele z tych programow
nadaje si¢ do graficznej prezentacji reszt i wykreséw diagnostycznych dla wszystkich zwykle uzywanych

modeli [4].

Rozdzial 10-2. Typy reszt oraz ich wlasno$ci w modelu liniowym.

Celem analizy reszt jest sprawdzenie czy spelnione sa podstawowe zalozenia modeli regresji omdéwione w
Rozdziale 4. Ponizej przedstawimy metody identyfikacji outsideroéw witasciwe dla analizy reszt w modelach

regresji.
Rozdzial 10-2-1. Wspolczynnik dzwigniecia.

Wspdlczynnik déwigniecia hi jest miarg geometrycznej odleglosci i-tego punktu X i = (X1i,Xap, ..., Xk i) czynnika

X od punktu srodkowego (Yl,YZ,...,Yk) w przestrzeni k-wymiarowego czynnika X . Wielkosé¢ h;

nazywana wspotczynnikiem “dzwigniecia” jest miarg waznosci i-tej obserwacji przy okreslaniu dopasowania
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modelu. Ich rola jest pomocna w problemach diagnozowania regresji. Zbior wartoSci wspolczynnika

dzwignigcia {hi}, i =1, 2, ..., n, wzbogaca diagnostyke modelu regresji.

Dla modelu prostoliniowego z jednym czynnikiem:

Yi = :Bo +ﬁlxi + Ei (10-2-1.2)
warto$¢ wspotczynnika dzwignigcia dla i-tej obserwacji przyjmuje forme [1]:
=\
X; =X
ho=ts (x;-X) 2 , (10-2-1.3)
N (n-1)sx
gdzie
. n —
§2-1 3(x,-xf (10-2-1.4)
n-1i3

jest wariancja czynnika X. Glownym skladnikiem wzoru (10-2-1.3) dla wspdlczynnika dzwignigcia jest

. : . - o 13
kwadrat standaryzowanej odlegtosci warto$ci X; od $redniej wartosci X = —Z X, tzn.
N5

—\2
X, — X
z; =[ L J (10-2-1.5)

Zatem dla prostej liniowej regresji z jednym czynnikiem wspotczynnik dzwigniecia wskazuje odleglosé¢

obserwacji w zbiorze warto$ci czynnika X.

Bardziej ogoélnie, dla wielorakiej regresji warto$s¢ wspotczynnika dzwignigcia mierzy odleglo$¢ obserwacji w

k- wymiarowej przestrzeni czynnikow Xi,X,, ..., Xk.

Dla specjalnego przypadku, w ktorym wszystkie czynniki X3,X,, ..., Xx majg Srednig rdwna zero i sg niezalezne,

zachodzi zwiazek [1]:
1 k (X ji _)?j)Z A
hj==+Y ——5—, i=1,2,..,n, (10-2-1.6)
n j= (n—l)Sj
w ktorym
§2- 1 S x,-X,)2 10-2-1.7
j—mé( i—Xj) (10-2-1.7)

gdzie X jest i-ta warto$cia j-tego czynnika.
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Interpretacja wielkoSci warto$ci  wspélczynnika dzwignigcia jest prowadzona przy skorzystaniu z
nastgpujacych jego wlasnosci.
Po pierwsze i catkiem ogoélnie:

0<h <1 (10-2-1.8a)

Jednakze, jesli model regresji zawiera parametr przesunigcia [, wtedy:

<h; <0. (10-2-1.8b)

=

Na przyktad dla przypadku jednego czynnika, nierownos¢ (10-2-1.8) (pokaza¢ dla jednego czynnika) mozna

wyprowadzi¢ korzystajac z tzw. nierdéwnosci Laguerre’a - Samuelson’a:

X —n-1S, <X; <X +/n-1S, (10-2-1.9)
gdzie
10 - \2
Sx = _Z(Xi —X)
Niz

Jak mozna zauwazy¢ wykorzystujac (10-2-1.6), jesli liczba czynnikow w modelu wynosi K, tzn.:
Y =6, +LX +6,X,+..+ X, +E

to (pokazacd):

3h =k+1 (10-2-1.10)

i1
W konsekwencji §rednia warto$¢ wspolczynnika dzwignigcia wynosi:

= k+1

h=—— (10-2-1.11)

n
Hoaglin i Welsch [16] zalecili doktadne analizowanie jakiejkolwiek obserwacji, dla ktore;j:
2(k+1
h > 2Ak+1) (10-2-1.12)
n

Z dzwignigciem zwigzana jest tzw. odlegto§¢ Mahalanobisa:

m; :(hi —l}m -1
n

Uwaga: Jesli czynniki majg rozklad Gaussa (tzn. kazdy czynnik ma rozktad normalny) i przy zalozeniu
hipotezy zerowej, ze i-ta obserwacja jest probkg losowa o liczebno$ci 1 pobrang z populacji wszystkich
wartosci czynnika o rozktadzie Gaussa, wtedy zmienna losowa:

F = (1[—hlh_)§tr/1n—)]k/5 ) (10-2-1.13)

dla kazdego pojedynczego dzwignigcia h; ma w probie rozktad F- Snedecora z k i n-k-1 stopniami swobody

[1]. Zatem test dla najwickszego wspoOlczynnika dzwignigcia, moze by¢é dokonywany przez poréwnanie

warto$ci F; uzyskanej w obserwacji z wartoscia krytyczna Fye = Fy (n—k-1),1-a/n > gdzie dzielenie a/n w
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wartosci krytycznej pojawia si¢ na skutek podziatlu Bonferroni’ego (Rozdziat 9). W ponizszej tablicy podano
krytyczne warto$ci wspotczynnikow dzwignigcia:
n-k-1+F,kn

hy, = 10-2-1.14
T (n—k—-1+F k) ( )

odpowiadajace warto§ciom krytycznym Fy, dla typowych wartosci liczby czynnikow K i wielkosci proby n,
idlaa=0,01.

(Odejscie od zalozenia ustalonych wartosci czynnikow na rzecz pojawienia si¢ ich losowo (powyzej, z
rozktadem Gaussa) moze obcigzy¢ w niektorych przypadkach estymatory parametrow rozproszenia (np.

wariancji sktadnika losowego; Rozdzial: Dwuczynnikowa ANOVA)).

Tablica 10-2-1.1. Krytyczne wartosci dla dzwigniecia, h = wielko$¢ proby, k = liczba czynnikow dla a=0,01.
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20 40 80

n

10 | 0.785 | 0.875 | 0.930 | 0.965 | 0.986 | 0.997 | 1.000 | 1.000
15 0.629 | 0.724 | 0.792 | 0.844 | 0.887 | 0.921 | 0.948 | 0.969 | 0.984 | 0.994
20 | 0.524 | 0.612 | 0.677 | 0.731 | 0.777 | 0.817 | 0.852 | 0.883 | 0.910 | 0.933 | 0.996
25 0.450 | 0.529 | 0.589 | 0.640 | 0.685 | 0.724 | 0.761 | 0.794 | 0.824 | 0.851 | 0.953 | 0.997
30 | 0.394 | 0.466 | 0.521 | 0.568 | 0.610 | 0.648 | 0.683 | 0.716 | 0.746 | 0.774 | 0.889 | 0.964
40 | 0.318 | 0.377 | 0.424 | 0.464 | 0.501 | 0.534 | 0.565 | 0.595 | 0.622 | 0.649 | 0.763 | 0.855
60 | 0.231 | 0.275 | 0.310 | 0.341 | 0.369 | 0.395 | 0.420 | 0.443 | 0.465 | 0.487 | 0.584 | 0.668 | 0.917
80 | 0.183 | 0.218 | 0.246 | 0.271 | 0.293 | 0.314 | 0.334 | 0.353 | 0.372 | 0.389 | 0.471 | 0.543 | 0.778
100 | 0.152 | 0.181 | 0.205 | 0.225 | 0.244 | 0.262 | 0.279 | 0.295 | 0.310 | 0.325 | 0.394 | 0.456 | 0.666 | 0.956
200 | 0.085 | 0.100 | 0.113 | 0.124 | 0.135 | 0.145 | 0.154 | 0.163 | 0.172 | 0.180 | 0.219 | 0.255 | 0.383 | 0.598
400 | 0.046 | 0.054 | 0.061 | 0.067 | 0.073 | 0.078 | 0.083 | 0.088 | 0.092 | 0.097 | 0.118 | 0.138 | 0.208 | 0.330
800 | 0.025 | 0.029 | 0.033 | 0.036 | 0.039 | 0.041 | 0.044 | 0.046 | 0.049 | 0.051 | 0.062 | 0.073 | 0.110 | 0.175

Na przyklad, gdy a = 0,01 i trzeba wykona¢ testy dla 100 obiektow (np. 100 testéw z hipotezami

i 1 i i
H,: E(hi ) = o dla dzwignigcia h;, i =1, 2, ..., n; gdzie n = 100 jest wielko$cig proby), wtedy mozemy dla

kazdego szczegotowego testu uznaé, ze nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy H(i) , jesli warto$¢ p nie

001

bedzie mniejsza niz a; = = 0,0001. Unikniemy wtedy nieuzasadnionego traktowania niektorych h; (dla

i-tych obserwacji) jako outsiderow. Nawet wtedy, gdy wartos$ci czynnika przyjmiemy jako ustalone (tak jak
jest to w modelu klasycznym regresji), powyzsza statystyka F moze by¢ pomocna przy przyblizonym

wskazaniu ktopotliwych obserwacji.
Rozdzial 10-2-2. WlasnoSci reszt

Zatézmy, ze mamy n kompletow obserwacji (Yi, Xi1, Xiz, ..., Xix), gdzie i = 1, 2, ...n dla zmiennych (Y, X,
X, ..., X¢). Z przedstawionych w Rozdziale 4 zatozen modelu regresji wiemy, ze analiza regresji jest zwigzana

z metodg najmniejszych kwadratow, ktorg stosujemy w celu dopasowania modelu regresji:

107



Yi =L0+ i Xqi + o X+ + S X +E dla i=12,..,n (10-2-2.1)
do obserwowanych wartosci zmiennej opisywanej Y;, gdzie E; jest i-tym sktadnikiem losowym. Poniewaz
dopasowany model ma postac Y = ,éo + ,élxl + Bzxz ...+ ,ﬁ’k Xy, €O oznacza, Zze prognozowana
(przewidywana) odpowiedz w i-tym punkcie danych jest nast¢pujaca:

Yi = Bo+ BiXai +BoXgi +ot B X (10-2-2.2)
Zgodnie z (10-1.1) i-ta reszta U; , czyli réznica pomigdzy obserwowang warto$cig Y; i przewidywang

wartoscia ¥; wynosi U; =Y; —\fi dlai=12,...,n.

Typy reszt

Glowna strategia lezgca u podstaw statystycznej procedury nazywang ogolnie analizq reszt polega na
ustaleniu przydatnosci modelu, na podstawie obserwacji zachowania sie zbioru obserwowanych wartosci
reszt. Naszym celem jest dyskusja metod, ktore stuzq do czynienia takich ustalen. Podana ponizej metodologia
moze znalez¢ zastosowanie w wielu przypadkach, w ktoérych dopasowywany jest pewien model, w wyniku,
czego uzyskujemy zbior reszt. Mozliwe jest, wigc rozszerzenie analizowanej metody na analiz¢ wariancji,

wieloczynnikowa regresje liniowa i regresje nieliniowa w czynnikach [4].

Zgodnie z metodg najmniejszych kwadratow, reszty U;,U,, ..., U, 1 ich funkcje posiadaja nastgpujace wiasnosci

(porownaj zatozenia modelu regresji, Rozdzial 4):

1. Srednia z {U;} jest rowna zero (pokazac):
— 1
U==>U,=0 (10-2-2.3)
N

Z powyzszej rownosci wynika, ze reszty U;,U,, ..., U, nie sg niezalezne.
2. Estymator wariancji btedow E; w populacji wyznaczony z proby n reszt, czyli §rednia kwadratow reszt
MSE, nazywana tez wariancjg resztowa, ma postac:

1 n SSE

U? = 10-2-2.4
n—k—lié ' n-k-1 ( )

MSE =

O ile model z p = k + 1 (szacowanymi) parametrami funkcji regresji jest wihasciwy, to MSE jest

nieobcigzonym estymatorem wariancji O'Z(Ei )E O'é sktadnika losowego E;, tzn. E(MSE):o-é, a(n-p

n

liczbg stopni swobody dla ZUiz [1]. Jak to oméwimy ponizej, okazuje sie, ze wygodnie jest wprowadzi¢ do
i=1

analizy réwniez inne estymatory wariancji sktadnika losowego, ktore lepiej niz sktadnik resztkowy U; nadaja

si¢ do analizy reszt modelu i sg bardziej skuteczne w identyfikacji outsiderow.
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3. Reszty {U;} nie sg niezaleznymi zmiennymi losowymi. Wynika to z faktu, ze reszty {U;} sumujg sie do
zera. Jednak, jesli liczba reszt n jest duza w poréwnaniu z liczbg K niezaleznych zmiennych, wtedy efekt
zalezno$ci reszt mozemy w praktyce zignorowac [1].
Wielkos¢:

U;

i =—— 10-2-2.5
'~ JMsSE ( )

jest nazywana standaryzowang reszta; czesto wiasnie Z; a nie U; sg badane w analizie reszt. Tak jak i dla
reszt,{U;}, suma standaryzowanych reszt jest rowna zero i stad nie sa one niezalezne. Standaryzowane reszty

maja jednostkowg wariancje, co oznacza, ze:

2
1 N, 1 Ao U, 1 1 oo,
n—k—1£ ' n—k—1§(,/MSEJ MSE(n—k-lEl '

Standaryzowane reszty maja rozktady przyblizone do rozktadu t-Studenta z liczbg stopni swobody n-k-1.

Zatem +MSE w mianowniku standaryzowanych reszt (10-2-2.5), odzwierciedlajagce dobro¢ dopasowania

modelu, skaluje reszty tak, aby miaty jednostkowa wariancje.

Podczas gdy najlepszy estymator wariancji dla odpowiedzi ¥; ma postac:

S5 =MSEh; , (10-2-2.6)

standardowe odchylenie reszt U; jest rowne:

S(U;)=/MSE (1—h)) , (10-2-2.7)

0 czym wspomnimy jeszcze pozniej (Rozdziat 11). Jesli dla okreslonego i wspotczynnik dzwignigeia h; jest

rowny 1, wtedy z (10-2-2.7) widaé, ze standardowe odchylenie reszt U; znika, co ze wzgledu na E(Y;) = E(Y;)

oznacza, Ze Y; = Y;i model zostal zmuszony (dzwigniety) tak, aby dopasowaé doktadnie i-ta obserwowana

odpowiedz Y;.

4. Wielkos¢:

3 U, _Z
JMSE (1-h;) 1-h

(10-2-2.8)

jest nazywana resztg (wewnetrznie) “studentyzowang”. Nazywana jest tak, poniewaz jesli tylko dane spetniaja
zwykle zalozenia dla regresji wielokrotnej [1], to ma ona w przyblizeniu rozktad t - Studenta z n-k-1

stopniami swobody. Studentyzowane reszty maja $rednig bliskg zero oraz wariancje:

2 1 02
g2 — 72 R? 10-2-2.9
R n-k-1:7= ( )

ktora jest nieznacznie wigksza niz 1.
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5. Wielkos¢:

R.i) =R, MSE _ Y, = Ri\/ (n—k _1)_12 (10-2-2.10)
MSE i) | MSE_;,(@-h) (n-k-1)-R;

jest nazywana resztg “scyzorykowa” (lub zewngtrznie “studentyzowang”). Reszty te przyjmuja wartosci z

przedziatu (—oo,+00). MSE(_i) jest scyzorykowa wariancja resztowa. Poniewaz, U; =Y; - ¥;, zatem licznik w
Ry odzwierciedla odleglos¢ i-tej oberwanej odpowiedzi Y; od przewidywanej wartosci ;. Celem stosowania

MSE,_;, jest zabezpieczenie si¢ przed ukryciem si¢ wptywu outsideréw, co osiaga si¢ przez spadek wartodci

przyjmowanej przez MSE_;) w poréwnaniem z wartoscig przyjmowana przez MSE. Stosowanie MSE

powoduje, wigc wzrost Ry w porownaniu z R;.

Reszty scyzorykowe majg wariancje

1 n
SPy=— " SRZ. 10-2-2.11
= (n—k—l)—lgi =0 ( )

wigksza niz 1.

Jesli zwykte zatozenia regresji liniowej sa spetnione, wtedy reszt scyzorykowe majg doktadnie rozklad t-
Studenta z (n-k-1)-1 = (n-k-2), stopniami swobody oraz ze $rednig réwng zero. Wielkosé SZ(_i) jest wariancja
reszt liczong przy usunigtej i-tej obserwacji. Dlatego tez, podczas gdy standaryzowana reszta jest zwigzana z
odchyleniem standardowym liczonym dla n obserwacji, to i-ta reszta scyzorykowa jest standaryzowana z
wykorzystaniem odchylenia standardowego liczonego dla n-1 obserwacji (tzn. po usunigciu i-tej obserwacji)

oraz funkcji h;. Istotnymi elementami wptywajacymi na Rii) sa Ui, S oraz h;.

Jezeli standardowe zatozenia dla regresji [1] sa spelnione i w przyblizeniu ta sama liczba obserwacji jest
zrobiona dla kazdej wartosci czynnika (zmiennej objasniajacej), wtedy schematy analizy reszt, w ktorych
postugujemy si¢ resztami standaryzowanymi, studenckimi czy scyzorykowymi wygladajg bardzo podobnie.

Jednak, jesli pojawiaja si¢ problemy, tzn. analizowane sg "nietypowe” warto$ci uzyskane w obserwacji, wtedy

analiza w oparciu o reszty standaryzowane, a przede wszystkim reszty scyzorykowe jest bardziej skuteczna.

Na przyktada, jesli i-ta obserwacja lezy daleko od pozostatych danych, wtedy MSE_;, bedzie duzo mniejsze

niz VMSE , co powoduje, ze Ry jest duze w poréwnaniu z Ri. W ten sposob Ry wyrdznia si¢ bardziej niz R;,
bardziej ujawniajac outsiderow. Wigksze wartosci h; (warto$¢ z wysokim wptywem obserwacji) prowadzg
rowniez do wigkszych odpowiednich wartosci Ry niz R;.

Ponadto, gdy liczba stopni swobody dla btedéow (n-k-1 dla standaryzowanych i n-k-2 dla scyzorykowych)
ro$nie znacznie powyzej 30, wtedy rozklady reszt moga by¢ coraz doktadniej przyblizone przez
standaryzowany rozktad normalny, (dla ktoérego $rednia jest rOwna zero i wariancja rowna 1). Informacja ta
jest pomocna do oceny wielkoSci obserwowanych reszt przez odwotanie si¢ do wilasnosci standardowego

rozktadu normalnego. Na przyktad, jesli reszty reprezentuja w przyblizeniu probke losowa pobrang z
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populacji z rozktadem N(0,1) wtedy oczekujemy, ze dla nie wigcej niz 5% reszt pojawiaja si¢ (co do modutu)
wartosci przekraczajace wartos¢ zero o 1,96.

Wykresem stosowanym szeroko do sprawdzania zatozenia normalnosci rozktadow biedow jest wykres dla
dystrybuant, na ktorym empiryczna dystrybuanta dla uporzadkowanych reszt jest wykre§lona na przeciwko
dystrybuanty dla rozktadu normalnego ze $rednig i wariancja rowng $redniej i wariancji reszt w probie (tzw.
,hormal probability-probability plot”). Wykres ten moze by¢, wiec pomocny w wykrywaniu outsideréw.
Jezeli poprawne byloby zatozenie o normalnosci bledow, wtedy wykres powinien przejawia¢ tendencje
liniowg z nachyleniem (kat 45° przy tej samej skali na obu osiach), poczawszy od poczatku uktadu
wspotrzednych. Jednak problem w postugiwaniu si¢ takimi wykresami stanowi okreslenie wielkosSci
dopuszczalnego odstepstwa od zaktadanego idealnego przebiegu.

Latwo jest sprawdzi¢ czy konkretna scyzorykowa reszt rozni si¢ istotnie statystycznie od zera. Jesli zwykle
zalozenia odno$nie regresji sg spelnione [1], wtedy pojedyncza scyzorykowa reszta ma doktadnie rozktad t-
Studenta z n - k - 2 stopniami swobody. Nalezy jednak pamietaé, Ze trzeba postuzyé sie skorygowang
wartoscig poziomu istotnosci, ktory uwzglednia przeprowadzenie jednoczesnie n testow (po jednym dla kazdej
obserwacji). Z problemem tym mozna si¢ zmierzy¢é odwotujac si¢ do zastosowania nierownosci
Bonferroni’ego [1]. Wynika z niej, ze jesli np. 50 obiektow (np. parametréw) jest szacowanych jednoczesnie,
a ogo6lny test ma by¢ przeprowadzony na poziomie istotnosci 0,05, to test odrzuca hipoteze zerowa dla

jednego szczegdlnego obiektu, gdy empiryczny poziom istotnosci p dla tego szczegdlnego testu wynosi (W
0,5 C . .
przyblizeniu) 50 =0,001. Gdy zaré6wno dodatnie jak i ujemne wartosci outsiderow sg brane pod uwage,

wtedy w kazdym ogonie rozktadu jest wartos¢ 0,025 poziomu istotno$ci & , a warto$¢ p w jednym z ogonow

0,025 . .
rozktadu wynosi wtedy ’5—0 =0,0005. Postuzenie si¢ w tescie szczegbtowym (tzn. dla jednego obiektu)

wartos$cig poziomu istotnosci a = 0,025 a nie o = 0,0005, mogtoby doprowadzi¢ do fatlszywego uznania

niektorych obserwacji za outsiderow.

Rozdzial 10-2-3. Diagnostyka regresji oparta o “odlegtos¢ Cook’a” D, .

Bezposrednia metoda dla ustalenia wplywu obserwacji okresla jak zmienia si¢ analiza, kiedy pojedyncze
obserwacje sg usunigte z danych. Metoda usunigcia pojedynczego przypadku shuzy czesto do podkreslenia
najbardziej wplywowych obserwacji, ktére nastgpnie moga by¢ doktadniej badane. Moéwimy, Zze obserwacja
jest "wpltywowa”, jezeli ma duzy wptyw na dopasowany model. Jest mnostwo sposobow, na ktdre wplyw ten
moze si¢ objawi¢. Chociaz wptywowo$¢ i dzwignigcie sg pojeciami powigzanymi z sobg, to sg one réoznymi

wielkosci. Podczas gdy dzwignigcia, zdefiniowane powyzej, zaleza tylko od (macierzy projektu) zmiennych
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objasniajacych (poréwnaj (11-1.8)), wptyw obserwacji zalezy takze od wartosci odpowiedzi. Zwigzek ten jest
pokazany na wykresie [1].

Rysunek 10-2-3.1 [1] Wykres ‘a’ pokazuje wyrdzniong obserwacje, ktorej odcieta X jest bliska $redniej, dajac jej niskie
dzwigniecie. Punkt ten ma maty wptyw na nachylenie, za to nieco wigkszy na przeciecie z osig rzednych. W czgsci ‘b’
wyrozniona obserwacja ma wysokie dzwignigcie, ale niski wpltyw, co jest spowodowane tym, ze, podczas gdy wariancja
oszacowanego tangensa konta nachylenia wzrasta znaczaco, (bo S*(X) maleje) na skutek nie uwzglednienia obserwacji,
to dopasowana linia regresji niewiele si¢ zmienia. W cze$ci ‘C’ odcigta X wyrdznionej obserwacji jest bardzo duza, co
wskazuje na duze dzwignigcie. Natomiast rzedna tej obserwacji, ktora lezy blisko starej linii regresji, lezy jednak duzo
dalej od nowej dopasowanej linii, niz pozostale obserwacje, co prowadzi do duzego wptywu tej obserwacji. Zatem moze
si¢ zdarzy¢, ze obserwacje, dla ktorych X; jest odlegle od $redniej moga mocno wplywaé na dopasowanie modelu.

Poniewaz h; jest dla nich duze, dajg one mylaca matg zwykla reszte.

Zatem, jesli obserwacja jest outsiderem 1) bgdz wsrod odpowiedzi zmiennej Y, 2) bgdz w przestrzeni
czynnikow X1,Xy, ..., X, 3) bqdz, jesli mocno wplywa na dopasowanie modelu (jako odzwierciedlenie roznicy
pomiedzy MSE i MSE ), wtedy obserwacja ta moze by¢ kojarzona z mocno odstajgcq resztq scyzorykowg
(10-2-2.10). Naturalnie, kombinacje dwoch lub trzech z tych efektéw moglyby rowniez da¢ duze wartoSci

scyzorykowych reszt.

Szczegblnie uzyteczna w diagnostyce regresji zwigzanej z wyszukiwaniem obserwacji wplywowych jest tzw.
“odlegtoscia Cook’a”. Odlegtos¢ Cook’a mierzy zakres, w ktorym zmieniajq sie wspotczynniki regresji, kiedy
okreslona, wskazana obserwacja, jest usuwana.

W przypadku nieskorelowanych czynnikéw, ktorych srednie sa rowne zero a wariancje rowne, odleglosc

Cook’a D; dla i-tej obserwacji (i=1, 2, ..., n) jest proporcjonalna do [1]:

k ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
Z[ﬂ i—B j(—i)]2 =[ﬂo —ﬂO(—i)]2 + [ﬁl —ﬂl(—i)]2 +o.t [ﬁk —ﬂk(—i)]2 (10-2-3.12)
j=0

gdzie ﬂA j Jest oszacowaniem wspotczynnika regresji przy uwzglednieniu wszystkich danych, a ,[} i) Jest

odpowiednim oszacowaniem wspolczynnika regresji z usunigta i-ta obserwacja. Jesli czynniki nie maja
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sredniej rownej zero, roOwnych wariancji i nie sg nieskorelowane, wtedy odlegto$¢ Cook’a jest proporcjonalna
PO 2

do wazonej sumy wyrazen [,3 i—B j(,i)] .

Dla dowolnego zbioru danych, odlegto$§¢ Cook’a D; dla i-tej obserwacji, moze zosta¢ wyrazona poprzez

wspotczynniki dzwignigcia 1 studentyzowane reszty jako:

h; u?Zh,

D; :(ﬁj R '(1—hi j: (k+1)-MSE-(1-h;)?

Wyrazenie to przedstawia $cista zalezno$¢ D; od wspotczynnika dzwignigcia h; i studentyzowanych reszt R;.

€<0,4x), 1=12,.,n. (10-2-3.13)

Wida¢, ze warto§¢ D; moze by¢ duza z dwoch powodow: badz, dlatego, ze 1) obserwacja jest ekstremalnie
odlegta w przestrzeni czynnika (tzn. h; jest bliskie wartosci 1) badz, poniewaz 2) obserwacja ma duzg wartos¢
studentyzowanej reszty R;.

Czgsto w praktyce stosuje si¢ zasade, wedlug ktorej obserwacja wplywowa to taka, ktora ma duzq wartosé
iloczynu " Riz -hy", 1=12,...,n. Wedlug tej zasady i zgodnie z (10-2-3.13) odlegtos¢ Cook’a nadawataby si¢ w
sposob szczegolny do diagnostyki regresji zwigzane] z wyszukiwaniem takich obserwacji. Poniewaz dla
czynnikdéw posiadajacych rozktad Gaussa, rozktad statystyki D; jest z grubsza podobny do rozktadu statystyki
F-Snedecora F , 1 z liczbg stopni swobody k oraz n-k-1 (i im wielko§¢ proby wigksza tym to przyblizenie
jest lepsze), dlatego jesli model regres;ji jest dobry, wtedy oczekuje sig, ze indywidualne wartosci D; powinny
by¢ mniejsze niz 1. Stad Cook i Weisberg [17] zasugerowali, ze kazda indywidualna obserwacja z warto$cia
wigksza niz 1 powinna podlegaé¢ szczegolnej analizie. Przyjmuje si¢ rowniez, ze na uwage zashuguje kazda
obserwacja wigksza od mediany statystyki F 1. JeSli chodzi o testy istotnosci dla Dj, to wspomniane
przyblizenie statystyka F ,_x_; pracuje dobrze przy ocenie istotno$ci indywidualnej obserwacji. Jednakze nie
jest ono wystarczajaco doktadne (nawet dla n>200) przy kontroli istotnosci maksymalnej wartosci statystyki
Di [1]. Wartosci krytyczne dla maksymalnej wartosci (n—k —1)D; mozna znalez¢ w [1]. Ponadto, w
przypadku ustalonych czynnikow, Obenchain [18] sugeruje w celu wskazania obserwacji wptywowej raczej
kontrole pary R;oraz h; niz odlegtosci Cook’a.

Whiosek z powyzszych rozwazan jest taki, ze omowione powyzej statystyki i ewentualne testy istotnosci
uzyte w celu wskazania obserwacji wptywowych sa tylko pomoca dla badacza, ktory sam musi zdecydowac o
tym czy usuna¢ outsidera z danych pomiarowych (co na ogdét poprawia dopasowanie modelu), czy pozostawié

go w ,,przeczuciu” jego znaczenia dla konstrukcji modelu w populacji.
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B. Rozdzial 11. Macierzowe ujecie klasycznego modelu regresji i wspolczynnik

dzwigniecia.

Ponizsze ujecie zostato przedstawione jako uzupeilnienie powyzszych rozwazan. Rozwazmy model,
ktory moze by¢ nieliniowym modelem regresji z btedem E,, i =1, 2, ..., n, pojawiajacym si¢ addytywnie,
gdzie n jest wymiarem proby. Wiasnosci (niecobserwowanego) losowego sktadnika losowego E; sa
nastepujace: E(E;)=0, o2(E; )Eaé dla i=12,..n, tzn. o jest stata wariancja sktadnika losowego dla
kazdego poziomu czynnikéw, na ktorym i-ta ich obserwacja wynosi (Xy;, Xy;,...,X i) oraz cov(E;, Eg)=0
dla i#s.

Wprowadzmy oznaczenia (indeks |x bedziemy na ogdt pomijac):

bh >><(1i E
B= /32 , Xi= EZi , i=1,2,.,n, Ex=E= E2 (11.2)
ﬁp Xpi En

dla wektora = Bpxl parametrow strukturalnych funkcji regresji, wektora p (bedacych pod kontrola)

czynnikéw X, dla i-tej obserwacji, i = 1, 2, ..., n, oraz wektora E =E_ , skladnika losowego. W przypadku
wystgpowania statego przesunigcia w funkcji regresji, odpowiada mu wspotczynnik S (oznaczany wtedy
jako f, z indeksem ,,0”), a liczba parametrow p =Kk +1, gdzie k parametrow strukturalnych stoi przy

czynnikach (regresorach) modelu regresji.

W przypadku obserwacji n par ((Xil, Xizses Xip) Y, ), gdzie pierwszym elementem pary jest ciag p
obserwacji zmiennych (X, X,,..., X)), a drugim odpowiadajaca mu obserwacja Y; zmiennej objasniane;j Y,
og6lny model regresji dla zmiennej opisywanej Y mozna zapisa¢ w postaci uktadu n réwnan:

Y, =n(X,B)+E da i=12..n. (11.2)
Reszty dla tego modelu sg zwykle definiowane nastepujaco:

U; =Y; —n(Xi,é) dla i=1,2,..,n (11.3)

~

gdzie B jest estymatorem [ otrzymanym badZz za pomoca metody najmniejszych kwadratow badz

maksymalnej wiarygodnosci.

Gdy zalozymy, ze liczba parametrow w B jest mata w porownaniu z liczbg obserwacji n, wtedy sktadowe

wektora:
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(11.4)

Uy

E=U
Up
majg wlasnosci zblizone do E = (El, E,, -+, E, )T .

Rozdzial 11-1. Wyprowadzenie macierzowego ujecia klasycznego model regresji

Dla normalnego modelu liniowego mamy n()?i ,ﬁ'): X' B, gdzie:

Xii
Xi =(Xai, Xoi o0y X )" = X:2i dla i=12,..,n (11-1.5)
Xpi
(11-1.6)

Model (11.2) przyjmuje wigc postac:
Yi =Xy B+ X By +t X i B + Ei = X{ B+E;

dlai =1, 2, ..., n, gdzie bledy E; maja niezalezne normalne rozklady ze $rednia rowna zero i wariancja o%.
Model (11-1.6) mozna zapisa¢ nastepujaco :
(11-1.7)

Y = anp ﬁpxl +Ena
gdzie cov(E)=c2 1,a Y =Y, jest nx1 wymiarowym wektorem obserwacji dla zmiennej objasniane;j V:

Y1
V=Y = Yz , (11-1.8)
Yn
natomiast X = X jest znang macierza rzgdu Nx p:
X111X21l "lxpl XlT
X12,X22,...,xp2 — X2T , (11-19)

tzw. macierzg planowania dla zmiennych objasniajacych, wlaczajac w nig w razie potrzeby, stala zmienna

przesunigcia rowna:
1
1
1 nx1
Roéwnanie (11.1-7) mozna przepisac nastepujgco:
(11-1.11)

En><1 = Yn><1 _anp ﬂpxli
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skad wida¢, ze suma kwadratow odchytek warto$ci pomiarowych od (w 0go6lnosci) powierzchni regresji I

rodzaju, ma postac:

(ET )1><n Enxl :(Ynxl - anp ﬁpxl)T (Ynxl - anp Bpxl) . (11'1-12)
Analogicznie, dla n-wymiarowej proby w miejsce (11.1-6) otrzymujemy n réwnan:

Yi = E(Y [ Xy, Xgi e X i) #Uj = B Xy + B Xgj +ot BpX i +Up = X[ B+U; L 1=1,2,..,0,
(11-1.13)

gdzie U; = Ei jest i-tym sktadnikiem resztowym dla ogoélnego modelu regresji wielorakiej II rodzaju w
probie, gdzie n jest liczba par, w ktorych pierwszym elementem pary jest uktad czynnikow (Xy;, Xy;,..., X i)
a drugim obserwacja Y; zmiennej Y. W probie, teoretyczne rednie warunkowe Y; = E(Y | Xy, Xo; ..., X ni) s
1=12,...,n, sa estymatorami warunkowych wartosci oczekiwanych E(Y | Xy, Xy;,..., X ME Ich wektor ma

postac:

“Xj (11-1.13)

gdzie f=p px1 jest wektorem estymatoréw parametrow strukturalnych B= ﬁpxl modelu regresji:
A
p=P2|. (11-1.14)
Bp
Rozwazmy forme¢ kwadratowa dla sumy odchytek wartosci pomiarowych, ktora jest sumg kwadratow reszt
modelu regresji:
n n S L2
W =SSE=YU:2=3(Y: = X:" )T (Y, =X," B) =
EA' E b o (11-1.15)
= (Y =08 p X ) pen ) Yina =X ep Bpa) = (Y = Vi)' (Y = Yipa) =UT U,

gdzie wyrazenie UT U jest licznikiem wariancji resztowej (10-2-2.4):

.
MSE=S2 = SSE_U U , (11-1.16)
n-p n-p

bedacej nieobcigzonym estymatorem wariancji sktadnika losowego, tzn. E(MSE) = aé .
Niech macierz X ma pelng range kolumnowa p, tak ze macierz X' X jest nicosobliwa. Minimalizujac sume
kwadratoéw odchyltek (11-1.15) po wektorze estymatorow parametrow ﬁ otrzymujemy estymator MNK dla B

(pokazac):

o -1
f=(XTx) XTy. (11-1.17)
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Dowod: Wyprowadzenie (11-1.17) jest nastepujace. Z (11-1.15) otrzymujemy:

5(S§E) =2X'Y+2X"X B =0 (11-1.18)
op
2
d fSiE) =2X"X (11-1.19)
opop’

przy czym poniewaz macierz X' X jest dodatnio okreslona, dlatego po pierwsze X' X jest nieosobliwa i
lewostronne pomnozenie (11-1.18) przez (XTX)_ldaje (11-1.17), a po drugie, otrzymane rozwigzanie
minimalizuje SSE.
Zauwazmy rowniez, ze (11-1.18) daje:

XT(Y =X B)=(X") punUpa =0, (11-1.20)

co oznacza, ze hN-wymiarowy wektor danych dla kazdego czynnika jest ortogonalny do wektora reszt (dla

statego wektora przesunigcia | wiemy to juz z (10-2-2.3)):
X;1lU, =1,2,....p. (11-1.21)
Poniewaz Y = X3 zatem V= B X" skad ze wzgledu na (11-1.20) otrzymujemy:

YTu=8"X"U=0 (11-1.22)
co oznacza, ze N-wymiarowy wektor teoretycznych $rednich warunkowych dla zmiennej objas$nianej (zatem i

powierzchnia regresji) jest ortogonalny do wektora reszt:
Y=Xj31U. (11-1.23)
Z (11-1.17) wida¢, ze wartosci przewidywane modelem sg liniowg funkcja zmiennej objasnianej Y = X,é +U:
V=xB =X(X"X] XY= HY, (11-1.24)
gdzie n x N macierz dzwignie¢ H (tzw. macierz kapeluszowa od ang. ,,hat matrix”) jest zdefiniowana jako
H=X(X"x] X" (11-1.25)
Macierz H okresla ortogonalny rzut obserwacji Y na n-wymiarowa ptaszczyzng obserwacji kombinacji
liniowej X' [_Ai; czynnikow. Stad jej nazwa ,,macierz rzutowa”. Z postaci (11-1.25) macierzy H widac, ze jest
ona symetryczna i (jak przystoi na macierz rzutowa) idempotentna, tzn.

HZ=H. (11-1.26)

Z zaleznoscei (11-1.24) widaé, ze wektor reszt U = Y - Y ma nastepujaca postaé
U=Y-Y=(I-H)Y=MY . (11-1.27)
gdzie
M=(1-H) (11-1.28)
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jest rowniez symetryczna i idempotentna M2=M, rzutujac wektor obserwacji Y na n-wymiarowa
plaszczyzne reszt. Z (11-1.24) oraz (11-1.27) wynika rozktad wektora odpowiedzi uktadu na ortogonalne
sktadowe (poréwnaj (11-1.23)) :

Y=Y+U=HY+MY . (11-1.29)
Macierz kowariancji dla reszt spetnia zwigzek (pokazac):

cov(U)=(1-H) . (11-1.30)
Sprawdzmy, ze zachodzi

E(U)=0. (11-1.31)

Istotnie, korzystajac z postaci funkeji regresji w populacji E(Y)x)= XB , trzymujemy:
E(U) = E(Y)— E(Y) = (1= H)E(Y) = E(Y) — HE(Y) = E(Y)— (X(X" X) " X ) X3 (11-1.32)
—E(Y)-X(XTX) " (XT X) = E(Y)-XF=0 .

Dowdd:

Korzystajac dla zmiennych nieskorelowanych z E(Y;Y,)=E(Y;)E(Y;), i#S, z rownosci E(Y YT):GZ(YD()
+E(YV)E(YT), gdzie w modelu regresji klasycznej o*(Yix)=c?(Y;) | =o?(E;)I=cE I, otrzymujemy

wykorzystujac (11-1.31) oraz symetri¢ macierzy (I —H):

cov(U) =cov(U,U)=E(U-EU)(U-E(U)")=E(UU")=E((1I-H)Y U")
—E(YU )—E(HYU")=E(YU)—E(YU")=E(Y U ) =E(Y Y )(I-H)"

— (G2 (Y ) +E(V)E(YT)) (1—=H)" =62(Yy) (I-H)" +E(Y)E(YT) (1—H)" (11-1.33)
=o?(Yy) (I-H)" +E(V)E(((1-H)Y)") =0 1 (1-H)" + E(Y)E(U")
=(1-H)o? .

Uwaga: Ze wzgleduna (I — H)2 =(I — H) wida¢ réwniez, ze:

cov(U)=(1—H)T Z(I—H)=(I -H)oZ, (11-1.34)
gdzie X = Iaé jest (diagonalng) macierza kowariancji dla btedu E (oraz obserwacji Y).
Ze wzgledu na to, ze funkcja regresji w populacji ma posta¢ E(Y)=Xf, a w probie ma postaé Y= X,é z (11-
1.32), E(U)=E(Y)- E(?) =0 , wida¢ rowniez, ze estymatory MNK /%’ sg nieobcigzone, tzn.:

E(B)=5 . (11-1.35)
W koncu korzystajac z (11-1.17) oraz (11-1.35) mozna wyznaczy¢ posta¢ macierzy wariancji-kowariancji dla

estymatorow parametréw strukturalnych Gg =o2( ,B) jako réwng (pokazac):

2 ez it Vel 33T ) 38T _ T xy-L -2
ot =E((- ) (5~ P |=E( 55" )~ T =X X o (11-1.36)
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Poniewaz warto$¢ wariancji sktadnika losowego O'é jest na podstawie n-wymiarowej proby oszacowana

poprzez wariancj¢ sktadnika resztowego 86 :

MSE =53 _SSE , (11-1.37)

zatem oszacowana z proby macierz wariancji-kowariancji dla estymatoréw parametréow strukturalnych

WYnosi:

~

ag =(X"X)IMSE, (11-1.38)
a pierwiastki elementéw na diagonalnej macierzy (11-1.38) sa s$rednimi btgdami S,ﬁ , ] = 1,2,...p,

J
oszacowan parametrow strukturalnych modelu.

Macierz korelacyjna dla estymatorow ﬁ jest okreslona nastepujaco:

,33 =S (X" X) 157z, (11-1.39)
gdzie macierz:

s =diag(X" X)) (11-1.40)
jest diagonalng macierzy (XTX)2,
Jak to juz omawialiSmy wczes$niej, wspotczynniki dzwignigcia h; =h;; obserwowane w probie, wptywaja na
ogolne dopasowanie modelu. Sg one zdefiniowane jako elementy przekatnej macierzy H, (11-1.25). Poniewaz

zgodnie z (11-1.24) ¥; moze zosta¢ wyrazone jako:

Yi =hiY; + > hgY gdzie h; =h; (11-1.41)

s#i

zatem jesli h; jest duzo wigksze od innych elementow w i-tym wierszu macierzy H=(h,), wtedy i-ta

dopasowana warto$¢ YAi moze by¢ w duzym stopniu okre$lona na podstawie Yi.

Ponadto, ze wzgledu na (11-1.30), mamy:

o?(U;)=1-h)og , (11-1.42)
zatem obserwacja z wysokim dzwignieciem h;; bedzie mie¢ reszte U;, ktorej dyspersja jest niewielka. W ten
sposob przypadki z wysokim dzwignigciem mogg nie wyrdzniaé si¢ na wykresach reszt. Z (11-1.42) wida¢, ze

oszacowana z proby wariancja reszt ma postac:
S%U;)=6%(U;)=(—-h;)od =(1—h;)MSE . (11-1.43)
Korzystajac z Y= X,é , hastepnie z 0[2;); =(X" X)_lo“é , (11-1.36), prawa propagacji btedow oraz z postaci H ,
(11-1.25), otrzymujemy:
o?(Y)=c? (x;?) =X((X"X) o)X =cEH, (11-1.44)
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skad wida¢, ze nieobcigzony estymator wariancji dla odpowiedzi YAI ma postac:

S5 =MSEH; . (11-1.45)

1
W koncu, zgodnie z (10-2-1.10) $lad macierzy H wynosi:
n
trH=>h; =p (11-1.46)
i=1
czyli jest rowny liczbie parametrow regresji, a $rednie dzwignigcie jest rowne h = p/nzgodnie z (10-2-
1.11). Jak juz wspominaliémy, obserwacja, ktorej dzwigniecie jest duzo wicksze od tej warto$ci, wymaga

uwagi.

Uwaga. Rozwazania Rozdziatu 11-1 dotycza sytuacji, w ktorej zachowane sg zalozenia KMNK (Rozdziat 3-
1, Czes¢ I). Ich niespetnienie, a w szczegolnosci niespelnienie zalozenia stalo$ci wariancji lub braku
autokorelacji reszt, wymaga uogdlnienia powyzej przedstawionego sformutowania modelu regresji [19], [4]
do uogodlnionej metody najmniejszych kwadratow (UMNK) lub jej szczegolnego przypadku, wazonej metody
najmniejszych kwadratow, dopuszczajacej brak jednorodno$ci wariancji. W pakiecie SAS migdzy innymi
procedura GLM wykorzystuje metode najmniejszych kwadratow dla dopasowywania ogdlnych liniowych
modeli [20].

Uwaga. Czesto za nadrzedny cel analizy regresji uwaza si¢ mozliwo$¢ przewidywania warto$ci zmiennej
objasnianej. Zatem, kolejny krok analizy powinien dotyczy¢ prognozowania na podstawie

wyselekcjonowanego modelu regresji [4].

Rozdzial 11-2. Podstawowy wynik KMNK dla jednego czynnika.

Ponizej zostaly podane podstawowe formuty dla punktowych oszacowan parametrow strukturalnych
liniowego modelu regresji z jednym czynnikiem X. Szczegdtowe rozwazania dla estymacji punktowej i
przedziatowej tego modelu mozna znalezé np. w pozycji [2]. Dla modelu liniowego z jednym czynnikiem,

réwnanie regresji II-rodzaju ma postacé:
Y = 3, + X (11-2.47)
Zgodnie z MNK przedstawiong powyzej, minimalizujac ze wzgledu na [;’0 oraz ,31 sume kwadratow reszt:
n n
SSE:Z(Yi _Yi)2 :Z(Yi _ﬂo_ﬁ1xi)2 , (11-2.48)
i-1 i-1

otrzymujemy wukfad réwnan normalnych, po rozwigzaniu ktdrego otrzymujemy estymatory parametrow

strukturalnych modelu (11-2.47) (pokazac) [4]:
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Bo=Y -pX
F: _cov(X,Y) (11-2.49)
tosx)

gdzie kowariancja zmiennych X oraz Y , zapisana nastepujaco:
cov(x,\()ziz:(xi - X)(Y, -Y) (11-2.50)
N3

pokrywa si¢ z estymatorem metody najwigkszej wiarygodnosci (MNW) macierzy kowariancji, ktorej
szczegdlnym przypadkiem dla rozktadu normalnego reszt jest MNK, natomiast:
L >
S%(X)==Y(X; = X)? (11-2.51)
Niz
jest estymatorem wariancji zmiennej X metody MNW. Odpowiednie nieobcigzone estymatory kowariancji i

wariancji, miatyby w mianownikach dzielenie przez (n-1).

Rozdzial 11-2-1. Wspélczynnik korelacji liniowej Pearsona.

Rozwazmy wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona pomigdzy zmiennymi X, Y, (3-2.11), w
populacji:
_cov(X,Y)

SOVA T (11-
o(X)o(Y)

P = Pxy

2-1.52)
gdzie o(X) oraz o(Y) sa odchyleniami standardowymi zmiennych X oraz Y w populacji. Wartosé¢
wspotczynnika korelacji p jest liczba bezwymiarowa z przedziatu (pokazac):
pe(-1,+1). (11-2-1.53)
Estymatorem parametru o jest (empiryczny) wspotczynnik korelacji liniowej (Pearsona) R = p dla zmiennej
objasnianej Y i objasniajacej X, zdefiniowany w probie (dla danych reprezentowanych graficznie przez

diagram punktowy), nastepujaco [2]:

R=Rp) =—5 =7 sss>f>f/yssv : (11-2-1.54)
n _ n _
\/Z(xi - X)? \/zm -Y)?
i=1 i=1
gdzie:
n _ _ n _ n _
SSXY =D (X; = X)(Y; =Y) , SSX = (X; = X)?, SSY= (Y; -Y)?. (11-2-1.55)
i=1 i=1 i=1
Wspotczynnik R jest estymatorem zgodnym [2] parametru o, tzn.:
Ve>0, limP(|Ry, —-ple)=1. (11-2-1.56)
N—o0

121



Warto zauwazy¢, ze R jest jedynie asymptotycznie nieobcigzonym estymatorem [2] parametru p, tzn.:

lim E(Rp,))=p, (11-2-1.57)

n—o0

natomiast dla skonczonego n, jest on estymatorem obcigzonym [2], tzn. E(R,)) = p.

Wspotczynnik R mozna zapisa¢ nastgpujaco:
Sy ;5
_ ?ﬂl’ (11-2-1.58)

gdzie empiryczne odchylenia standardowe:

« =+/S2(X) oraz Sy =,/S%(Y)= —z(Y, (11-2-1.59)

przyjmuja w probce wartosci Sy 0raz Sy .

Tak jak w przypadku p, warto$¢ wspotczynnika korelacji r jest liczbg bezwymiarowa z przedziatu:

€ <—1, +1> . (11-2-1.60)
Warto$¢ r empirycznego wspotczynnika korelacji R okresla rodzaj i sit¢ zwigzku pomigdzy zmiennymi [2].
Silne zwiazki liniowe pomigdzy zmiennymi sg odzwierciedlone w wartosci bezwzglednej wspotczynnika

korelacji bliskiej 1, a brak zaleznosci prostoliniowej (tzn. badZ owalne rozmycie diagramu punktowego badz

silna korelacja krzywoliniowa) jest odbity w jej warto$ci bliskiej 0.

Znak r i znak wartosci estymatora B1 w probce koresponduja ze sobg, tzn. zachodzi:
r<0=f, <0
r=0=4=0, (11-2-1.61)
r>0=f >0

Jednak jak wynika z (11-2-1.58), wartos¢ r nie okresla modutu warto$ci Bl :

W klasycznym modelu regresji, warto§¢ modutu wspotczynnika korelacji Pearsona (11-2-1.58) pokrywa si¢ z

warto$cig wspdtczynnika korelacji wielorakiej (Rozdziat 3) dla zmiennych X i Y. Warto$¢ wspolczynnika
determinacji r* nie daje informacji o wartosci bezwzglednej oszacowania /3’1 (podobnie jak i r), ale nie

informuje rowniez 0 Kierunku zalezno$ci pomiedzy zmiennymi (pozytywnej badz negatywne;j), jak to czyni r.

Twierdzenie (o asymptotycznym rozktadzie statystyki R).
Jesli dwuwymiarowy rozktad taczny zmiennych X, Y w populacji jest rozktadem dowolnym, wtedy [2]:
a) pod warunkiem, Ze istniejg skonczone momenty drugiego rzedu zmiennych X i Y, warto$¢ oczekiwana
R jest dla n—ocoréwna:
E(R) = p (11-2-1.62)

N—o0
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b) pod warunkiem, ze istniejg skonczone momenty czwartego rzedu zmiennych X i Y, wariancja R jest
dla n—ocoréwna:
2,2
o2R) = L2 (11-2-1.63)
n—oo n

i rozklad asymptotyczny statystyki R jest rozktadem normalnym:

1—p?)? . . .
N| p, ———| . (koniec Twierdzenia) (11-2-1.64)
n

W przypadku, gdy dwuwymiarowy rozktad taczny zmiennych X, Y w populacji jest rozkladem
normalnym, wtedy wspdlczynnik R z proby n-elementowej ma rozktad o gestosci prawdopodobienstwa [2]:

n-1

n-2
tn=""20-p% 2 @-r?
T

1 u
[ , (11-2-1.65)
0

\/ 2 (1-pur)™t

J
2

gdzie —-1<r<1.

1 1
Wykorzystujac (11-2-1.65) mozna pokaza¢, ze E(R)=[r f(r)dr=poraz o*(R)= [(r—E(R))* f(r)dr
-1 -1

_2y2
zM Zatem w przypadku rozkladu normalnego, E(R) oraz o%(R) sa zadane W przyblizeniu przez
n

kolejno (11-2-1.62) oraz (11-2-1.63), dla dowolnego, skonczonego n.

Korzystajac z (11-2-1.64) mozna, dla wystarczajaco duzej proby (n - kilkaset), dokona¢ estymacji
przedziatowej wspolczynnika korelacji liniowej p, badz przeprowadzi¢ weryfikacje hipotezy zerowej

odnosnie jego warto$ci w populacji [2].

Rozdzial 11-3. Uzupelnienie. Testy niezaleznosci reszt.

Jednym z zatozen klasycznego modelu regresji wielorakiej (Rozdzial 3-1) jest zalozenie o
niezaleznosci obserwacji zmiennej objasnianej Y. Dlatego testom nie wystepowania autokorelacji reszt w
modelu regresji po$wigca si¢ sporo uwagi przy sprawdzaniu poprawnosci wyselekcjonowanego modelu.
Jednym z testow nie wystepowania autokorelacji reszt jest test Durbina-Watsona [21] oméwiony ponizej. Test
ten wykrywa jedynie autokorelacje pierwszego rzedu. Innym testem testujgcym brak autokorelacji reszt jest

np. test Breuscha-Godfrey’a (dostepny w SAS’ie) wykrywajacy rowniez autokorelacje wyzszych rzedow [22].
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Rozdzial 11-3-1. Test Durbina-Watsona.

W tescie Durbina-Watsona [21] weryfikuje si¢ hipotezg¢ o zerowaniu si¢ wspotczynnika autokorelacji.
(Korelacja moze by¢ np. autokorelacja r(Yy, Yi.;) pomiedzy pomiarami zmiennej Y w chwilach czasu ti t-1.) W
przypadku istnienia autokorelacji sktadnika losowego nalezy zmieni¢ posta¢ modelu badz sprobowa¢ dokonaé

odpowiedniej transformacji zmiennych.

Zalozeniami wymaganymi przy stosowaniu testu Durbina-Watsona sa:
1. Nielosowos¢ czynnikow.
2. Brak jawnej, opdznionej zmiennej objasnianej wystepujacej w charakterze zmiennej objasniajacej
(np. z pewnym przesunieciem ,,lag” typowym w szeregach czasowych).
Wystepowanie wyrazu wolnego w modelu regresji.
4. Normalnos¢ rozktadu sktadnika losowego.

5. Liczba obserwacji n>15 (im wicksza jest proba, tym wezszy jest przedziat niekonkluzywny testu).

Rozpatrzmy par¢ hipotez, gdzie hipoteza zerowa o niezalezno$ci reszt, 0znacza nie wystgpowanie

autokorelacji pierwszego rzedu sktadnika losowego modelu.
Zatem rozwazamy hipotezg zerowa:

Ho: p=0 (brak autokorelacji pierwszego rzedu) (11-3-1.1)
wobec alternatywnej:

Hi: p <0 lub p >0, (wystgpuje autokorelacja pierwszego rzedu) (11-3-1.2)
gdzie p jest warto$cig wspotczynnika autokorelacji rzedu pierwszego (3-2.11) w populacji. Jego estymatorem
w probie jest wspotczynnik autokorelacji w probie o :

(Ui —U)'(Ui—l —U)
p= =2 . (11-3-1.3)

J u,—uf- J {u,.-0F

1
Gdy Uu=0 (jak to jest w MNK), wtedy estymator parametru p ma postac:

n

I M:

T4e

n
2UUiy
p=—o»=2 . (11-3-1.4)

\/Enluiz '\/iuiz—l
i—2 i—2

Statystyka testowa dla hipotezy zerowej (11-3-1.1) jest dana wzorem:
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. Ui -Ui, f

DW=d="2—— . (11-3-1.5)
YU/

i=1

11 M:s

Przy prawdziwosci Hy ma ona rozktad Durbina-Watsona [21]. Jej zwiazek z estymatorem p jest nastepujacy:

d=2(1-p). (11-3-1.6)

Dla ustalonego poziomu istotnosci a i dla liczby czynnikow K (czyli liczby szacowanych parametrow k+1)
oraz liczebnosci proby n, odczytujemy z tablic rozktadu Durbina-Watsona [23] dwie wartosci krytyczne,
(dolng) d, i (gorna) d,.

Metoda weryfikacji zalezy od miejsca w przedziale (0, 4), w ktory wpada obliczana na podstawie obserwacji

warto$¢ statystyki d.
a) W przypadku gdy w probce p >0 (d €(0,2)), wtedy hipoteza alternatywna jest hipoteza o dodatniej
autokorelacji reszt:

Hy:p>0. (11-3-1.7)
Wartosci statystyki d porownujemy z wartosciami krytycznymi d, i d,. Jesli d <d, to Ho odrzucamy na
korzy$¢ H; 1 wnioskujemy, ze autokorelacja jest dodatnia. Jesli d > d|; to nie ma podstaw do odrzucenia Ho i
wnioskujemy, ze nie ma autokorelacji (dodatniej) reszt.
b) W przypadku gdy w probce p <0 (d €(2,4)),wtedy hipoteza alternatywna jest hipoteza o ujemnej
autokorelacji reszt:

Hy:p<0. (11-3-1.8)
W przypadku tym obliczamy warto$¢ statystyki:

d =4-d. (11-3-1.9)
Wartoéci statystyki d  rowniez poréwnujemy z wartosciami krytycznymi d; i d,. Jesli d < dj to Ho
odrzucamy na korzy$¢ H; i wnioskujemy, ze autokorelacja jest ujemna. Jesli d* > d,, to nie ma podstaw do

odrzucenia Hy i wnioskujemy, ze nie ma autokorelacji (ujemnej) reszt.

Uwaga. Roznica pomig¢dzy d; a dy, wynika z posredniego wptywu macierzy planowania X, (11-1.9).

Jesli dla powyzszego przypadku (a) zachodzi d, >d >d, lub dla powyzszego przypadku (b) zachodzi
d,>d >d,, wtedy powyzszy test nie pozwala podjaé decyzji statystycznej dotyczacej wystepowania

autokorelacji reszt.
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Uwaga. Je$li mamy dwie cechy mierzalne X i Y, ktore majg dwuwymiarowy rozktad normalny, wtedy w
przypadku braku konkluzji po przeprowadzeniu testu Durbina-Watsona, mozna odwotaé si¢ do statystyki t
[2]:

R

V1-R? ‘

Statystyke t mozna by (przy spelnieniu odpowiednich dla niej zatozen) stosowaé réwniez w pozostatych,

t=

n-2 . (11-3-1.10)

konkluzywnych przypadkach. Przy prawdziwosci hipotezy zerowej (11-3-1.1), statystyka t ma rozktad t-

Studenta z n-2 stopniami swobody. Jesli t,, jest kwantylem rzgdu (1— o/ 2) rozktadu t-Studenta to, gdy w
obserwacji (obs) |ty >, , wtedy na poziomie istotnoéci o odrzucamy Hy na korzy$¢ H; i wnioskujemy, ze

istnieje autokorelacja. Jesli |ty [<t,, , t0 nie ma podstaw do odrzucenia Ho.

B. Rozdzial 12. Graficzna analiza reszt.

Istnieja trzy proste techniki statystyczne, stuzace do ich interpretacji danych pomiarowych i wykrywania
obserwacji nietypowych:

a. Wykorzystanie nierownosci Czebyszewa dla dowolnej zmiennej losowej Z:
1
m?2

P(1Z-E(Z)|12ma(Z))< (12.1)

W oparciu o nierownos¢ Czebyszewa wiadomo, ze dla zmiennej o dowolnym rozktadzie az 75 %
(88,8(9)%) wszystkich obserwacji w populacji miesci si¢ w granicach dwoch (trzech) odchylen
standardowych wokot wartosci oczekiwanej tej zmiennej, tzn. w przedziale u+2o0 (u£30).

b. Wykorzystanie formul empirycznych. W oparciu o wilasnosci rozktadu normalnego, mozna przy
pewnym wyczuciu stosowaé empiryczng zasade, ze dla rozktadu z niewielka asymetrig i o ksztalcie
dzwona, okolo 68% obserwacji w populacji miesci si¢ w przedziale g +o, 95% w przedziale
u+20 , natomiast 99,9% w przedziale u+3o . Jednak znaczne odejécie od wysmuktosci rozktadu
normalnego narusza skuteczno$¢ stosowania tej zasady i aby nazwac obserwacje ,,nietypowa” musi
sie ona pojawi¢ z wigkszym odchyleniem niz 3o .

c. Wykorzystanie wykresu pudetkowego (z wasami). Oznaczmy przez M mediane, przez Q; i Qs,
pierwszy i trzeci kwanty, przez IQR = Q3 — Q. Oznaczmy wewnetrzne ,,ptoty” jako Q; — 1.5 IQR i Qs
+151QR,aQ; -3 1QR i Q3+ 3 IQR, jako zewnetrzne ,,ptoty”. Obserwacje znajdujaca sie pomigdzy
wewngtrznym i zewngtrznym plotem podejrzewa si¢ o to, ze jest nietypowa, natomiast tg na zewnatrz

ptotu ,,zewngtrznego” klasyfikuje si¢ jako nietypowa, czyli outsidera.
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Postugiwanie si¢ miarami tendencji centralnej (lokalizacji) i rozproszenia, oraz powyzszymi trzema zasadami,
daje najprostsze narzedzie identyfikacji outsiderow dla analizy rozkladu jednej zmiennej. Ich prostota
potaczona jest ze skutecznoscia postugiwania si¢ nimi w analizie danych.

Czesto najbardziej bezposrednia i odkrywcza drogg badania grupy reszt jest zrobienie serii wykresow
reszt. Dwoma podstawowymi najbardziej uzytecznymi rodzajami wykresow sa:
. wykresy jednowymiarowe
. wykresy z wykorzystaniem wartosci prognoz oraz ,,wielowymiarowe”
Pierwszy uzywany jest jedynie do rozpatrywania wilasnos$ci i relacji obserwowanych reszt migdzy soba,
podczas gdy drugi ujmuje relacje reszt z innymi zmiennymi (takimi jak odpowiedz, czynniki i prognoza). W
graficznych analizach, naruszenie zatozen modelu (np. niezalezno$ci, normalnosci albo jednorodnos$ci

wariancji) jest czasami bardziej widoczne na jednych typach wykreséw niz na drugich.

Wykresy jednowymiarowe.

Wykresy jednowymiarowe sg najprostszymi mozliwymi wykresami. Stanowig jednak mocne wstepne
narzgdzie w analizie typu rozktadu badanej zmiennej (np. reszt). Trzy rodzaje jednowymiarowych wykresow
reszt sg szczegodlnie uzyteczne: histogramy (szczegélnie wersje “stem and leaf”), wykresy pudetkowy z
wasami, tzw. (Box and whiskers plot) i wykresy prawdopodobienstwa z rozkladem normalnym (normal
probability-probability plot).

Wszystkie ponizsze wykresy oraz warto$ci numeryczne podstawowych charakterystyk opisowych mozna
otrzyma¢ stosujac UNIVARIATE Procedure w SAS’ie, wywotywana z poziomu Solutions->Analysis-

>Analyst->(File: Open by SAS name: ,,file name”)-> Descriptive->Distributions.

WyKkresy z wykorzystaniem warto§ci prognoz oraz ,,wielowymiarowe”.

Kreslenie obserwowanych warto$ci odpowiedzi v.s. warto$ci czynnikéw jest dobrym sposobem sprawdzania
waznoS$ci zalozen regresji. Postugujac si¢ pojedynczym czynnikiem mozna nanosi¢ wartosci odpowiedzi Y
albo warto$ci reszt v.s. wartosci czynnika X. Kiedy wykorzystywana jest wieksza ilo$¢ czynnikow, wowczas

sytuacja jest bardziej ztozona [1].

Przyklad. Zalézmy, ze temperatura powietrza ma wplyw na odpowiedz przyrzadu. Zaleznie od
obserwowanych schematow zalezno$ci kombinacji dwoch czynnikow, poziomu temperatury i zanieczyszczen,
wykres odczytu przyrzadu v.s. poziom zanieczyszczen moze blgdnie sugerowac¢ np. niejednorodnosé

wariancji.
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Zwykle doradza sig¢, aby wykresli¢ reszty nie tylko v.s. kazdego czynnika, ale takze v.s. spodziewanych

prognoz, jak rowniez wyrysowanie obserwowanych wartosci odpowiedzi Y Vv.S. spodziewanych prognoz.

A

Okazuje sie, ze natura prognozowanych warto$ci Y pomaga wyjasni¢ tendencje widoczne na wykresach,

A

ktore bez wykorzystania wykresow z Y mogtyby by¢ btednie interpretowane.

Dla regresji z pojedynczym czynnikiem mamy:

Y =+ L X (122)

a dla wielokrotnej regresji z k-czynnikami:

Y=8B+L X +5, X, +..+ [ X, . (12.3)
Z powodu zastosowania metody najmniejszych kwadratow do estymacji parametrow strukturalnych w (12.2)

lub (12.3), prognoza Y reprezentuje liniowa kombinacje zmiennych X, ktéra jest najbardziej skorelowana z Y

[1].

Dla regresji z jednym czynnikiem kwadrat wspétczynnika korelacji Y i Y, jest rowny:

r2(v,¥)=r2(v,x) . (12.4)
Powyzsza zalezno$é mowi, ze sita liniowego zwiazku pomiedzy Y i Y jest taka sama jak pomiedzy Y i X.
Natomiast dla regresji wielorakiej mamy:

2V, YV)=R2(Y X0, X0, Xy) (12.5)
gdzie R(Y | Xq, X5,..., X)) jest wspotczynnikiem korelacji wielokrotnej pomiedzy odpowiedzia Y a naraz
cata grupa zmiennych X1, X»,..., X . Stad zachodzi w ogélnosci zwigzek:

rZ(YrV)Z VZ(Y'XJ') (12.6)
Oznacza to, ze wspotczynniki determinacji rz(Y,X j) sa z sobg wzajemnie powigzane. Aby to lepigj
zobaczy¢ rozwazmy najprostszy przypadek nieskorelowanych czynnikow Xgq, Xo,..., Xi. Otrzymujemy
wtedy zwiazek pomig¢dzy indywidualnymi wspotczynnikami determinacji:

20V, Y)=R2(Y 1 X0, X g X )= P20, X0 )+ 12(Y, X )4t P2 (Y, X ) (12.7)
Zwiazek ten pomaga zrozumie¢, dlaczego relacja pomigdzy Y i pojedynczym X; musi by¢ rozwazana w
$wietle innych zmiennych X.
Zatem nawet jesli wszystkie zmienne X sg wzajemnie nieskorelowane, rozwazania i tak nie mogg si¢
ograniczy¢ do wykreséw z pojedynczym czynnikiem, co jest spowodowane tym, ze pojedyncze obserwacje
moga dawa¢ wklad do tzw. outsideréw regresji wielorakiej, z ktora mamy do czynienia gdy zmienne X; sa

rozwazane razem.
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Wilasciwym sposobem rysowania obserwowanych wartosci odpowiedzi Y jest uzycie wykresu regresji
czesciowej dla kazdego czynnika z osobna. W takim przypadku rysujemy wykres dla odpowiedzi dostrojonej
do grupy k-1 czynnikow v.s. pozostaty jeden czynnik, ktory zostat dostrojony do grupy tych samych k-1
czynnikdw.

W szczegblnosci przyjmijmy, ze ogoélny model, ktory nas interesuje ma postac:

Yi :ﬂo +ﬂ_|_X1i +ﬂ2X2i +...+,Bkai +Ei' (12.8)

Aby utworzy¢ wykres regresji czgsciowej, dla k-tego czynnika, dopasowujemy wpierw dwa modele:

. pierwszy: Yi = Lo + L1 X1 + P2 Xy +"'+:Bk—lx(k—1),i + E;j (12.9)
Oraz
. drugi: Xki =00 +qXqj + oo Xoj +...+ ak—lx(k—l),i +E . (12.10)

Dopiero teraz nanosimy wzgledem siebie reszty z tych dwoch modeli na wykres, czyli rysujemy:

(Yi-7) vs. (X — Xy ) dla i=12,...n, (12.11)
otrzymujac K diagramoéw punktowych.
Najlepiej dopasowana lini¢ regresji powyzszych par reszt (12.11), otrzymuje si¢ metoda najmniejszych

kwadratow. Posiada ona przesunigcie rowne zero i estymator wspotczynnika kierunkowego S, rowny temu z

modelu poczatkowego dla (12.8) [1]. Zwykta korelacja pomigdzy (Y; -Y;) i (X K — X ki ) jest wiec wielokrotna

korelacja czgsciowg pomiedzy Y i Xy przy kontrolowanym wptywie zmiennych od X; do X .

Z réznych typow dwuwymiarowych wykresow, bardziej przydatnymi wykresami dla sprawdzenia
zatozen wielokrotnej regresji sa te, w ktorych rysuje si¢ reszty (szczegolnie studentyzowane badz
scyzorykowe) v.s. wartosci przewidywane albo wartosci czynnika.

Kilka z mozliwych schematow, ktore pojawiaja sie¢ na wykresach reszt v.s. wartosci przewidywane, zostato
przedstawionych na ponizszych wykresach. OczywiScie, rozne typy odstepstw od zatozen modelu dajg rozne,

wlasciwe im, wykresy schematow dla reszt [1].
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Rysunek 12.1. Reszty v.s. Y badz v.s. czas. Typowe wykresy reszt jako ,.funkcje” wartosci przewidywanej ¥ badz

»funkcje” czasu gromadzenia danych dla pewnych hipotetycznych danych [1].

Wykres (a): Dane spelniajace wszystkie zatozenia regresji

wielorakiej.

Wykres (b): Odstepstwo danych od liniowosci.

Wykres (c): Wariancja reszt maleje ze wzrostem 7.

Wykres (d): Wykres reszt wzglgdem czasu.

Wykres (a) przedstawia schemat, dla ktorego wszystkie
podstawowe zatozenia modelu wydaja si¢ by¢ spelnione:
horyzontalnej chmury punktow pomiarowych mozna si¢
spodziewaé, gdy wystepuje brak systematycznego trendu.
Problem ten jest istotny np. w przypadku badania szeregdw
czasowych [24]. Widac¢ tez brak jakiego$ innego, nielosowego
schematu w ukiadzie reszt, o czym mozna by roéwniez
wnioskowa¢ przeprowadzajac np. nieparametryczny test serii
(losowosci) Walda-Wolfowitza runs test, weryfikujacy
hipotez¢ o losowym pochodzeniu obserwacji zmiennej
objasnianej w probie [4].

Wykres (b) przedstawia schemat, w ktorym w danych
pierwotnych wystepuje odstepstwo od liniowosci, wskazujac

tym samym konieczno§¢ wprowadzenia regresji nieliniowe;.

Wykres (c) reprezentuje schemat, w ktérym wariancja reszt
wzrasta wraz z wzrostem Y. Oczywiscie mozna wyobrazi¢
sobie schematy, w ktorych zachowanie si¢ wariancji reszt
wraz ze wzrostem Y jest jeszcze bardziej skomplikowane.
Niemniej i w takich przypadkach odpowiednia transformacja
reszt czgsto pomaga wyeliminowac lub znacznie ograniczy¢
niejednorodno$¢ wariancji reszt (rézne typy transformacji
podaje [1], [24]). Istotng sprawg jest pobranie tylu ile to tylko
mozliwe replik dla jak najwigkszej liczby wariantow kazdego
czynnika X. Jezeli w probie jest za mata ilo$¢ replik, prowadzi
to do trudno$ci w rozrdznieniu problemu niejednorodnosci
wariancji reszt od problemu doboru niewlasciwego modelu
regresji.

Wykres (d) przedstawia zalezno$¢ reszt (np. scyzorykowych)
do czasu. Liniowy trend zalezno$ci reszt od czasu jest
wyraznie obecny. Jesli istniejg zmienne nie uwzglednione w
rozwazanym modelu regresji (np. gdy pomini¢ta zostala
zmienna "czas", a dane sg zebrane w nastgpstwie czasowym),
wtedy sytuacja taka moze mie¢ znaczace konsekwencje
przedstawione graficznie na wykresie (d). Jest ona
$wiadectwem istnienia silnej korelacji pominigtej ukrytymi do
tej pory zmiennymi, a resztami. Zatem wykres taki niesie
niezmiernie istotng informacyjne, potrzebna, aby zbudowaé

modele wiaczajace zmienne wezeséniej ukryte.
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Istnieje jeszcze inna metoda w badaniu rozktadu reszt, a mianowicie: Poniewaz o resztach studentyzowanych i
scyzorykowych zaklada sie, ze reprezentuja probke pochodzaca z rozktadu, ktoéry jest w przyblizeniu
standardowym rozkladem normalnym, zatem oczekujemy, ze okolo 68% standaryzowanych reszt lezy w
przedziale (-1.00, 1.00), okoto 95% zawiera si¢ w przedziale (-1.96, 1.96) i tak dalej. Jesli jednak liczba stopni
swobody n-k-1 (n — liczba punktow pomiarowych, k- liczba czynnikow) dla estymatora wariancji sktadnika
losowego jest mata, wtedy 68-procentowe i 95—procentowe granice przedziatow musza by¢ wyznaczone z
rozktadu t-Studenta, przy czym dla reszt studentyzowanych mamy n-k-1 stopniami swobody a dla
scyzorykowych n-k-2 stopni swobody. Wystepowanie wigc zgodnej z podanymi udziatami procentowymi
liczby reszt wewnatrz i poza tymi przedziatami, jest wskazowka, ze by¢ moze mamy raczej do czynienia z

outsiderem (outsiderami), a nie z odstgpstwem modelu od tego co si¢ dzieje w populacji.

W Rozdziale 13 przedstawione zostang na przyktadach powyzsze metody graficzne, ze wskazaniem

odpowiednich schematow dla reszt.
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B. Rozdzial 13. Przyklady diagnostyki reszt.

Rozdzial 13-1. Przyktad 1. Skurczowe ci$nienie krwi.

Dokonano obserwacji wieku i pomiaru ci$nienia krwi w losowo pobranej probce 30 osob [1]. Dane

zamieszczono w ponizszej tabelce. Ponizej przeprowadzimy analize regresji (w jej podstawowym zakresie)

dla zaleznosci cisnienia krwi od wieku z uwzglednieniem wszystkich pomiardow, nastepnie analize reszt, i po

wskazaniu ewentualnych outsideréw ponownie analize regresji, tym razem bez outsiderow.

Tabela 13.1. Dane dla przyktadu ,,skurczowe ci$nienie krwi”

Skurczowe ci$nienie
Jednostka krwi Wiek
1 144 39
2 220 47
3 138 45
4 145 47
5 162 65
6 142 46
7 170 67
8 124 42
9 158 67
10 154 56
11 162 64
12 150 56
13 140 59
14 110 34
15 128 42
16 130 48
17 135 45
18 114 17
19 116 20
20 124 19
21 136 36
22 142 50
23 120 39
24 120 21
25 160 44
26 158 53
27 144 63
28 130 29
29 125 25
30 175 69

Liczba wszystkich obserwacji w probie wynosi n = 30.
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Tabela zawiera:

° zmienng objasniajaca X: wiek

. zmienng objasniang (odpowiedz) Y: skurczowe cisnienie krwi

Rozwazmy liniowy model regres;ji:

Yi= G+ B X

(13.1)

gdzie Y,oznacza teoretyczne $rednie warunkowe dla wartosci X zmiennej X, = X- X, w klasycznym

modelu regresji, gdzie wartosci X ; sa okreslone przed pomiarem. Przejécie od zmiennej X do zmiennej

wycentrowanej X . miato na celu eliminacj¢ efektu wspotliniowosci zmiennej cisnienia oraz jednostkowe;

zmiennej | stojacej przy estymatorze parametrze przesuni¢cia S, [1]. Wycentrowanie w najnizszym,

liniowym stopniu wielomianu, jest rGwnowazne ortogonalizacji uktadu zmiennych | oraz X, gdzie | jest

zmienng jednostkowa stojacg przy ﬂAO [1].

Poniewaz rozwazany model jest modelem klasycznym regresji, zatem X nie jest zmienng losowa.

Odpowiednie rachunki przeprowadzono w SAS’ie, postugujac si¢ procedura PROC REG

wywolywang z poziomu Solutions->Analysis->Analyst->(File: Open by SAS name: ,,file name”)->Statistics-

>Regression->Linear.

Raport SAS’a ma postac:
Source DF
Model 1
Error 28
Corrected Total 29
Root MSE
Dependent Mean
Coeff Var
Parameter
Variable Label DF Estimate

Intercept Intercept 1 142.47084
Wiek center Wiek center 1 0.97087

The REG
Model:
Dependent Variable:

Analysis

16:34 Wednesday, May 18,

Procedure

MODEL1
Cisnienie Cisnienie

of Variance

Sum of
Squares

6394.
8393.

17.
142.
12.

02269
44398
14787

31375
53333
14716

Mean
Square

6394.12269
299.76586

R-Square 0.
Adj R-Sq 0.

Parameter Estimates

Standard
Error

3.16107
0.21022

t Value Pr > |t|

45.07 <.0001

4.62 <.0001

F Value Pr > F

21.33 <.0001

4324
4121

Standardized
Estimation

0
0.65757

2005

1
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Correlation of Estimates

Variable Label Intercept Wiek centr
Intercept Intercept 1.0000 0.0000
Wiek center Wiek center 0.0000 1.0000

Collinearity Diagnostics

Condition --Proportion of Variation-
Number Eigenvalue Index Intercept Wiek center
1 1.00000 1.00000 1.00000 0.00000
2 1.00000 1.00000 0.00000 1.00000
Whioski z raportu:
. Srednie skurczowe cisnienie krwi w grupie badanych oséb wynosi 142,533,
. Liczba stopni swobody dla $redniej sumy kwadratow SSR modelu, wynosi df(SSR) = p -1 =k =1,

gdzie K jest liczba parametrow kierunkowych modelu (u nas tylko f3,).

. Liczba stopni swobody dla sumy kwadratéw reszt SSE wynosi df(SSE) =n—p =30-2=28.

. Suma kwadratow dla modelu (SSR) jest roéwna 6394,023, suma kwadratow dla reszt (SSE) wynosi
8393,444. Srednia suma kwadratow modelu MSR = SSR/ df(SSR) = 6394,023, natomiast $rednia suma
kwadratow bledow (wariancja resztowa) MSE = SSE/df(SSE) = 299,766.

. Postawiona hipoteza zerowa Hy: 3, = 0 méwiaca o braku zaleznosci korelacyjnej cisnienia od wieku
zostata odrzucona, tzn. model liniowy uznajemy za istotny statystycznie. Powodem jest istotna statystycznie,
na kazdym poziomie istotnosci @ > p, gdzie p < 0,0001 warto$¢ Fops = MSR / MSE = 6394,023 / 299,766 =
21,33 statystyki testowej F-Snedecora. (Prawdopodobienstwo p = P(F2>Fqs) jest empirycznym poziomem
istotnosci.)

. Warto$é wspotezynnika determinacji R? jest rowna 0,4324 co oznacza, ze okolo 43% zmiennosci
sredniej wartosci ci$nienia jest w otrzymanym modelu wyjasniona zmianami wieku. Poniewaz otrzymana
warto$¢ R® moze by¢ uznana co najwyzej za $rednig, a R® jest miara dopasowania modelu do danych
empirycznych, zatem dopasowanie to nie jest za wysokie. Sprobujemy wskaza¢ na mozliwg przyczyne
takiego stanu rzeczy (pomijajac by¢ moze istotno$¢ rozszerzenia modelu liniowego do modelu z wyzszym
stopniem zaleznosci cisnienia od wieku, badz do modelu z innymi zmiennymi objasniajacymi obok wieku).

. Otrzymane w pobranej probce rOwnanie regresji ma nast¢pujaca postac:

Y =142,471+0,971 X, (13.2)

Otrzymany wynik oznacza, ze zwigkszenie wartosci zmiennej ,,wiek” o jednostke (1 rok) spowoduje wzrost

ci$nienia $rednio o 0,971 jednostki. Warto$ci oszacowan parametréw strukturalnych modelu w probee sg

istotne statystycznie (p<0,0001) zaréwno dla £, i f,.

. Macierz korelacji (poza diagonalng sa zera) wskazuje na brak wspotliniowosci pomiedzy

przesuni¢ciem (Intercept) a zmienng objasniang Wiek center, czego przyczyna byto wprowadzenie do analizy
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wycentrowanej zmiennej wieku X.. Podobnie, przygladajac si¢ warto$ciom wiasnym macierzy kowariancji w
uktadzie tzw. sktadowych gtéwnych (Rozdziat 5-6), widaé, ze ze wzglgdu na ich rowno$é mozemy stwierdzic,
ze pomiedzy zmiennymi | i X. nie ma wspotliniowosci (tzn. nie sg one skorelowane). Oznacza to, ze
otrzymane w probce warto$ci ,éo =142471 i [31 =0,971 sa, z punktu widzenia braku wspoétliniowosci,

warto$ciami stabilnymi, tzn. pochodzg z estymatoréw o matej wariancji i stad otrzymany model (13.2) dobrze

nadaje si¢ do przewidywania ci$nienia.
Rozdzial 13-1-1. Diagnostyka reszt dla modelu. Przyktad ,,Skurczowe cisnienie krwi”.
Calo$¢ powyzszej analizy zakloca jednak nie za wysoka warto$é R® = 0,4324, ktéra moze sygnalizowaé

wystgpienie obserwacji nietypowej, czyli outsidera. Z tego powodu przyjrzyjmy si¢ diagnostyce badanego

powyzej modelu. Odpowiedni raport SAS’a ma postac.

:l Wiek centr | _RESID | _STUDENT |  _COOED | _H | _msTupEnT |
" 1 | -6.068965517 7. 4713381855 04372270635 0. 0038664227 00388788427 0. 4308167036
z 1.9210344828 75 654375344 44454938531 0. 346165924  0.0338470006 8. 0482592517
3 -0.068965E17 -4_403883953 -0.758706798 00011540417 0_0333359541  -0.25434871
4 1.92310344828  0_654375344  0.038451465 00000258982 0.0338470006 0.0377595861
5 19931034483  0_178709018  0.010829713 & 9067Z6E-6 0_0915166287 0.0106340983
& 0.9210344828 -1 374754305  -0_0807645 00001128504 0.0334440601 -0.079318404
7 21.931034483 6. 7369683151 03805266582 00083874681 01038210551  0.374633731
g -3.068896EE17  -15.4812723 -0.910716083 00149433377 00347806431 -0.907852E31
) 21.921034483 -5 763021685 -0.351611084 00071612003 0_1038210551 -0.346040027
10 10.931034483  0.916542181  0.054333667  0.000078301 0.0E07410174 0.0E33574147
11 18931034483 11495793694 0.0694430607 00002263136 0_085B06667Z  0.0681976048
1z 10.931034483 -3.083457819  -0.1827909 0_0008930044 00507410174 -0.179604254
13 13921034483 -15_ 99606887 -0_953776356 00298986671 0.0616793773 -0.95218E737¢
14 -11.06896E52 -21 72431009 -1 788428969 00451649173 0_05160E8652 -1.304472366
15 -3_068965817  -11.4912729 -0_675560183 00082226098 0.0347806431 -0.668860317
15 2.9310344828 -15_ 31649501  -0.90033108 0.0l4501894 0_034544775E  -0.887183708
17 -0_068965E17 -7_403883953  -0.43494139 00032618862 0_03333E5541 -0_428584121
18 -78 06896557 -1 719514113 -0_076399786 0_00051S0639 01500117934 -0.07503043
13 -ZE. 06896552 -2 13712E167 -0.131758564 0. 00LZEEE406 0_126454E169  -0.12347447
z0 -26_ 06896552 6. 8387451844 0.4744578r76] 00139399457 01340171079 0.4181818276
z1 -9_06896EELT 2. 3339492098 0.1379882334 0. 00045518906 0_04E6308527 0.13E554785lr
zz 4.92310344828 -5 2E823E7] -0.309454162 00018306197  0.036824829 -0.304398933
23 -6_06896EE17 -16 E7866lS4  -0.976718r94 00192949581 0_0388788427 -0.9758863E1
z4 -24 06896552 0.8970044815 0.0552030211 00002061867 0.1191917604 0.0542117407
25 -1.0685965517 1B8_566986398 1.0908235461 00206360281 00335226826  1.0946798819
26 7.92310344828 7. 8291532353 0.4621089494 00047341378 0.0424561679  0.455527347
27 17931034483 -15 87955028 -0.956413367 00399823826 0.0808915402 -0.954906626
28 -16.06896552 3.1300416699 0.1876358154 00013597428 0.0717037503 0. 1843706633
z3 -Z0.06896E52 2 0135230757 0.1771189976 00007653684  0.0930890793  0.1199504177
30 23931034483 9. 2952276122 0.E714306995 O0_0Z1E971276 01173048196 0.56443464739



Powyzszy wydruk przedstawia wartosci: reszt zwyktych U; (_RESID), reszt studentyzowanych R;
(_STUDENT), reszt scyzorykowych R(_i) (_RSTUDENT), odlegtos¢ Cooka D; ( COOKD) i wspotczynnika

dzwignigcia h; (_H) dla przyktadu "skurczowe cisnienie krwi".

Z powyzszego raportu widac, ze obserwacje 2 1 18 sa podejrzana o to, ze sg outsiderami.

Rozwazmy obserwacje i=2. Warto$ci wszystkich typow reszt sa duze, a szczegélnie reszta scyzorykowa

R(—Z) = 8,0483 mocno odstaje od pozostatych. Posiada ona wyjatkowo duzag wartosci (10-2-3.13) odlegtosci

Cook’a D, = 0,3462, o co najmniej rzad wickszej niz dla pozostatych. Ze wzgledu na niska warto$é
dzwignigcia h, = 0,0338 wnioskujemy, ze pomiar lezy w nieduzej odlegtosci od $redniej wieku. Wiasnie ze
wzgledu na tg matg warto$¢ dzwignigcia, obserwacja 2 nie jest szczegdlnie wptywowa (Rysunek 10-2-3.1 ().
Zatem w rownaniu regresji po usunigciu tego pomiaru, moze ulec istotnej zmianie przesunigcie, natomiast

warto$¢ wspotezynnika kierunkowego nie powinna si¢ wyraznie zmienic.

Rozwazmy obserwacje i=18. Ma ona najwickszg warto$¢ dzwignigcia, hig = 0,150012. Jest to wartosé
dzwignigcia, ktoéra jest wigksza niz podana przez Hoaglin i Welsch jako warto$¢, ktéra podlega¢ powinna

sprawdzeniu (wzor (10-2-1.12)): h,, =0,150012 > M =0,13(3) . Zatem jest zalecenie, aby obserwacja
n

zostata przebadania. Zakladajac pomocniczo, ze rozktad wieku jest normalny, kazde pojedyncze dzwignigcie

z F (wzdr (10-2-1.13)) posiadajacym rozktad F-Snedecora z k=1 i n-k-1=28 stopniami swobody.
[h, —(@/n)]/k

Sprawdzmy czy warto$¢ statystyki F, = stuzaca do testowania hipotezy
(L—h)/(n—k-1)
1
H, E(hi)ZE, (13.3)
wpadla w obszar krytyczny.

Poniewaz warto$¢ krytyczna Fy, = F (o 1)1 00 = Fi 281 005130 = 12,1006, zatem poniewaz wartos$¢ statystyki

w obserwacji wyznaczona zgodnie z (10-2-1.13) ma warto$¢ Figops = 3,8436 , ktora nie nalezy do obszary
krytycznego, zatem nie ma w zasadzie powodu, aby obserwacje 18 uwaza¢ za outsidera. Potwierdza to
réwniez mata warto$¢ odleglosci Cook’a (10-2-3.13), ktora wynosi D1g=0,00052, sugerujac, ze usunigcie
obserwacji 18 ma niewielki wplywu na wielko$¢ zmian wspotczynnikow regresji. Innymi stowy uznajemy, ze
nie jest ona wptywowa.

Istnieje jeszcze obserwacja i=20 z do$¢ duza warto$cia dzwignigcia hy=0,134012. Jednak ze wzglgdu na

nieduza warto$¢ odlegtosci Cook’a Dp=0,01394, réwniez nie uznajemy jej za outsidera.
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Zatem z danych usuwamy jedynie obserwacj¢ 2. Po jej usunigciu z tabeli danych (osoba z wiekiem 47 lat,

ktorej skurczowe ci$nienie krwi wynosito podczas badania 220), otrzymujemy nastgpujacy raport SAS’a.

16:34 Wednesday, May 26, 2005 1
The REG Procedure
Model: MODEL1

Dependent Variable: Cisnienie Cisnienie

Analysis of Variance

Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 1 6110.10173 6110.10173 66.81 <.0001
Error 27 2469.34654 91.45728
Corrected Total 28 8579.44828

Root MSE 9.56333 R-Square 0.7122

Dependent Mean 139.86207 Adj R-Sqg 0.7015

Coeff Var 6.83769

Parameter Estimates

Parameter Standard Variance
Variable Label DF Estimate Error t Value Pr > |t]| Inflation
Intercept Intercept 1 139.86207 1.77587 78.76 <.0001 0
Wiek center Wiek center 1 0.94932 0.11614 8.17 <.0001 1.00000

Correlation of Estimates

Variable Label Intercept Wiek center
Intercept Intercept 1.0000 0.0000
Wiek center Wiek center 0.0000 1.0000

Collinearity Diagnostics

Condition --Proportion of Variation-

Number Eigenvalue Index Intercept Wiek center
1 1.00000 1.00000 1.00000 0.00000

2 1.00000 1.00000 0.00000 1.00000

Roéwnanie regresji dla modelu ma nastgpujaca postac:

Y =139,862+ 0,949 X (13.4)
Powyzsza czg$¢ raportu SAS’a potwierdza czgsciowo nasze przypuszczenia. Warto$¢ estymatora ,éO ulegta
nastepujgcej zmianie: obecnie wynosi ,éo =139,862, w poréwnaniu z poprzednia 142,471. Wartos¢

estymatora ,81 ulegla nastepujgcej zmianie: obecnie wynosi ,él =0,949 w poréwnaniu z poprzednig 0,971.
Okazuje sig, ze zmiany wartos$ci tych estymatorow nie byty bardzo duze, okoto 2%, a obserwacje, chociaz jest
by¢ moze outsiderem nie nalezy z tego punktu widzenia uzna¢ za wplywowa.

Natomiast poprawito si¢ znacznie dopasowanie modelu do danych empirycznych. Po usunigciu outsidera,

wspolczynnik determinacji R® zwigkszyt si¢ 0 0,2798 i wynosi obecnie R* = 0,7122, co oznacza, ze 71%
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zmienno$ci $redniej warto$ci cisnienia jest wyjasniona przez otrzymany model (w porownaniu z 43%
poprzednio). Poniewaz pozostata cze¢$¢ analizy modelu (13.4) z usuni¢ts, uznang za outsidera obserwacja,
wyglada podobnie jak poprzednio, zatem pominiemy jej omowienie.

Ponizej przedstawimy jeszcze tylko analize testu na normalno$¢ rozktadu reszt w probcee oraz analize korelacji

pomigdzy zmiennymi dla przypadku z domniemanym outsiderem i bez niego.

Analiza normalnosci rozkladu reszt

Hipoteza Hy: Teoretyczny rozktad reszt zgodny z rozktadem normalnym.
Metoda analizy: Test Kotmogorowa-Smirnowa (Rozdziat 15).

Analizie poddano reszty zwykle U;.

Przypadek z ,,outsiderem” (n=30)

cisnienie center z outsiderem
analiza reszt 21:20 Monday, December 9, 2013

The UNIVARIATE Procedure
Fitted Distributions for RESID

Parameters for Normal Distribution

Parameter Symbol Estimate
Mean Mu 0
Std Dev Sigma 17.01262

Goodness-of-Fit Tests for Normal Distribution
Test ---Statistic----  -—---- p Value-----

Kolmogorov-Smirnov D 0.22573825 Pr > D <0.010

Warto$¢ statystyki D, dla testu Kolmogorowa-Smirnowa jest réwna D3y = 0.2257. Poniewaz empiryczny

poziom istotnosci p < 0,010, zatem na kazdym poziomie istotnosci a > p, (np. dla a =0,01) wielkos$¢ D, jest

istotna statystycznie, co oznacza, ze odrzucamy hipoteze¢ o normalno$ci rozktadu reszt.

Przypadek bez ,,outsidera” (n=29)

cisnienie center bez outsidera 5
analiza reszt bez outsidera 12:11 Thursday, June 9, 2005

The UNIVARIATE Procedure
Fitted Distributions for RESID

Parameters for Normal Distribution

Parameter Symbol Estimate
Mean Mu 0
Std Dev Sigma 9.391004

Goodness-of-Fit Tests for Normal Distribution

Test ---Statistic----  -——-- p Value-----
Kolmogorov-Smirnov D 0.11781868 Pr > D >0.150
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Warto$¢ statystyki D, dla testu Kolmogorowa-Smirnowa jest réwna D,y = 0.0927. Poniewaz empiryczny
poziom istotnosci p > 0,150, zatem na kazdym poziomie istotnosci & < p, (np. dla & =0,05) wielkos$¢ D,
nie jest istotna statystycznie, co oznacza, ze nie mamy podstaw odrzuci¢ hipotezy o normalnosci rozktadu

reszt.

Podsumowanie testu o normalnosci rozkladu reszt.

Jest to kolejny (obok R?) wyrazny sygnal, ze by¢ moze nalezaloby pominaé¢ obserwacje 2 z analizy zalezno$ci
cisnienia od wieku. Sygnal ten jest tym bardziej istotny, ze pozostawienie ,,outsidera” w analizie chwieje
podstawami teoretycznymi modelu regresji klasycznej (w tym przypadku normalno$cia rozktadu reszt). Nie
usunigcie ,,outsidera” oznaczatoby wigc odejscie od zatozen modelu i wskazywato by¢ moze na ewentualng
konieczno$¢ dokonania transformacji (np. logarytmicznej) warto$ci cis$nienia z nadzieja, ze to pomoze

zachowac zgodnos¢ z zatozeniami modelu.

Analiza niezaleznosci reszt dla przykladu (zgodnie z Rozdziatem 11-3-1).

Hipoteza Hy: brak korelacji pomiedzy sktadnikami losowymi
Metoda analizy: Test Durbina-Watson’a

Analizie poddano reszty zwykte U;.

Przypadek z ,,outsiderem” (n=30)
Raport SAS’a ma postac:

The REG Procedure
Model: MODEL1
Dependent Variable: Cisnienie Cisnienie

Durbin-Watson D 1.692
Number of Observations 30
1st Order Autocorrelation 0.146

Warto$¢ statystyki Durbina-Watsona d =1,692 € (0, 2) (Rozdziat 11-3-1). Oznacza to, ze hipoteza
alternatywna ma posta¢ Hjq : p >0 (Rozdziat 11-3-1). Z tablic dla k = 1, n = 30 i a = 0,05 odczytujemy

warto$ci krytyczne dla testu. Wynosza one d, = 1,352 i d, = 1,489. Warto$¢ statystyki d > d, co swiadczy o

tym, ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy, ktora mowi, ze nie wystepuje autokorelacja reszt.

Przypadek bez ,,outsidera” (n=29)

The REG Procedure
Model: MODEL1
Dependent Variable: Cisnienie Cisnienie

Durbin-Watson D 1.331
Number of Observations 29
1st Order Autocorrelation 0.284
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Wartos$¢ statystyki Durbina-Watsona d =1,331<(0,2). Oznacza to, ze hipoteza alternatywna ma postac

Hq:p >0 (Rozdziat 11-3-1). Z tablicdlak = 1, n =29 i a = 0,05 odczytujemy wartosci krytyczne dla testu.
Wynosza one dy = 1,341 i d, = 1,483. Warto$¢ statystyki d=1,331 < d=1,341 wpadta, zatem w obszar
krytyczny testu i na poziomie istotnosci a = 0,05 nalezatoby, zatem odrzucamy hipotez¢ Hy na korzys$¢ H; i
wnioskowaé, ze autokorelacja jest dodatnia. Jednak wartos¢ d=1,331 lezy blisko granicy obszaru krytycznego

i na poziomie istotnosci a = 0,01 nie wpadtaby zapewne do odpowiedniego obszaru krytycznego.

Dokonajmy wiec dodatkowego sprawdzenia powyzszego problemu, badajac w pobranej prébee, dla
przypadku bez outsidera tzn. dla 29 obserwacji, korelacje reszt U; 1 z resztami U; z wykorzystaniem procedury
PROC REG w SAS’ie (punktow jest 28, dodatkowy brak jeszcze jednego punktu wynika z braku reszty u, w

danych). Fragment raportu ma postac:

reszty przesuniete z cisnienie center bez outsider 1
11:46 Friday, June 10, 2005

The REG Procedure
Model: MODEL1
Dependent Variable: RESID 1 RESID 1
Number of Observations Read 28

Number of Observations Used 28

Analysis of Variance

Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 1 204.48087 204.48087 2.53 0.1241
Error 26 2105.10884 80.96572
Corrected Total 27 2309.58972

Root MSE 8.99810 R-Square 0.0885

Dependent Mean -0.44356 Adj R-Sg 0.0535

Coeff Var -2028.61160

Parameter Estimates

Parameter Standard Variance
Variable Label DF Estimate Error t Value Pr > |t Inflation
Intercept Intercept 1 -0.33966 1.70174 -0.20 0.8433 0
_RESID _RESID 1 0.29387 0.18492 1.59 0.1241 1.00000

Z raportu tego wida¢, ze linia regresji pomiedzy resztami U;; a resztami U; ma wspotczynnik kierunkowy o
warto$ci = 0.29387 i warto$¢ ta z powodu duzego prawdopodobienstwa p = 0,1241 nie jest istotna
statystycznie, zarowno na poziomie istotnosci 0,01 jak i 0,05. Rowniez wartos¢ statystyki F dla testu o brak
zaleznosci korelacyjnej pomigdzy zmiennymi (tu resztami) nie jest istotna statystycznie (F = 2,53 przy p =

0,1241).

Uwaga. Odpowiednia wartosci p dla wspotczynnika kierunkowego wynosi w tym przypadku tyle samo ile

warto$¢ p dla testu F. (Test dla wspotczynnika kierunkowego jako testem na dodanie wieku jako ostatniej
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zmiennej, co pokrywa si¢ tym razem z testem F, skad t°=F i wartoéci p sa nieprzypadkowo takie same
(Rozdziat 5-1-2) [1]).

Uwaga (dotyczaca testu jednorodnosci wariancji). Analize jednorodno$ci wariancji skladnika losowego

pomijamy bowiem jest ona w pobranej probce naruszona w sposob jawny. Wynika to z tego, ze istniejg
warianty wieku (zmiennej X) z jedna replika (tzn. z wariancja wewnatrzgrupowa $(Y) > 0) i bez replik (tzn.
Z wariancja wewnatrzgrupowa §i2(Y )=0). Nie oznacza to, ze przy odpowiedniej liczbie replik model

naruszalby rowniez to zatozenie, ale w celu sprawdzenia go, nalezatoby pobra¢ probe z wicksza od zera liczba

replik dla kazdego wariantu wieku (Rozdziat 5-1-2).

Podsumowanie. Powyzsza analiza reszt wskazuje, ze model zalezno$ci cisnienia os6b od ich wieku,
otrzymany z pomini¢ciem obserwacji 2 z populacji, ktorg uznaliSmy za outsidera, jest do zaakceptowania.
Model jest w zgodzie z podstawowymi zatozeniami modelu regresji klasycznej, przy czym z powodu braku
wystarczajacej liczby replik nie przebadano hipotezy o jednorodnosci wariancji dla ro6znych wariantow wieku.
Pozostaje pytanie: czy nie usungliSmy obserwacji, ktora byta $§wiadectwem istnienia innej niz rozwazana

liniowa zalezno$ci ci$nienia od jednego czynnika wieku?
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Rozdzial 13-1-2. Graficzna analiza reszt dla Przyktadu 1 ,,Skurczowe ci$nienie krwi”.

Dla przykladu skurczowe ci$nienie krwi (z outsiderem).

Sizmisnis = outsidersm
reeklmd res=t soyEsrkoweneoh

120 A
—  Moereeml
— Logreneel
Expporerti=l
100
=0

= < =3 =
Studertized Fesidu=l withoot CSuarrert Oles

Rysunek 13-1-2.1. Histogram dla reszt scyzorykowych dla przyktadu ,,skurczowe cisnienie krwi”.

Histogram wskazuje na to, ze wystepuje duza rozbieznos¢ empirycznego rozktadu reszt scyzorykowych z
rozktadem normalnym. Rozktad empiryczny jest znacznie bardziej wysmukty niz rozktad normalny. Réwniez
w Rozdziale 13-1-1 odrzuciliSmy testem Kolmogorowa-Smirnowa hipoteze zerowa o zgodnosci rozkladu
empirycznego reszt (poprzednio zwyktych) z rozktadem normalnym (dla analizy z outsiderem otrzymalismy p
< 0,01). Dla poréwnania na rysunku przedstawiono teoretyczne rozktady lognormalny (niezta zgodnosé, co

potwierdzitaby doktadniejsza analiza testem Kotmogorowa-Smirnowa) i eksponencjalny.
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cisnienie z outsiderem

Cinierie = H253 +0.9700 Wiek_oerter rozklad reszt zwyklych
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Rysunek 13-1-2.2 Normalny wykres prawdopodobienstwa (Normal probability-probability plot) dla przyktadu

,,skurczowe cisnienie krwi”

Z powyzszego wykresu wynika, ze rozklad reszt zwyktych jest niezgodny z teoretycznym rozkladem
normalnym. Podobny wniosek otrzymalismy analizujac powyzszy histogram i test Kotmogorowa-Smirnowa
w Rozdziale 13-1-1. Przebiegi dystrybuanty empirycznej po minigciu 50-tego percentyla wyprzedza

dystrybuantg teoretycznego rozktadu normalnego (na przekatne;).
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Rysunek 13-1-2.3 Box plot dla reszt scyzorykowych dla przyktadu ,,skurczowe ci$nienie krwi”.

Pierwszy i trzeci kwantyl rozktadu reszt scyzorykowych sg réwne: Q1 = - 0.4285541 oraz Q; = 0.1844.
Mediana M = - 0,0322, natomiast warto$¢ maksymalna r¢i-max= 8.0483. Odpowiadata ona obserwacji 2 dla
przyktadu ,,skurczowe cisnienie krwi” omawianego w Rozdziale 13-1-1. Odlegtos¢ Qs — Q; = 0,61292, zatem
roznica  Iejmax - Q3 > 3*( Qs — Q1) skad wynika, ze istnieja podstawy, aby obserwacj¢ ta rozwazy¢ jako
outsidera. Wniosek ten jest zgodny z analizg przyktadu z Rozdziatu 13-1-1.
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Rysunek 13-1-2.4 Wykres reszt scyzorykowych v.s. przewidywana warto$¢ cisnienia krwi dla Przyktadu 1 ,,skurczowe

ci$nienie krwi” (z outsiderem).
Z powyzszego wykresu wynika, ze tylko 1 warto$¢ (tj. < 5%) z 30 reszt scyzorykowych przewyzsza 1,96 co

do wartosci bezwzglednej. Oznacza to, ze obserwacja ta moze by¢ outsiderem. Po jej usunigciu (i przeliczeniu

modelu) otrzymaliby$Smy schemat zgodny z Rysunkiem a (Rozdziat 12).
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Rozdzial 13-2. Przyktad 2 ,,FEV; (nat¢zona jednosekundowa objgtos¢)”.

Przebadano grupg losowo wybranych 19 0sob bedacych astmatykami, pod wzgledem zaleznosci ich FEV; od

grupy czynnikow: wieku, wzrostu, wagi i pici. Dane zaczerpnieto z [1] (za cytowanym tam [25]).

Liczba wszystkich obserwacji w probie wynosi n = 19,

Ponizsza tabela zawiera zbidr danych potrzebny do przeprowadzenia analizy:

° zmienng zalezng (objasniang): FEV - [l/sek]

o zmienne niezalezne: X; = height [cm], X, =weight [kg], X; =age [lata], X, = female — pte¢ (female

dla me¢zczyzn przyjmuje wartos¢ 0 a dla kobiet 1)

° dodatkowo zmienng zalezng standaryzowana: FEV 14

HEIGHT WEIGHT AGE FEMALE FEV, FEV s
1 175 78 24 0 4,7 1,05
2 172 67,6 36 0 4,3 0,59
3 171 98 28 1 3,5 -0,32
4 166 65,5 25 0 4 0,25
5 166 65 26 1 3,2 -0,67
6 176 65,5 22 0 4,7 1,05
7 185 85,5 27 0 4,3 0,59
8 171 76,3 27 0 4,7 1,05
9 185 79 36 0 5,2 1,62
10 182 88,2 24 0 4,2 0,47
11 180 70,5 26 0 3,5 -0,32
12 163 75 29 0 3,2 -0,67
13 180 68 33 1 2,6 -1,35
14 180 65 31 0 2 -2,04
15 180 70,4 30 0 4 0,25
16 168 63 22 0 3,9 0,13
17 168 91,2 27 0 3 -0,90
18 178 67 46 0 4,5 0,82
19 173 62 36 0 2,4 -1,58

Tabela 13-2.1. Tabela danych do przyktadu ,,FEV; (natgzona jednosekundowa objgtosc)”

W celu ograniczenia wptywu wspotliniowosci pomigdzy czynnikami analiz¢ przeprowadzono od razu dla

zmiennych objasniajacych wycentrowanych (indeks c).
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Rozwazmy liniowy model regres;ji:

~ A A c A c A c A c
i = Bo+ Py XKy + F, Ko+ s Xg + 5, Xy (13-2.1)
gdzie Y, oznacza teoretyczne $rednie warunkowe dla wartosci X ; zmiennej X, = X- X.
Raport SAS’a:
FEV; na 1 sek 15:25 Friday, June 10, 2005 1
zmienne wycentrowane
The REG Procedure
Model: MODELL
Dependent Variable: FEV1 FEV1
Number of Observations Read 19
Number of Observations Used 19
Test braku zaleznosci korelacyjnej:
Analysis of Variance
Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 4 2.72245 0.68061 0.86 0.5116
Error 14 11.08281 0.79163
Corrected Total 18 13.80526
Miary dopasowania modelu:
Root MSE 0.88974 R-Square 0.1972
Dependent Mean 3.78421 Adj R-Sqg -0.0322
Coeff Var 23.51179
Estymacja parametrow strukturalnych modelu:
Parameter Estimates
Parameter Standard Standardized
Variable Label DF Estimate Error Value Pr > |[t] Estimate
Intercept Intercept 1 3.78421 0.20412 18.54 <.0001 0
height center height center 1 0.02111 0.03359 0.63 0.5400 0.16128
weight center weight center 1 0.01642 0.02114 0.78 0.4502 0.19632
age_center age_center 1 -0.00907 0.03723 -0.24 0.8110 -0.06231
female center female center 1 -0.81977 0.57571 -1.42 0.1764 -0.35068
2 The REG Procedure
Model: MODEL1
Dependent Variable: FEV1 FEV1
Correlation of Estimates
height weight age_ female
Variable Label Intercept center center center center
Intercept Intercept 1.0000 -0.0000 0.0000 0.0000 -0.0000
height center height center -0.0000 1.0000 -0.2161 -0.2938 0.1890
weight center weight center 0.0000 -0.2161 1.0000 0.2495 -0.1741
age_center age_center 0.0000 -0.2938 0.2495 1.0000 -0.0674
female center female center -0.0000 0.1890 -0.1741 -0.0674 1.0000

Analiza wspotliniowosSci z wykorzystaniem wartosci wiasnych:

Collinearity Diagnostics

Condition W ----- Proportion of Variation------
Number Eigenvalue Index height weight age_ female
center center center center
1 1.33567 1.00000 0.19294 0.08004 0.26484 0.12847
2 1.12677 1.08876 0.28905 0.48846 0.00050402 0.01002
3 1.00000 1.15571 0 0 0 0
4 0.98490 1.16454 0.00118 0.0044 0.27035 0.66261
5 0.55266 1.55461 0.51683 0.420 0.46431 0.19891
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Analiza raportu SAS’a:

Whioski:

° Srednia FEV; (natezona jednosekundowa objeto$é) w grupie badanych ludzi wynosi 3,78421.

. Liczba stopni swobody dla $redniej sumy kwadratow SSR modelu, wynosi df(SSR) =p—-1 =k =4.

° Liczba stopni swobody dla sumy kwadratow reszt SSE wynosi df(SSE) =n—p =19 -5 =14,

. Suma kwadratéw dla modelu (SSR) jest rowna 2,72245, suma kwadratow dla reszt (SSE) wynosi

11,08281. Srednia suma kwadratéow modelu MSR = SSR/df(SSR) = 0,68061, natomiast $rednia suma
kwadratow btedow MSE = SSE/df(SSE) = 0,79163.

o Postawiona hipoteza zerowa Ho: B, = B, = f; = , =0 mowiaca o braku zaleznosci korelacyjnej
FEV; od wszystkich czynnikow nie zostala odrzucona, tzn. model liniowy uznajemy za nieistotny
statystycznie. Powodem jest nieistotna statystycznie na kazdym poziomie istotnosci ¢ < p = 0,5116 wartos¢
statystyki testowej F-Snedecora Fq,s = MSR/MSE = 0,68061/0,79163 = 0,86. Nieistotno$¢ statystyczna
estymatorow parametrow kierunkowych (punkt dalej) moglaby wskazywaé¢ na to, aby z modelu usungé

zalezno$¢ FEV; od wszystkich czynnikéw, pozostawiajac tylko wyraz wolny /f,. Niemniej, analizg

przeprowadzimy dla oszacowanych warto$ci parametrow.

. Wartoéé wspotczynnika determinacji R? jest rowna 0,1972 co oznacza, ze okolo 20% zmiennosci
sredniej wartoéci FEV jest wyjasniona przez model. Poniewaz otrzymana warto$¢ R? moze byé uznana za
matg (a R? jest miarg dopasowania modelu do danych empirycznych), zatem dopasowanie to jest niskie.
Sprobujemy wskaza¢ na mozliwg przyczyne takiego stanu rzeczy (pomijajac by¢ moze istotno$¢ rozszerzenia
modelu liniowego do modelu z wyzszym stopniem zaleznosci FEV; od zmiennych objasniajacych).

. Otrzymane w pobranej probce rOwnanie regresji ma nastepujaca postac:

Y =3,784+0,021X,  +0,016X,, . —0,009X, . —082X; (13-2.2)

Warto$ci oszacowan parametrow strukturalnych modelu w probce poza wyrazem wolnym ,Bo =3,784 (dla
Intercept empiryczny poziom istotnosci p < 0,0001) sa nieistotne statystycznie (wszystkie p > 0,1), co jest w
zgodzie z brakiem podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o braku zaleznosci korelacyjne;.

. Macierz korelacji wskazuje na brak wspotliniowosci (zera poza diagonalna) pomigdzy przesunigciem
(Intercept) a zmiennymi objasniajacymi: Height center, Weight center, Age center, Female center.
Przyczyna jest wprowadzenie do analizy wycentrowanych zmiennych height X, ., weight X, ¢, age X c,
female X ¢ Otrzymane w probce wartosci ,5’0 =3,784, Bl =0,021, BZ =0,016, ,33 =0,009, ,34 =0,82s3z

powodu braku wspotliniowosci warto$ciami stabilnymi, tzn. pochodzg z estymatoréw o malej wariancji.
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Rozdzial 13-2-1. Diagnostyka reszt dla modelu. Przyktad 2 ,,FEV; (natezona jednosekundowa objeto$¢)”.

Calo$¢ powyzszej analizy zakloca niska wartos¢ R? = 0,1972, ktora moze byé spowodowana wystapieniem
obserwacji nietypowej, czyli outsidera.

Z tego powodu przyjrzyjmy si¢ diagnostyce badanego powyzej modelu. Ponizszy wydruk przedstawia
warto$ci: zmiennych centrowanych (height, weigh, age, female), reszt zwyklych U; (_RESID), reszt
studentyzowanych R; (_ STUDENT), reszt scyzorykowych R(_i) (_ RSTUDENT), odlegtosci Cooka D;

(_COOKD) i wspoétczynnika dzwignigcia h; (_H) dla przyktadu FEV; (natezona jednosekundowa objgtosc).

height_ weight_ age_ female_
osoba center center center center FEV1 _PRED _RESID _STUDENT _COOKD _H _RSTUDENT
1 0.31579 4.27895 -5.21053 -0.15789 4.70000 4.03783  0.66217 0.78940 0.01559 0.11117 0.77820
2 -2.68421 -6.12105 6.78947  -0.15789 4.30000 3.69491 0.60509 0.74548 0.02241 0.16777 0.73306
3 -3.68421 24.27895 -1.21053  0.84211 3.50000 3.42569 0.07431 0.12975 0.00476 0.58566 0.12510
4 -8.68421 -8.22105  -4.21053  -0.15789 4.00000 3.63360  0.36640 0.46002 0.01049 0.19861 0.44667
5 -8.68421 -8.72105  -3.21053  0.84211 3.20000 2.79654  0.40346 0.61610 0.06423 0.45830 0.60191
6 1.31579 -8.22105  -7.21053 -0.15789 4.70000 3.87187 0.82813 1.05665 0.06449 0.22409 1.06142
7 10.31579 11.77895  -2.21053 -0.15789 4.30000 4.34480 -0.04480 -0.05839 0.00024 0.25641 -0.05627
8 -3.68421 2.57895 -2.21053 -0.15789 4.70000 3.89828 0.80172 0.94682 0.01867 0.09430 0.94307
9 10.31579 5.27895 6.78947  -0.15789 5.20000 4.15644  1.04356 1.34205 0.11139 0.23620 1.38541
10 7.31579 14.47895  -5.21053 -0.15789 4.20000 4.35303 -0.15303 -0.20002 0.00282 0.26067 -0.19302
11 5.31579 -3.22105  -3.21053 -0.15789 3.50000 4.00209 -0.50209 -0.60941 0.01235 0.14254 -0.59519
12 -11.68421 1.27895 -0.21053 -0.15789 3.20000 3.68995 -0.48995 -0.64901 0.03277 0.28007 -0.63502
13 5.31579 -5.72105 3.78947 0.84211 2.60000 3.07776 -0.47776 -0.73847 0.09721 0.47126 -0.72589
14  5.31579 -8.72105 1.78947  -0.15789 2.00000 3.86643 -1.86643 -2.26097 0.16531 0.13918 -2.73442
15  5.31579 -3.32105 0.78947  -0.15789 4.00000 3.96416 0.03584 0.04252 0.00004 0.10221 0.04097
16 -6.68421 -10.72105 -7.21053 -0.15789 3.90000 3.66198  0.23802 0.30788 0.00615 0.24502 0.29769
17 -6.68421 17.47895  -2.21053 -0.15789 3.00000 4.07958 -1.07958 -1.49738 0.23448 0.34336 -1.57449
18  3.31579 -6.72105  16.78947 -0.15789 4.50000 3.72097 0.77903 1.23565 0.30280 0.49789 1.26147
19 -1.68421 -11.72105 6.78947  -0.15789 2.40000 3.62408 -1.22408 -1.52422 0.10567 0.18529 -1.60826

Tabela 13-2-1.1 Wydruk diagnostyki dla przyktadu ,,FEV; (nat¢zona jednosekundowa objeto$¢)” z wycentrowanymi

czynnikami.
Z powyzszego raportu widaé, ze obserwacje 3, 14 i 18 sg podejrzana o to, ze sa outsiderami. Obserwacja 3
odstaje od pozostatych z wartoscig dzwignigcia. Natomiast obserwacja 14 odstaje wielkoscia reszty

scyzorykowej. Obserwacje 18 omowimy na koncu.

Rozwazmy wpierw obserwacje i=14. Warto$ci wszystkich typow reszt sg stosunkowo mate, i jedynie reszta

scyzorykowa RH 4= -2,73442 mocno odstaje od pozostalych. Obserwacja 14 posiada do$¢ duza wartoSci

(trzecig w kolejnosci) odlegtosci Cook’a, D, = 0,16531, odstajaca od wielu pozostatych. Ze wzgledu na niska
warto$¢ dzwigniecia hyy = 0,13918 wnioskujemy, ze pomiar lezy w nieduzej odlegloSci w przestrzeni
)?a_c, )zf_c}z {0, 0,0, 0}. Wiasnie ze wzgledu

czynnikéw od kompletu $rednich czynnikow {)?h_C , X w ot
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na tg matg warto$¢ dzwigniecia, obserwacja 14 nie jest szczegdlnie wptywowa (Rysunek 20-2-3.1 (a)). Zatem,
po usunieciu tego pomiaru w réwnaniu regresji moze ulec istotnej zmianie przesunigcie, natomiast warto$¢

wspotczynnika kierunkowego nie powinna si¢ wyraznie zmienic.

Rozwazmy obserwacje i=3. Ma ona najwicksza warto$¢ dzwigniecia, h; = 0,58566. Jest to warto$é

dzwignigcia, ktora jest mniejsza niz podana przez Hoaglin i Welsch jako wartos¢, ktora podlegaé powinna
sprawdzeniu (10-2-1.12):
2(k +1
h, =0,58566 < M =0,631579 - (13-2.3)
n
Zatem nie trzeba badac tej obserwacji. Nie ma w zasadzie powodu, aby obserwacje 3 uwazac za outsidera.
Potwierdza to rowniez mata warto$¢ (10-2-3.13) odlegtoéci Cook’a, ktora wynosi D3= 0,00476, sugerujac, ze
usunigcie obserwacji 3 ma niewielki wptywu na wielko§¢ zmian wspotczynnikow regresji. Innymi stowy

uznajemy, zZe nie jest ona wptywowa.

Obserwacja 18. Istnieje jeszcze obserwacja i=18 z do$¢ duzg wartoscig dzwigniecia hig= 0,49789. Dla tej
obserwacji odlegto$¢ Cook’a ma najwigksza warto$¢ roéwng Dig= 0,30280. Na tej podstawie mozemy
podejrzewaé, ze obserwacja ta jest outsiderem (pomimo, ze ciggle daleko jej do wartosci 1; pordwnaj
Rozdziat 10-2-3).

Zatem z danych usuwamy obserwacj¢ 14 i 18. Po ich usunigciu z tabeli danych poprawito si¢ dopasowanie

modelu do danych empirycznych. Otrzymujemy wtedy nastepujacy raport SAS’a.

15:04 Sunday, June 12, 2005 1
The REG Procedure
Model: MODEL1
Dependent Variable: FEV; FEV;

Analysis of Variance

Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value Pr > F
Model 4 3.67214 0.91803 1.73 0.2081
Error 12 6.37022 0.53085
Corrected Total 16 10.04235

Root MSE 0.72860 R-Square 0.3657

Dependent Mean 3.84706 Adj R-Sg 0.1542

Coeff Var 18.93903

Po usunigciu outsidera, wspotezynnik determinacji R? zwickszyt si¢ 0 0,1685 i wynosi obecnie R? = 0,3657,
co oznacza, ze 37% zmienno$ci $redniej wartosci FEV; jest wyjasniona przez otrzymany model (w
porownaniu z 20% poprzednio). Poniewaz pozostata cze¢s¢ analizy modelu z usunigtymi, uznanymi za

outsiderow obserwacjami wyglada podobnie jak poprzednio, zatem pominiemy jej omOéwienie.
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Analiza normalnosci rozkladu reszt.

Ponizej omowimy jedynie przypadek z nie usunigtymi outsiderami.

Hipoteza Hy: Teoretyczny rozktad reszt zgodny z rozktadem normalnym.
Metoda analizy: Test Kolmogorowa-Smirnowa (Rozdziat 15).

Analizie poddano reszty zwykte Ui;.

Przypadek z ,,outsiderami” (n = 19)

FEV, na 1 sek 15:25 Friday, June 10, 2005
rozklad reszt

The UNIVARIATE Procedure
Fitted Distributions for RESID

Parameters for Normal Distribution

Parameter Symbol Estimate
Mean Mu 0
Std Dev Sigma 0.784673

Goodness-of-Fit Tests for Normal Distribution

Test ---Statistic----  -—---- p Value-----
Kolmogorov-Smirnov D 0.10881504 Pr > D >0.150

4

Warto$¢ statystyki D, (4.14) dla testu Kotmogorowa-Smirnowa jest rowna Dig = 0,1088. Poniewaz

empiryczny poziom istotnosci p > 0,150, zatem na kazdym poziomie istotnosci a < p, (np. dla

a =0,05 lub 0,01) wielko$¢ D, nie jest istotna statystycznie, co oznacza, ze nie mamy podstaw do

odrzucenia hipotezy o normalnosci rozktadu reszt.

Analiza niezaleznosci reszt (Rozdziat 11-3-1)

Hipoteza Hy: brak korelacji pomiedzy sktadnikami losowymi
Metoda analizy: Test Durbina-Watson’a

Analizie poddano reszty zwykte U;.

Przypadek z ..outsiderem” (n = 19)

Raport SAS’a ma postac:

FEV; na 1 sek 15:25 Friday, June 10,
Analiza niezaleznoscili reszt:

The REG Procedure
Model: MODEL1
Dependent Variable: FEV1 FEV1

Durbin-Watson D 1.663
Number of Observations 19
1st Order Autocorrelation 0.081

2005
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Warto$¢ statystyki Durbina-Watsona d =1,663¢€ (0, 2) . Oznacza to, ze hipoteza alternatywna ma posta¢

Hq:p >0 (Rozdziat 11-3-1). Z tablicdlak = 4, n =19 i a = 0,05 odczytujemy wartosci krytyczne dla testu.
Wynoszg one d; = 0,859 i d, = 1,848. Warto$¢ statystyki d, > d > d; co $wiadczy o tym, Ze test Durbina-

Watsona nie pozwala nam na podjgcie konkretnej decyzji statystycznej odnosnie hipotezy Hy: p = 0.

Analize dokonczymy wigc w Excel’u korzystajac z normalnosci rozktadu reszt w Ho. Skorzystamy ze

A

statystyki t-Studenta t = Lz-\/n —2 (Rozdziat 11-3-1, wzoér (11-3-1.10)). W probee otrzymali$my

A

1-p
warto$¢ p =1-d/2 =0,169, skad statystyka t wyniosta w probce tos = 0,705. Warto$é czna statystyki
P wy Y ysty

testowej t przy 0=0,05 i liczbie stopni swobody n-2= 17 wynosi t(0,975; 17) = 2,11, co oznacza, ze nie mamy
podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o braku korelacji reszt.

Uwaga (dotyczaca testu jednorodno$ci wariancji): Analiz¢ jednorodnosci wariancji sktadnika losowego
pomijamy. Aby przeprowadzi¢ test nalezatoby pobra¢ probe z wigksza od zera liczbg replik dla kazdego

kompletu warto$ci czynnikow.

Podsumowanie. Powyzsza analiza reszt wskazuje, ze nie wyst¢puje istotna statystycznie zaleznosé
korelacyjna FEV; 0s6b od zmiennych objasniajacych. Analiza reszt wykazata, ze dwie obserwacje mozemy
uzna¢ za outsiderow, obserwacje 14 i 18. Badany model (13-2.1), chociaz jak si¢ okazato nieistotny
statystycznie (z ousiderami czy bez nich), jest w zgodzie z podstawowymi zalozeniami modelu regresji
klasycznej. Usuwajac outsiderow przyczyniliSmy si¢ do lepszego dopasowania modelu do danych

empirycznych.

152



Rozdzial 13-2-2. Graficzna analiza reszt dla Przyktadu 2 ,,FEV; (natezona jednosekundowa objeto$¢)”
(z Rozdziatu 13.2-1).

Ponizszy histogram wskazuje na to, ze chociaz wystepuje zauwazalna lewostronna sko$no$¢ tego rozktadu, to
mozna by uzna¢ zgodno$¢ rozktadu reszt scyzorykowych z rozktadem normalnym. Doktadniejsza analiza w
Rozdziale 13.2-1 oparta 0 test Kotmogorowa-Smirnowa potwierdzita taka decyzj¢. Dla poroéwnania

histogramu przedstawiono teoretyczne rozkltady: normalny, lognormalny i eksponencjalny.

EEV] reckind res=t soyesrkawysh

45
= Nonvml

T Logrorrmel
Exporerti=|

<40

35

30

25

=20

—_—2s —_—15 -_—0.5 [of=] 1.5
Studertized Residual without Cumrert Okbs

Rysunek 13-2-2.1. Histogram dla reszt scyzorykowych z Przyktadu 2 ,,FEV; (nat¢zona jednosekundowa objetosc)”
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FEV1 z outsiderem
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Cumulative Distribution of Residual

Rysunek 13-2-2.2. Normalny wykres prawdopodobienstwa (Normal probability-probability plot) dla reszt zwyktych dla
Przyktadu 2 ,,FEV1 (natezona jednosekundowa objgtos¢)”.

Wykres dystrybuanty teoretycznego rozktadu normalnego lezy na przekatnej. Z powyzszego wykresu wynika,
7ze W (szczegblnosci) w centralnej czesci, empiryczny rozktad reszt zwyktych jest dos¢ dobrze zgodny z
teoretycznym rozktadem normalnym. W lewym ogonie rozktadu wida¢ lekkie opodznienie dystrybuanty
rozktadu empirycznego w stosunku do rozktadu normalnego, co wida¢ na wcze$niejszym histogramie i co

sugeruje lekka lewostronna sko$nosc¢ rozktadu empirycznego.
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FEWV1 m==kimd res=t scv=crkowarsh

Rysunek 13-2-2.3 Box plot dla reszt scyzorykowych z Przyktadu 2 ,,FEV; (nat¢zona jednosekundowa objeto$¢)”

Wykres pudetkowy z wasami (Box plot) odzwierciedla graficznie nastgpujaca sytuacje:
. mediane , M = 0.125 — kwartyl II (kreska wewnatrz pudetka) — oznacza to ze 50% reszt
scyzorykowych ma warto$¢ mniejsza badz réwng warto$ci mediany a 50% scyzorykowych ma warto$¢

wigksza badz rowng wartos$ci mediany

. kwartyl 1 , Q;= - 0.635 (d6t pudetka) — oznacza ze 25% reszt scyzorykowych znajduje si¢ ponizej
wartosci kwartyla [

. kwartyl Il , Q3 = 0.778 (gora pudetka) - oznacza ze 75% reszt scyzorykowych znajduje si¢ powyzej
wartosci kwartyla III

. srednig arytmetyczng F(—i) = -0.024 (stabo widoczna, oznaczona na wykresie symbolem +)

. warto$¢ min i max (warto$¢ min reszt scyzorykowych wynosi -2.734 a warto$¢ max rowna jest 1.385)

Na podstawie powyzszego wykresu trudno jakas obserwacj¢ uznac¢ za zdecydowanego outsidera.
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Rysunek 13-2-2.4 Wykres reszt scyzorykowych v.s. przewidywana wartos¢ FEV, dla Przyktadu 2 ,,FEV1 (nat¢Zzona

jednosekundowa objgtosé)”.

Z powyzszego wykresu wynika, ze tylko 1 wartos$¢ (tj. < 5%) z 19 reszt scyzorykowych przewyzsza 1,96 co

do wartosci bezwzglednej. Schemat zalezno$ci dla reszt jest trudniejszy do sprecyzowania, by¢ moze jest to

schemat z Rysunku ¢ z Rozdziatu 12. Z cata jednak pewnoscia widaé, ze nalezatoby uzyskac¢ wigksza liczbg

replik, i to dopiero pozwolitoby stwierdzi¢ czy nalezy dokona¢ jakiej$ transformacji zmiennej Y, i czy

nalezaloby doda¢ do modelu jakie$ dodatkowe czynniki (w tym i ich oddziatywania).

Na tym konczymy podstawowe rozwazania (poparte przyktadami) dotyczace sposobéw badania na podstawie

pomiarow w probee spetnienia podstawowych zatozen dla liniowych modeli regresji klasycznej.
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B.

Rozdzial 14. Zakonczenie.

Jakikolwiek $lad nielosowosci obserwowanych reszt jest dowodem pewnego odstepstwa od zatozonego

modelu. Podstawowe rodzaje odstepstw od zalozonego modelu mogg by¢ wykryte poprzez:

1)

2)

3)

4)

5)

Obecnos¢ licznych outsiderow. Obecnos¢ pojedynczych outsiderow jest na ogédt tatwo wykrywana we
wszystkich graficznych procedurach, jednakze liczni outsiderzy sa czasami przyczyng trudnosci

polegajacych na niemoznosci wykrycia outsideréw, powodujac odstgpstwa od zatozonego modelu.

Wyrysowanie wykresu zalezno$ci reszt od zmiennych objasniajacych. Niewlasciwa postac¢ zaleznosci
od zmiennych objasniajacych, tzn. zatozenie np. modelu liniowego zamiast nieliniowego, moze by¢

zauwazone po wyrysowaniu wykresu zalezno$ci reszt od zmiennych objasniajacych.

Wyrysowanie reszt w zaleznosci od wartoSci przewidywanych zmiennej objasnianej, lub
wyrysowanie skumulowanego rozktadu dla reszt wobec dystrybuanty teoretycznego rozktadu tych

reszt (np. dystrybuanty rozktadu normalnego).

Wyrysowanie wykresow diagramow punktowych dla przesunictych (o pewien ,,lag”) reszt. Mozna w
ten sposob zauwazy¢ korelacje pomigdzy obserwacjami. Procedura ta jest powszechna w szeregach

czasowych.
Wykreslenie zaleznosci reszt badanego modelu od niewprowadzonej do modelu zmiennej. Pominigcie

jakiej$ zmiennej objasniajacej moze by¢ zauwazone na wykresie zalezno$ci reszt badanego modelu od

niewprowadzonej do modelu zmiennej.
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B. Rozdzial 15. Uzupelnienie. Testy nieparametryczne.

Testy zgodnosci stanowig wraz z testami jednorodnosci [2] oraz z testami losowosci i niezaleznosci

[2], glowne dzialy wnioskowania nieparametrycznego.

Rozdzial 15-1. Test zgodnos$ci Kolmogorowa — Smirnowa. Wprowadzenie.

Bardziej ilosciowe kryteria dla oszacowania waznosci zatozen o typie rozktadu (np. ze rozklad jest
normalny), oparte sg o standardowe testy statystyczne zgodnos$ci rozktadu empirycznego z rozkladem
hipotetycznym np. takie jak test chi-kwadrat Pearsona i test Kolmogorowa(-Smirnowa). W testach zgodnosci
porownuje si¢ funkcje rozktadu prawdopodobienstwa badanej cechy w probie z jej hipotetycznym rozktadem
w populacji. Stawiane hipotezy zerowe moga, w zaleznosci od typu rozktadu i konkretnego zagadnienia,
dotyczy¢ postaci funkcji rozktadu prawdopodobienstwa, funkcji rozktadu gestosci prawdopodobienstwa badz
postaci dystrybuanty.

Test Kotmogorowa (—Smirnowa) jest przeznaczony do testowania hipotez o zgodnosci rozkladu
empirycznego i teoretycznego w przypadku zmiennych losowych typu ciaglego. Hipotezy mozna
sformutowac nastgpujaco.

Hipoteza zerowa ma postac:

Ho 1 F(y) =F(Y) (15-1.1)
1 jest stawiana wzgledem hipotezy alternatywnej:
H, :F(y) = FR(y) . (15-1.2)

W skroécie, zastosowanie testu do weryfikacji hipotezy zerowej (15-1.1) przebiega nastepujaco. Statystyka

testowa dla testu Kotmogorowa — Smirnowa jest okre$lona wzorem (Rozdziat 15.3):

D, =max|F (y;)-F(y)| . (15-1.3)

1<i<n
gdzie F,(y) jest dystrybuantg empiryczng (czgsto$cig skumulowang) rozktadu empirycznego (Rozdziat 15.2),
ktora jest rowna F,(y;) = i/n dla i-tej najmniejszej obserwacji y; w n-elementowej probce, natomiast Fo(y;)
jest dystrybuantg teoretyczng w populacji wyznaczona dla tej samej wartosci Y. W tescie tym dystrybuanta
teoretyczna Fo(y) musi by¢ funkcja ciggla i musi mie¢ w petni okreslone parametry teoretycznego rozktadu
(tzn. nieestymowane z proby). Zatem test Kotmogorowa — Smirnowa nadaje si¢ do testowania zgodnosci
rozktadu empirycznego z np. rozkladem normalnym (standaryzowanym) lub rozktadem t-Studenta z

okreslong liczbg stopni swobody.

Hipoteza dotyczaca postaci dystrybuanty jest odrzucona, jesli statystyka D, testu jest wieksza niz warto$¢

krytyczna uzyskana z tablic [26]. Test D, jest bardziej czuly na btedy w ogonach rozktadu niz test ;(2-

Pearsona [2]. Przyktady zastosowania testu Kolmogorowa — Smirnowa mozna znalez¢ w [2].
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Rozdzial 15-2. Rozklad empiryczny [27].

Rozklad empiryczny to rozktad prawdopodobienstwa okreslony z proby dla oszacowania rozkladu
prawdziwego w populacji. Zatézmy, ze wyniki w probce sa realizacja proby prostej Y,,Y,,..,Y, n-
niezaleznych zmiennych losowych z tym samym rozkladem okreslonym dystrybuanta F oraz niech
Yoy <Yy <Yy sa odpowiednimi statystykami porzadkowymi (powstalymi po uporzadkowaniu probki
Yi: Yo seens Y, W porzadku rosngcym).

Rozktad empiryczny odpowiadajacy Y,,Y,,...,Y, jest zdefiniowany jako rozktad dyskretny, ktory przypisuje
kazdej wartosci Yy, prawdopodobienstwo 1/n. Empiryczna dystrybuanta F, jest funkcja schodkowa z

krokami bedacymi wielokrotnosciag 1/n w punktach Y, Y )., Yy !

O, ySY(l),
1, y>Ypn

Dla ustalonych wartosci VY;,Y,,...,Y, funkcja F, (y) ma wszystkie wilasnosci zwyklej dystrybuanty. Dla
kazdego ustalonego, rzeczywistego Y, funkcja F,(y) jest zmienng losowa jako funkcja Y,,Y,,...,Y, . Zatem,
rozktad empiryczny odpowiadajacy probie Y,,Y,,...,Y, jest zadany przez rodzing zmiennych losowych

F.(y) zalezna od rzeczywistego parametru X, z ktorych kazda okre$lona jest rozktadem Bernoulliego [27]:

P(Fn(y)=5j=(EJ(F(y))k @-Fy)™ . (15-2.5)

n

EEM=FO) . A (FO)=1FO) (-FO) . (15-26)
Dla kazdego ustalonego, rzeczywistego X, kazda ze zmiennych losowych F,(Y) jest zbiezna stochastycznie
do wartosci F(Y), tzn.:

Ve>0, !]iLQP(|Fn(y)—F(y)|<g):1. (15-2.7)
Zatem F,(Yy) jest nieobcigzonym i zgodnym estymatorem dystrybuanty F(Y).

Poniewaz empiryczna dystrybuanta F (y) zbiega sie do F(Y) w sposob jednostajny oraz z

prawdopodobienstwem 1, tzn. zgodnie z twierdzeniem Gliwenki—Cantelli’ego [28], zachodzi:

P(Iim D, :o)=1 , (15-2.8)
gdzie (15-1.3):
D, =sup|F,(y)-F(y)| - (15-2.9)
y
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Wielko$¢ D,, jest miarg odlegtosci F, (y) od F(y). W roku 1933 A.N. Kotmogorow znalazt dystrybuantg

graniczng, ktora dla ciggtej funkcji F(Y) spetnia zwigzek:

M=+ 2 52
PWnD,<A) —» Y (-)"e?™*  gdrie 1>0. (15-2.10)

N—0m__yn
Jesli F(y) nie jest znane, wtedy aby zweryfikowaé hipoteze Hy (15-1.1), ze F(y) jest zadane ciagla
funkcja F,(y), stosuje si¢ test (nazywany testem Kolmogorowa lub Kotmogorowa-Smirnowa),
wykorzystujacy statystyke typu D, . Dziatanie tego testu zostalo w skrocie omowiony powyzej, a ponizej

znajduje si¢ nieco bardziej szczegdétowe omoéwienie jego teoretycznych podstaw.

Rozdzial 15-3. Test zgodnosci Kolmogorowa [29]. Rozwinigcie.

Test Kotmogorowa przyczynit sie do rozwoju statystyki matematycznej, bedac poczatkiem wielu

badan nad nowymi metodami analizy statystycznej lezacej u podstaw nieparametrycznej analizy statystycznej

[30]. Jest to test statystyczny wykorzystywany dla testowania prostej nieparametrycznej hipotezy H,, (15-
1.1), zgodnie z ktorg zmienne losowe niezalezne Y,,Y,,...,Y, posiadajace taki sam rozktad (tworzace wigc

probe prosta) maja dystrybuante F, wobec dwustronnej hipotezy alternatywnej H,(15-1.2), ktéra mozna
zapisaC nastepujaco:

H, :|E(F,(y)—-F(y)|>0, (15-3.11)
gdzie E(F,(y)) jest warto$cia oczekiwang dystrybuanty empirycznej F, (Rozdziat 15-2). Zbior krytyczny
testu Kolmogorowa wyraza si¢ nieréwnoscia:

D, =sup |F,(y)-F(y)|= 4, (15-3.12)

|yl<+o0
i opiera si¢ on o nastepujace twierdzenie udowodnione przez A.N. Kotmogorowa w roku 1933 [31].

Twierdzenie. Jesli hipoteza H,, jest prawdziwa, wtedy rozktad statystyki D, nie zalezy od F . Ponadto, dla

N — oo statystyka Jn D, ma asymptotycznie rozktad:

PGWnD,<A)—>Q(), 1>0, (15-3.13)
gdzie
Q) = > (-)"em . (15-3.14)

W roku 1948, N.V. Smirnow stablicowat dystrybuant¢ Kolmogorowa Q(A1) .
W zgodzie z testem Kolmogorowa na poziomie istotnosci ¢, gdzie O <« <0,5, hipotezg zerowa H,
odrzucamy, gdy D, > A, («), gdzie pierwiastek A,(«) réwnania:

P(D,24,)=« (15-3.15)

jest warto$cig krytyczng testu Kotmogorowa dla zadanego poziomu istotnosci « .
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W celu okreslenia A, (ox) wykorzystuje si¢ przyblizenie prawa granicznego dla statystyki Kotmogorowa D,

1/3

oraz jej granicznej dystrybuanty. Mozna pokaza¢ [32], ze dla N —>o0 oraz 0< 4, <A =0(n""), zachodzi:

1 25 11|10 |2 1 ]
P(ﬁ@n D, +1) zﬂj_(l Q(\/;J(1+O(n)]. (15-3.16)

Zastosowanie przyblizenia (15-3.16) w rownaniu (15-3.15) daje nastepujace przyblizenie wartosci krytyczne;j:
L@~ [— -——, (15-3.17)
gdzie z jest pierwiastkiem rownania:

1—Q(\/§j:a. (15-3.18)

W praktyce, w celu wyznaczenia warto$ci statystyki D, wykorzystuje sie fakt, ze:

D, =max(D,,D,), (15-3.19)
. . m
gdzie: D, =max (— — F(Y(m))J : (15-3.20)
msn \ N
N m-1
D, =max [F(Y(m))——j : (15-3.21)
1<msn n

a Ygy <Y(y... <Y, jest zbiorem statystyk porzadkowych utworzonym z proby Yy, Y,,...,Y, .

Test Kolmogorowa ma interpretacje geometryczng jak na ponizszym rysunku:

Y Y(El 1)"’[3] 0 Y[n-ll Y[n]

Rysunek 15-3.1. Interpretacja testu Kotmogorowa. Wykres zbioru funkcji F,(Y), F,(Y) £ A4, (&) na ptaszczyznie w
uktadzie kartezjanskim. Obszar zakreskowany jest obszarem ufnosci dla dystrybuanty F (y) wyznaczonym na poziomie

ufnosci 1—a , co wynika z tego, ze o ile hipoteza H o+ (15-1.1), jest prawdziwa, to wedlug twierdzenia Kotmogorowa
mamy:
P(F(Y)-A(a@)<F(y)<F(y)+A(a))~1l-a , dla i=12,..,n. (15-3.22)

Jesli wykres F(y) nie opuszcza obszaru zakreskowanego, wtedy wedtug testu Kotmogorowa nie ma podstaw do

odrzucenia H, na poziomie istotnosci o . W przeciwnym przypadku H, jest odrzucona na rzecz hipotezy
alternatywnej.
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Uwaga. Tak test oparty o statystyke D, =sup, ||:n (y)—F( y)| jak i o statystyke 6n =sup, (F,(y)-F(y))
bywa nazywany testem Kotmogorowa—Smirnowa [33].

Roéwniez pokrewny test dla problemu dwoch prob, oparty o statystyki D, | :Squ|Fm(y)—Gn(y)| oraz

~

D,.. =supy (F,(y)—G,(y)). gdzie G,(y) jest empiryczng dystrybuantg dla m- wymiarowej proby dla

populacji z dystrybuanta G, jest nazywany testem Kotmogorowa—Smirnowa [33]. Ten ostatni jest
przyktadem nieparametrycznego testu jednorodnosci stosowanego do weryfikacji hipotezy zerowej o

zgodno$ci ze soba dwoch rozktadéw empirycznych, gdzie Hy:F(y)=G(y), a hipoteza alternatywna

Hy F(y) = G(y) .

Uwaga. Podstawowa baza programowa SAS’a dostarcza kilku testow normalno$ci w ramach procedury
UNIVARIATE. W zalezno$ci od wymiaru proby, PROC UNIVARIATE wykonuje np. testy Kotmogorowa-
Smirnowa, Shapiro-Wilk’a, Anderson’a-Darling’a oraz Cramér-von Mises’a.

W celu dokonania weryfikacji hipotezy mowiacej o tym, ze dwie (lub wiecej) grupy obserwacji sa
generowane z identycznych rozkltadéw, mozna wykorzysta¢ w SAS’ie procedure NPARIWAY, ktora
umozliwia wyznaczenie statystyk dla funkcji rozktadu empirycznego (EDF). Procedura ta wylicza statystyke
testowa Kotmogorowa-Smirnowa oraz Cramér-von Mises’a. W przypadku, gdy dane sg sklasyfikowane w
dwach probach, dostgpny jest rowniez test Kuiper’a. Dokladne warto$ci empirycznego poziomu istotnosci p
sa dostgpne dla testu Kotlmogorowa-Smirnowa dla dwdch prob. Aby uzyskaé dostegp do wspomnianych

testow, nalezy zastosowac opcje EDF w poleceniach procedury PROC NPARIWAY [34].
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C.  Rozdzial 16. Analiza wariancji.

Analiza wariancji (ANOVA - analysis of variance) jest metodg statystyczng wykorzystywang do
porownywania wartos$ci Srednich zmiennej objasnianej (odpowiedzi) w kilku populacjach. Jest to technika
badania wynikow (obserwacji), ktore zaleza od jednego lub kilku czynnikow dziatajacych rownoczesnie.
Czynnikiem w ANOVA nazywamy podstawowa zmienng objasniajaca, ktéra przyjmuje rézne poziomy
odpowiadajace poszczegdlnym kategoriom (wariantom) czynnika. ANOVA pozwala sprawdzi¢, czy
analizowane czynniki wywieraja wplyw na obserwowang zmienng objasniang.

Zmienna objasniana musi by¢ zmienng mierzalng a czynniki mogg mie¢ charakter zarowno jako$ciowy jak i
ilosciowy. Czynnikiem jako$ciowym moze by¢ na przyktad stosowany lek, metoda leczenia, ple¢, liczebnos¢
cztonkow rodziny. Kazdy czynnik ma kilka pozioméw lub wariantow, ktorymi, dla wspomnianych
czynnikdéw, moga by¢: r6zne dawki leku, okreslone metody leczenia, pte¢ meska i zenska, liczba cztonkow
rodziny.

Jesli dany czynnik wpltywa na zmienng objasniang, to $Srednie wartosci tej zmiennej powinny rdznié sie
istotnie w zaleznosci od tego, jaki jest wariant czynnika. Istota ANOVA jest pomiar wptywu jako$ciowej
zmiennej objasniajacej (zmiennych objasniajacych) na skale zmienno$ci zmiennej objasnianej Y. Analiza
wariancji jest zatem metoda rownoczesnego badania istotnosci réznic migdzy wieloma $rednimi z prob
pochodzacych z wielu populacji, ktore tacznie tworza (jednorodng badz niejednorodna) populacje generalng.
Pomiar wptywu zmiennej objasniajacej obejmuje wyznaczenie miar statystycznych opisujacych rozklady
warunkowe zmiennej objasnianej oraz weryfikacje hipotez statystycznych.

Wptyw wyrdznionych czynnikow na zmienng objasniang moze by¢ rozpatrywany oddzielnie dla
pojedynczego czynnika i wtedy mamy do czynienia z modelem jednoczynnikowym, dla ktorego
przeprowadza si¢ tzw. jednokierunkowa analize wariancji (One-way ANOVA). Mozna tez bada¢ dwa lub
wiecej czynnikow razem, oceniajac, oprocz ich indywidualnego wptywu, ich taczny wplyw na zmienng
objasniang. Mamy wowczas do czynienia z dwuczynnikowym lub wieloczynnikowym modelem i tzw.

dwukierunkowa (Two-way ANOVA) lub wielokierunkowg analizg wariancji.
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Rozdzial 16-1. Jednoczynnikowa analiza wariancji (ANOVA- tablica analizy wariancji).

Gléwnym problemem jednoczynnikowej analizy wariancji jest ,,zbadanie”, czy wartosci oczekiwane zmiennej
objasnianej (odpowiedzi) w populacjach sg sobie réwne. Aby przeprowadzenie tej analizy byto mozliwe,

trzeba aby byty spetnione cztery podstawowe zatozenia:

. Prébka musi by¢ wyselekcjonowana w sposob losowy z kazdej z k populacji lub grupy.

. Warto$¢ zmiennej objasnianej musi by¢ okre$lona dla kazdej jednostki w pobranej prébce.
. Zmienna objasniana ma rozktad normalny w kazdej populacji.

. Wariancja zmiennej objasniane;j jest taka sama w kazdej populacji.

Ogolna konfiguracja danych w jednoczynnikowej ANOVA jest przedstawiona w ponizszej Tabeli.

Tabela 16-1.1. Ogodlny uktad danych wystepujacych w jednoczynnikowej ANOVA [1].

Numer populacji | Wielkoé¢ (pod)préby | Obserwacje Suma | Srednia z proby
1 n Yo Yz Yo | Yo Yie =Yy, /My
2 n, Yo, Yo Yan, | Yoo Yo =Y, /Ny
3 n, Y31’Y321---’Y3n3 Y3 Yz =Yz, /N3
K n YiarYizr Vi, | Yo Yo =Yy /1y
Razem Wielko$¢ proby

N _

n, :zni Y.. Y =Y“/n,
i=1

Podstawowe rownanie jednoczynnikowej ANOVA opisujace rozktad catkowitej (T) zmiennosci
zmiennej objasnianej Y na zmiennos¢ wyjasniong zmiang wariantu czynnika G 0raz zmiennos¢ spowodowang
rozproszeniem wewnqtrz ustalonych wariantow (grup) tego czynnika (tzw. bledem E) ma postac:

TSS = SSG + SSE, (16-1.1)
gdzie:
a) SSG (G oznacza ,,grupg”) jest sumg kwadratow odchylen $rednich grupowych od $redniej ogoélnej i

reprezentuje zmienno$¢ migedzygrupowg. Ma ona postac:

SSG= ini (Yie —=Y)?, (16-1.2)
i=1

gdzie obserwacje w probie oznaczamy jako Y, przy czym i = 1,....k jest numerem populacji wskazanym
przez i-ty poziom czynnika G, z ktorej pochodzi proba i-ta, a j = 1,...,Nn; jest numerem obserwacji w i — tej

probie (grupie).
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Wystepujgca w (16-1.2) srednia dla i — tej proby (grupy) jest rowna:

Vi = 12\@ (16-1.3)
n; =1

natomiast $rednia arytmetyczna z wszystkich obserwacji w (catkowitej) probie jest rowna:

_ k n
v=1ysv, (16-1.4)
N =
k
gdzie: n, = Zni (16-1.5)

jest catkowita liczebnos$cig proby.
b) SSE (E od ,error” - btad) jest sumg kwadratow odchylen wartosci cechy od $redniej grupowej i
reprezentuje zmienno$¢ wewnatrzgrupowa wynikajaca z btedu losowego:
k n _
SSE=3 (Y —Yie)®. (16-1.6)
i=1j=1
c) TSS (T od ,.total”) jest catkowitg sumg kwadratoéw odchylen od $redniej ogdlnej we wszystkich grupach (dla
wszystkich obserwaciji):
k n o k n = k _ =2
TSS=3 XY =Y) =2 2V —Yie)  +2.n;(Yie —=Y)* =SSG+SSE. (16-1.7)
i=1j=1 i=1j=1 i=1
Powyzsze zrddta zmiennosci zmiennej objasnianej Y i zwigzane z nimi sumy kwadratow (SS) odchylek,

przedstawia ponizsza tabela.

Tabela 16-1.2. Schemat jednoczynnikowej analizy wariancji [1].

Zréodia Liczba stopni Sumy kwadratow | Srednie kwadraty
Zmiennosci Y swobody (df) Odchylen (SS) Odchylen
Czynnik G z poziomami

dajacymi ve =k -1 SSG MSG
zréznicowanie

miedzygrupowe Y

Btad losowy E

powodujacy ve =n, —k SSE MSE
zréznicowanie

wewnatrzgrupowe Y

Ogotem v=n, 1= Ve +Ve TSS

Centralng hipotezg jednoczynnikowej ANOVA jest hipoteza o réwnosci wartosci oczekiwanych w

populacjach wyznaczonych przez poziom czynnika G:
Ho:q =1 =...= 1y (16-1.8)
wobec hipotezy alternatywnej:

Hy :istnieje parai = j, takaze g4 # 1. (16-1.9)
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Weryfikacj¢ hipotezy zerowej H, przeprowadza si¢ stosujac statystyke testowa bedaca ilorazem srednich

kwadratow odchylen miedzygrupowych MSG i wewnatrzgrupowych MSE:
e MSG  SSG/(k-1)

= = , (16-1.10)
MSE SSE/(n, —k)
gdzie $rednie sumy kwadratow odchylek maja postac:
S /1) Y2 /n
k _ _ y e ] o0 °
MSG = SSG = iZni(Yi. ~Y)? =i (16-1.11)
k-1 k-1i3 k-1
k n ) k )
SSE NP D IR NEL)
MSE = = L =Yi)? = 16-1.12
n, —k n,—kiz_lljz_l“o(IJ ) n, —k ( )

przy czym Y,, jest suma wartosci w probie pobranej z populacji i-tej, a Y,, jest faczna suma wartosci
zaobserwowanych dla wszystkich k populacji.
Statystyka testowa (test) F przy prawdziwosci H, ma rozktad F-Snedecora z v, =k —1 stopniami

swobody licznika i v =n, -k stopniami swobody mianownika. Ponadto, jesli hipoteza zerowa jest
prawdziwa, to zarowno MSG jak i MSE, sg nieobcigzonymi estymatorami wariancji sktadnika losowego O'é
w populacji i stad przy prawdziwosci H, statystyka ta powinna przyjmowac¢ mate wartosci, bliskie jednosci.

Istotna statystycznie warto$¢ statystyki F skutkuje przyjeciem hipotezy alternatywne;.
Poniewaz statystyka F (16-1.10) jest stosunkiem dwoch estymatorow wariancji, przy czym licznik
opisuje zmienno$¢ migdzygrupowa, a mianownik zmienno$¢ wewnatrzgrupowa, zatem widac, ze posta¢ F

(16-1.10) w jednoczynnikowej analizie wariancji jest uogélnieniem testu t:

. (Y1 =Y 20)/8\/1/n1 +1/n, , (16-1.13)

p

ktory dotyczy weryfikacji hipotezy o rownosci wartosci oczekiwanych 14 = 1, w dwoch populacjach, na
przypadek wielu populacji. Dlatego tez statystyka Sp w mianowniku jest pierwiastkiem $redniej wariancji

wewnatrzgrupowej:

1 2N — n —1)S2 +(n, —1)S2
MSEESS:—ZZ(YU —Yi.)2=( L —1S; +(np —1)S;

, (16-1.14)
n+N,-2i3ja n,+n, -2

gdzie S?2, S2 to wariancje z proby kolejno dla grupy 1 i 2.
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Rozdzial 16-1-1. Test jednorodnosci warianciji.

Jest to test, ktory koniecznie trzeba przeprowadzi¢ zanim przystapi si¢ do testowania hipotezy o rownosci
srednich w populacjach. W przypadku odrzucenia hipotezy o jednorodno$ci wariancji w populacjach nie ma
sensu przechodzi¢ do testu o rownosci Srednich, bowiem (i) statystyka MSE wystepujaca w mianowniku
statystyki F nie jest wtedy nieobcigzonym estymatorem wariancji sktadnika losowego O'é (wigcej na ten
temat jest dalej) oraz (ii) populacja generalna i tak nie jest jednorodna ze wzgledu na zmiang poziomu
czynnika G. Do sprawdzenia zatoZenia o jednorodnos$ci wariancji w grupach shuzg takie testy jak np. test
Bartlett’a, test Brown’a-Forsythe’a oraz test Levene’go. Krotkie omowienie testu Bartlett'a jest podane

ponizej [9].
Rozdzial 16-1-1-1. Test Bartlett a.

Przedmiotem weryfikacji jest hipoteza zerowa o rownoS$ci wariancji:
HY: o/=0.=..=0, (16-1.15)
wobec hipotezy alternatywnej:

H, :istnieje parai = j, takaze Giz # af. (16-1.16)

W tescie Bartlett’a wykorzystuje sie¢ statystyke:

A= M , (16-1.17)

1 (& 1 1
1+ 3(k -1) (Zl (n-1) n, —kj

gdzie:
K A
M =(n, —K)InMSE - > (n, —1)InS? (16-1.18)
i=1
1k 22
oraz: MSE =——3.(n 157, (16-1.19)
o —Rij=1

k ~
przy czym n, = Zni jest catkowitg liczebnos$cig proby, a Siz jest wariancja zmiennej objasnianej wewnatrz
i-1

i-tej proby:
BEE SRR (16-1.20)

S2 =
! nl _1 j:1

Jesli hipoteza zerowa H: o7

=0?=..=0. jest prawdziwa i spetnione jest zalozenie o normalnosci
rozkladow to statystyka A, (16-1.17), ma asymptotycznie rozktad > z (k-1) stopniami swobody, a zbior

krytyczny okreslony jest relacja: P(4 > ;502(,]/) =a.
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Tabela 16-1.3. Zebranie weryfikowanych hipotez oraz testow im odpowiadajgcych [1].

Hipoteza Testy Liczba stopni
swobody
Hipotgzg 0 réwnpéci Ho:pq =1t =.= Test w ANOVA: ve =k-1
warto$ci oczekiwanych H. - istniei . MSG —n —k
WpOpulaCjaCh 1.|S nleje paral?fj,/,ll ;t/,lj Zﬁ Ve =N, —
Hipoteza o H .02 =-g2— —g2 Testy:
jednorodnosci 0" L =T o, ko Barlett’a,
wariancji H, :istnieje o # Oj, dlai= j Brown’a-Forsythe’a,
Levene’go
Rozdzial 16-1-2. Testy szczegotowe. Pojecie kontrastu. Metoda Scheffe’ego.
Jesli okaze sig, ze hipotezg¢ zerowa Hg: 4 = 1p =...= 1y wyrazajaca rownos¢ wszystkich wartosci

oczekiwanych w populacjach musimy odrzuci¢, wtedy w poszukiwaniu przyczyny jej odrzucenia,
sprawdzamy hipotezy szczegdétowe dotyczace poszczegodlnych $rednich w populacjach, np. o nastgpujacej

postaci:

H0(172) = My, H0(273) C My = s, H0(374) CHy = My,

() _ (/13 +,U4) H Myt g+, . (16-1.21)

H . . , B :‘u =
0(12-34) 2 2 0(1-234) " /1 3

Widzimy wiec, ze w celu wykrycia przyczyny odrzucenia centralnej hipotezy (16-1.8) w ANOVA, musimy

wykona¢ jednoczesnie wiecej testow czesciowych.
a) Ogodlny poziom istotnosci i metoda LSD (least-significant-difference) dla wielokrotnego testu par.

Metoda LSD (najmniejszej istotnej roznicy) dotyczy testu wielokrotnego. Przy testowaniu wszystkich

powyzszych hipotez odnoszacych sie do par $rednich, przy ogolnej liczbie k $rednich y;, nalezatoby wykonac
k
9=C, = (ZJ =k(k—-1)/2 porownan typu g =pj. Oznacza to, ze aby wszystkie testy te byly

przeprowadzone na wspolnym (ogdlnym) poziomie istotnosci @, to pojedynczy test dla pary H, @z = 1 i
powinien by¢, zgodnie z nierdwnoscig Bonferroni’ego (9.2), wykonany na poziomie istotnosci nie mniejszym
niz /g (ale ciagle tak, aby ogélny poziom istotnosci byt réwny «). Wada metody LSD jest to, ze testy
szczegotowe sg wykonywane na zanizonym poziomie istotnosci rownym a/g (rownanie (9.7) w Rozdziale 9),

co oznacza, ze jest on dla pojedynczego testu tak maly, ze zadna z pojedynczych hipotez nie bedzie na ogot
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odrzucona (zatem moc pojedynczego testu dla jednej pary jest mata). W zwigzku z tym zostalo opracowanych
kilka lepszych procedur, miedzy innymi omoéwiona ponizej metoda Scheffé’go [1].

b) Metoda Scheffe’ego testowania rownosci par oraz uktadow wartosci oczekiwanych.

Szczegb6lnym przyktadem zastosowania metody Bonferroni’ego w analizie wariancji jest np. metoda
Scheffe’ego testowania hipotez odpowiednich dla kontrastoéw [1] (lub wyznaczania przedziatdw ufnosci dla

kontrastow). Metoda Scheffe’ego jest zalecana szczegolnie w przypadku, gdy zaistnieje jeden z nastgpujacych

przypadkow:
1. Liczebnosci prob pobieranych z réznych populacji nie sa jednakowe.
2. Zachodza réwniez pordéwnania inne niz proste poréwnania pomi¢dzy parami wartosci oczekiwanych.

Wspomniane ogolniejsze typy poréwnan nazywamy kontrastami.

Z pomoca metody Scheffe’ego okreslamy istnienie jakiejkolwiek istotnej roznicy pomigdzy uktadami wartosci

oczekiwanych na ogélnym poziomie istotnosci a.
Pojecie kontrastu.

Kontrast jest funkcjq liniowg wartosci oczekiwanych z k - populacji, ktérg mozna zapisa¢ w postaci:

K
L=> cu, (16-1.22)
i=1

k
przy czym ZCi =0. (16-1.23)

i=L
Hipotezy zerowe dla kontrastow majg postac:
H,: L:Zk:ciyi =0, (16-1.24)
i=L
1 s3 stawiane wobec hipotez alternatywnych:
H,: Zk:ciyi # 0. (16-1.25)
i=L

Odpowiedni nieobcigzony estymator kontrastu L ma postac:
K
L ZZCiYio . (16'126)
Na przyktad gdy w ogdlnym tescie porownujemy k = 4 wartosci oczekiwane to przyktadem kontrastu
jest nastepujaca wielko$¢:

_ Mty Ty
3-24 2 2

: (16-1.27)
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Réwnowazne sg nastepujace hipotezy zerowe:

Hy:Ls,,=0 < Hy:i(y+m)2=(u,+up,)!2. (16-1.28)
Powyzszy kontrast mozemy zapisa¢ rGwniez w postaci:

_ Mty Mt Hy 1 1 1 1

L =— U —— M =y —— U, 16-1.29
1 5 5 2/”1 2/“2 2:”3 2/'14 ( )
skad zgodnie z (16-1.22) widac, ze:
1
C]_:_C2:C3:_C4:E, C1+Cz+C3+C4:0

Metoda Scheffe’ego pozwala wyznaczy¢ przedzialy ufnosci do szacowania wszystkich mozliwych
kontrastow. W metodzie tej prawdopodobienstwo, ze przedziaty ufnosci zawieraja jednoczesnie prawdziwe
wartosci wszystkich rozwazanych kontrastow wynosi 1 - o (i jest to ogolny poziom ufnosci). Jednoczesnie
0golny poziom istotnosci « jest prawdopodobienstwem blednego odrzucenia przynajmniej jednej z

szczegotowych hipotez zerowych dla kontrastow.

Rozpatrzmy hipoteze typowa dla jednoczynnikowej ANOVA:
Hotty ==y == . (16-1.30)
Hipoteza ta jest rtownowazna postawieniu jednoczesnie catej grupy hipotez zerowych dotyczacych wszystkich

mozliwych g kontrastow:

Ho:ly=..=L; =..=L

J =0 . (16-1.31)

Jesli A jest zdarzeniem, ze wyznaczony przedziat ufnosci dla j-tego kontrastu L, pokrywa prawdziwa

wartos$¢ tego parametru, wtedy lewa strona nierownosci Bonferroni’ego (9.1):

P(ﬁ Ajjﬂ_Z?_lP(Kj)’ (9.1)
j=t

jest prawdopodobienstwem, ze wszystkie g - wyznaczonych przedziatéw ufnosci (j = 1,2,..,9) pokrywa

jednoczesnie prawdziwe wartosci odpowiadajacych im L. Prawa strona nierdéwnosci jest wtedy réwna

1—2?:1 P(Kj), gdzie kazde ze zdarzen A,

j oznacza, ze konkretny, szczegblowy przedziat ufnosci

wyznaczony dla parametru L; nie pokryt prawdziwej wartosci tego parametru. Tak wigc, jesli szukany ogoélny
(wspolny) wielowymiarowy obszar ufnosci dla wszystkich parametrow Lj, ma by¢ wyznaczony na ogélnym

poziomie ufnosci (1 - o), wtedy pojedyncza, j-ta hipoteza zerowa H, : L; =0, jest (zaktadajac rowny podziat

poziomu istotno$ci pomigdzy testowane hipotezy) testowana na poziomie istotnosci o wigkszym lub

roéwnym o/g, zgodnie z postacig (9.7) nierdbwnosci Bonferroni’ego z Rozdziatu 9:
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L<PA)=a, j=12..9, 9.7)
g

a indywidualny j-ty przedziat ufnosci jest wyznaczony na poziomie ufno$ci mniejszym lub rownym niz (1 —
a/g) [1]. Oznacza to, ze szczegdtowe przedziaty ufnosci ulegaja zwezeniu (a prawdziwe, szczegbtowe zbiory
krytyczne ulegajg poszerzeniu w poroOwnaniu z tymi, ktore bylyby wyznaczone dla btednie przyjetego
szczegotowego poziomu istotnosci a/g).

Przedzial ufnosci wyznaczony metoda Scheffe’ego dla kazdego kontrastu L jest nastgpujacy

(porownaj (16-1.13)- (16-1.14)):

2
Zk:ci\? 1 +S_[MSE (zk:z—‘) , (16-1.32)

ko
gdzie L = Z:CiYi jest estymatorem nieobcigzonym estymowanej wartosci parametru L oraz:

$?= (k-1) Feinkia (16-1.33)

k
i=1

gdzie n, :Zni :

Uwaga. W powyzszej zaleznosci nie nalezy myli¢ statystyki S z odchyleniem standardowym.

k
Pojedyncza hipoteze zerowg H,:L = ZCi 4 =0, (16-1.24), odrzucamy jesli przedziat ufnosci (16-

i-1
1.32) nie zawiera warto$ci 0. Takie sformulowanie testu statystycznego wynika z dopetniania si¢ zbioru
krytycznego w stosunku do obszaru ufnosci, co oznacza, ze jesli wartos¢ statystyki testowej nie wpada w

zbidr krytyczny to musi ona wpas¢ do obszaru ufnosci (i na odwroét).

Przyklad. Gdy dokonujemy poréwnania jedynie poszczegoélnych par wartosci oczekiwanych, wtedy hipoteza
Zerowa jest:

Ho:L=g —p;=0, (c;=Lc;=-1). (16-1.34)

Przedziat ufnosci (16-1.32) przyjmuje dla ogdlnego poziomu ufnosci rownego (1-a), postac:

(i —¥j)=s [MSECE + 1, (16-1.35)

a zbior krytyczny dla szczegdtowej hipotezy (16-1.34) lezy na zewnatrz przedziatu (16-1.35).
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Rozdzial 16-2. Model regresji dla jednoczynnikowej ANOVA.

Wigkszo$¢ procedur dla ANOVA moze by¢ wyrazonych w jezyku analizy regresji. Np. testy F w
ANOVA moga by¢ tak sformutowane aby dotyczyly parametréw stojacych przy tzw. zmiennych

wskazujacych (definicja ponizej) w odpowiednim modelu regresji.
Definicja zmiennej ukrytej (wskazujacej, kierunkowej).

Zmienng wskazujgca moze by¢ kazda zmienna w rownaniu regresji, ktora moze przyjmowac skonczong liczbe
wartosci. Nazwa ,,zmienna wskazujgca” bierze si¢ stad, ze wartosci tej zmiennej nie pojawiaja si¢ na skutek
pomiaru, ale odpowiadaja réoznym kategoriom (np. ré6znym badanym populacjom), ktorymi jesteSmy
zainteresowani w przeprowadzanym badaniu. Np. pewna zmienna wskazujaca przyjmuje wartos¢ 1 jesli
przedmiot badania jest ptci zenskiej (populacja kobiet) Iub przyjmuje warto$¢ 1, gdy przedmiot badania jest

ptci meskiej (populacja mgzezyzn). Inny przyktad zmiennej wskazujacej zostanie podany ponizej.
Rozwazmy nastepujacy model regresji:
k-1
Y =p+ ) o X, +E, (16-2.36)
i=1

w ktorym zmienne X, sa tzw. zmiennymi ukrytymi (wskazujqcymi, kierunkowymi), okre§lonymi nastgpujaco:

-1 dla populacji k—tej i=12,...k-1. (16-2.37)

1 dla populacji i—tej
X =
| 0 w pozostalych przypadkat

Parametry powyzszego modelu regresji sg tak zdefiniowane, aby warunkowe warto$ci oczekiwane

B XX XXy = EVIXE X gy X Xy ) zmiennej Y wyznaczone w tym modelu mialy nastepujaca postac:
Hyio00,.x-1..0 = HT & =L, dla i=12,..,k
(16-2.38)
lLlYl—l—l 1 _l:ﬂ—(al+0£2+...+ak_l)=/,lk, dla |:k

...........

Zatem, odpowiednie warunkowe warto$ci oczekiwane w modelu regresji sa rowne warto§ciom oczekiwanym
w populacjach kolejno od 1-szej do k-tej.

Wiadomo, ze $rednia warunkowa empiryczna Y ie.jest oszacowaniem 4; natomiast $rednia warunkowa

teoretyczna w modelu regresji \fi, jest oszacowaniem odpowiedniej warunkowej warto$ci oczekiwanej

Poniewaz rowniez dla proby, w modelu regresji ze zmiennymi ukrytymi skonstruowanego dla ANOVA:

Y =4+ Y a X +E (16-2.39)

172



srednie warunkowe teoretyczne Y;, modelu regresji sa (z zalozenia) rowne S$rednim warunkowym

empirycznym Y., zatem suma kwadratow odchylek zwigzana ze zmiennos$cia zmiennej objasnianej, ktora
jest wyjasniona modelem regresji (Reg) ze zmiennymi ukrytymi, jest rowna:

MSReg (dla modelu ze zmiennymi ukrytymi) = MSG(w ANOVA) , (16-2.40a)

natomiast suma kwadratow odchytek dla zmiennosci zmiennej objasnianej niewyjasnionej regresja i zwigzana
z losowym bledem, jest rowna:

MSE (dla modelu ze zmiennymi ukrytymi = MSE(w ANOVA) . (16-2.40b)

Parametry modelu (16-1.37) mozna wyrazi¢ w jezyku warto$ci oczekiwanych 4, i, ..., 1, dla

rozwazanej liczby k populacji w nastepujacy sposob (pokazac):

def
_H +/¢z:---+/¢k . (16-2.41a)
ay = -
a =y —
(16-2.41b)
a; =M = 78
Uy =y — M
skad: ay=—log+ay+.tay )= — (16-2.41c)
Z (16-2.41) nietrudno zauwazy¢, ze hipotezg zerowa w ANOVA Hy : 4y = 11, =...= g mozna (gdy
wyrazi¢ y; przez «;) zapisa¢ nastgpujaco:
Ho:oqg =y =...=a, 4 =0, (16-2.42)

czyli jako hipoteze zerowa dla modelu regresji (16-1.37)-(16-1.38) z k parametrami, tzn. k-1 wspotczynnikami
kierunkowymi ¢; oraz jednym parametrem przesunigcia u (oczywiscie przy Ho zachodzi rowniez a=0).

Ze wzgledu na (16-1.40)-(16-1.41), wida¢, ze statystyka testowa F dla hipotezy Hy:ay =y =...= ¢y 1 =0
modelu regresji (16-1.37) jest taka sama jak statystyka F =MSG/MSE, (16-1.10), w ANOVA dla

Ho:py = =...= gy, tZn.:

MSReg F MSG
MSE MSE

F (modelu regresji (16-1.37)) = (16-2.43)

To z kolei, ze wzgledu na k-1 wspotczynnikow kierunkowych a; , pozwala zrozumie¢ dlaczego wystepujaca w

liczniku F statystyka SSG ma k-1 stopni swobody.
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Zwro¢my uwage, ze /,_l* jest Srednig niewazong i jak to wynika z powyzszego okreSlenia $redniej ﬁ*
(wynikajacego z przyjecia zmiennych ukrytych jak w (16-2.38)), jest ona rowna ogo6lnej wartoSci oczekiwane;j
w populacji u,= E(Y) tylko wtedy, gdy populacje sa rownoliczne. Zatem, gdy populacje nie sq rownoliczne,
a kodowanie (16-2.38) miatoby by¢ utrzymane, wtedy estymatorem 7 jest $rednia niewazona:

e Y. +Y, +..4Y,
vro et 2-; e (16-2.44)

Podobna argumentacja, ktora dla modelu regresji (16-2.36) doprowadzita do zwigzku =", (16-2.41a), dla
parametru przesuniccia t/, doprowadzitaby dla modelu regresji w probie (16-2.39) do nastgpujgcej postaci
estymatora przesuniecia:

Y 4V +o4Y, e
k

fi= =Y. (16-2.45)

Zatem, /[ jest rowne $redniej ogdlnej Y i w probie tylko dla rownolicznych wariantéw czynnika G.
Mozna sprawdzi¢, ze zmieniajac kodowanie zmiennych ukrytych z (16-2.37) na nastepujace:
n, dla populacji i—tej |, i=12,.., k-1
X;=49-n, dla populacji k-—tej . (16-2.46)
0 w pozostalych przypadkach

spowodowaloby, ze $rednie X i bylyby rowne zero:

- 1 1
X; :_Znsxis :n_(ni xn, —n,xn;)=0,
o 5=1 .

gdzie X, jest warto$cia zmiennej X,w probie dla s-tego poziomu czynnika. W takiej sytuacji

otrzymaliby$my, ze =, . Istotnie:

k n, 1& k-1 ik k1 1k
/UoEE(Y)ZZE(Ys)n_Zn_Z 2 aiXis Ng === Ng + Y atj — 2 N Xjg =

s=1 o Nesa i=1 Ny s=1 i=L Mo s=1
(16-2.47)
k-1 _
=p+2ai Xi=u
i=1
oraz podobnie (pokazac):
a=y,,. (16-2.48)
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Rozdzial 16-3. Przyklad ,,hipermarket ABC” dla jednoczynnikowej ANOVA.

Wielki hipermarket ABC przeprowadzil przeglad $rednich tygodniowych wydatkéw klientow posrod
542 losowo wybranych mieszkancow wielkiej metropolii. Klienci byli przyporzadkowani do nastepujacych
grup: lojalni wobec supermarketu (L), nowi dla tego marketu (N), odstepujacy od niego (D), lojalni wobec
konkurencyjnych supermarketéw (NL) oraz tych, ktorzy nie nalezeli do zadnej z powyzszych grup (U).

Zweryfikujmy hipotezg o niezaleznosci tygodniowych zarobkow od grupy klienckie;j.

Dane zrodlowe. Ponizej podano dane dla badanego przyktadu. Zostaty one wygenerowane z wykorzystaniem

SAS w nastepujacy sposob.

1) Wybieramy z paska MENU formuty:

Data — Random Variates — Norma (zaczynajac od najmniejszej liczebnos$ci danej populacji wpisujemy
ile warto$ci ma wygenerowa¢ SAS, okreslamy nazweg danej populacji oraz parametry: $rednia (mean),
odchylenie standardowe (SD))

2) Aby wygenerowaé nastepne wartoSci musimy dotozy¢ odpowiednig ilo$¢ potrzebnych komoérek przez
polecenie:

Edit — Mode — Edit, po czym klikajac prawym klawiszem myszki na ostatnig komoérke tabeli, klikamy
Add lub Duplicate, az otrzymamy pozadang ilo§¢ komorek.

3) Jesli mamy juz wlasciwa ilo$¢ komorek, postepujemy ponownie jak w 1) i 2).
4) Po wykonaniu powyzszych czynno$ci otrzymamy tabele danych, ktérg scalamy (ujednolicamy) dzieki
nastgpujacym poleceniom:

Data — Stack Columns — zaznaczamy dane kolumny i wprowadzamy pod Stack — Ok. Zapisujemy
scalone dane w wybranej bibliotece poprzez: File — Save as By Sas Name. Nastepnie musimy scalone dane
otworzy¢ w oknie analizy: File — Open By Sas Name — Save — wybieramy bibliotekg, w ktorej zostaty
zapisane scalone dane — Ok.

Tabela danych Zzrodtowych zostata zamieszczona na koncu Rozdziatu 16-3.

Wstepna analiza zbiorowosci klienckich hipermarketu ABC z wykorzystaniem charakterystyk

opisowych oraz wykreséw.

Aby otrzymac¢ raport z analizy przeprowadzonej w SAS dotyczacy charakterystyk opisowych wykonujemy
nastepujace kroki. Po uruchomieniu SAS, nalezy najpierw utworzy¢ projekt nastgpujaco:
a) Z paska MENU wybieramy Solutions — Analysis — Analyst.
b) Po weczytaniu zbioru danych (File — Open By SAS Name) wykonujemy wstepnie analize w celu
otrzymania charakterystyk opisowych, odwotujac si¢ do polecen:

Statistics — Descriptive —Summary Statistics.
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Otrzymany raport SAS’a dla wstepnej analizy charakterystyk opisowych ma postac:

Przyktad hipermarket ABC 14:40 Sunday, May 16, 2004

The ANOVA Procedure

Level of —-—————————- WYDATKI (_Stack )--—--—-——-——--
_Source_ N Mean Std Dev

D 27 83.4388889 9.5473107

L 84 76.8621429 13.7685118

N 25 62.1548000 10.6164790
NL 173 91.0826012 14.7576854

U 233 82.0094421 13.7085395

Wyniki powyzszego raportu dla przecietnych tygodniowych wydatkéw klientdéw sa zebrane w ponizszej

tabeli. Dane te wykorzystamy w pozniejszej analizie.

Tabela 16-3.1. Dane wykorzystane do obliczen.

Typ klienta | Liczebnos$¢ n Suma Srednia z proby ($) odchylenie
i (grupa) obserwacji V =Y /n standardowg
Yie e ™ 71 (SD) w grupie
1oL n, =84 Y,.=645642 | Yi. =Y, /n,=76,86 13,77
2 n, =25 Y,,=155387 | Y2 =Y, /n,=6216 | 062
3 |Db n, =27 Y3 = 2252,85 Ya =V, /n,=8344 955
4 |NL n, =173 Y,=1575729 | Y4 =Y, /n,=0108 | 476
5 U ng =233 Y5, =1910820 | Y5, =Y, /n.=82,01 13,71
k=5 | Suma n. = ini _cgp | Ye.=45128,63 Y =Y,, /n, = 83,269
i=1

Uwaga. Warto$ci obserwacji (Y;;) umieszczone s3 na koncu Rozdziatu 16-3 w Tabeli 16-3.3.

We wstepnym omowieniu sytuacji w pobranej probcee (sktadajacej sie z pieciu (pod)probek grup klienckich L,
N, D, NL, U) i odbitej w przedstawionym powyzszym raporcie, odwotamy si¢ do wykresow wygenerowanych

w pakiecie Analyst (w$rdd polecen whasciwych dla one-way ANOVA,; polecenia te podamy dalej).
WyKkresy i ich omdwienie.

1) Wykres (1) ,,pudetkowy z wasami” (Box-&-whisker plot), na ktorym pokazano zalezno$¢ s$rednich
tygodniowych ($r.tyg.) wydatkow w hipermarkecie ABC od typu klienta (Source Indicator). Na kazdym z
wykresow pudetkowych przedstawiono wartosci: kwartyl 1 — dot pudetka - (25% $r.tyg. wydatkow znajduje
si¢ ponizej pierwszego kwartyla — tzn. 25% 0s0b ma $r.tyg. wydatki ponizej tej wartosci zmiennej); kwartyl
11 — gora pudetka — (75% $r.tyg. wydatkéw znajduje si¢ ponizej tej wartosci zmiennej); mediana — pozioma
kreska wewnatrz pudetka - (50% $r.tyg. wydatkow ma wartos¢ < medianie lub = miedianie); dodatkowo +
oznacza $rednig arytmetyczng dla danej zbiorowosci typu klienta. Z wykresu mozna takze odczyta¢ wartosci
maksymalne i minimalne wsrod obserwacji (zaznaczone przez konce wasow lub skrajne punkty (kwadraty),
czyli takie, ktére znacznie odstaja od typowego obszaru zmienno$ci $r.tyg. wydatkow w badanej

zbiorowosci).
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Przyklad  hipermarket ABC, one way ANOVA
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2) Wykres (2) przedstawiajacy rozrzut wartosci reszt wokot wartosci sredniej, w kazdej z pieciu (pod)probek

v.s. wartos¢ srednich wydatkéw (na osi odcietych) (Residual plot of predicted Y).

Przyklad_hipermarket ABC, one way ANOVA
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Predicted WYDATKI

Z powyzszych wykresow (1) i (2) mozna wnioskowaé, ze nie ma zasadniczych réznic w rozproszeniu

wydatkéw w ramach kazdej z (pod)probek. Mozna by mie¢ jednak pewne zastrzezenia co do tego
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spostrzezenia, ktore jak si¢ okazuje maja rowniez swoje odzwierciedlenie w niejednoznaczno$ci ponizej
przeprowadzonego testu Bartlett’a. Jednak analiza oparta o testy Levene’go i Brown’a — Forsythe’a
potwierdzi optyczna analizg powyzszego wykresu rozkladu reszt, prowadzac ostatecznie do przyjgcia wniosku

o braku podstaw do odrzucenia hipotezy o jednorodnosci rozktadu reszt.

3) Wykres (3) (Means plot) zalezno$ci $rednich tygodniowych wydatkow od typu klienta (Source Indicator).
Na wykresie zaznaczono empiryczng linie regresji (krzywa tamana laczaca punkty (i,Yi), i = 1,2....,5) oraz

odchylenia standardowe w 5 — ciu pobranych (pod)probkach dla 5 — ciu typow klientow L, N, D, NL, U.

Przyklad  hipermarket ABC, one way ANOVA
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Przygladajac si¢ wykresowi (3), ale i dwom poprzednim, mozna wyciagna¢ wniosek, ze réznice w Srednich
tygodniowych wydatkach dla pieciu (pod)prébek pobranych z pieciu badanych populacji klientow sg istotne
statystycznie. Potwierdzi to ponizej przeprowadzona analiza ANOVA. Taka analiza ,,na oko” pozwala
stwierdzi¢, ze gtownym zrédlem nieréwnoSci wartosci oczekiwanej wydatkow jest populacja klientow
nowych (N) dla hipermarketu ABC oraz (w mniejszym stopniu) populacja klientéw lojalnych wobec

konkurencyjnych supermarketow (NL).
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Metoda statystycznej analizy numerycznej przykladu:

a.

Zaktadamy, ze ANOVA jest tworzona dla poréwnan wartosci oczekiwanych tygodniowych wydatkow dla
réznych typow klientow.
W rozwazanym przykladzie stawiamy hipotezg zerowa o braku istotnego wplywu typu klienta na srednie
tygodniowe wydatki na zakupy w hipermarkecie ABC:

Hotpy =1, =ty = 1y = pis - (16-3.49)
(Indeksy i = 1,2,...,5 odpowiadajg kolejno grupom klienckim L, N, D, NL, U).
Poniewaz ANOVA zaktada konieczno$¢ jednorodnosci (homoskedastycznos$ci) wariancji w populacjach
dla réznych typow klientow, wigc hipoteze ta weryfikujemy odpowiednimi testami statystycznymi.
Precyzujemy model ANOVA. Typ klienta jest czynnikiem ustalonym. (O réznicy pomigdzy czynnikiem
ustalonym i losowym powiemy dalej w Rozdziale 16-4).
Konstruujemy odpowiedni test statystyczny i tworzymy tablice ANOVA dla modelu wyznaczonego w
punkcie c).
Testujemy czy typ klienta ma istotny wplyw na $rednie tygodniowe wydatki.
Poprzez uzycie metody Scheffe’ego okreslamy jakiekolwiek znaczace réznice pomigdzy parami $rednich

na poziomie istotnosci a = 0,05.

Model regresji dla rozwazanego przykladu.

W przyktadzie k = 5 gdyz mamy 5-typow klientoéw. Rownanie modelu regresji (16-2.37) ma postac:

Y=pu+o, X, +o, X, +a, X, +a,X, +E, (16-3.50)

gdzie u,a,,a,,04,a, to wspolczynniki modelu regresji ze zmiennymi kierunkowymi, ktore moga by¢

wyrazone zgodnie z (16-2.41) poprzez warto$ci oczekiwane w grupach:

— =ﬂ1+ﬂ2+/u3+/u4+/'15

H= : ,
o= —u
o, =, — i (16-3.51)
oy =ty — 1t
o=ty —p

przy czym:  ag=—(ag+ay, + oz +ag)=ps — 1 .

Estymatory powyzszych parametrow w popranej probie majg realizacje:

Yoe + Y50 + Vg + Vg + Vs

=7911.
5

Q=
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a, =Y, — 1=76,86-79,11=-2,25
a, =Y, — f1=62,16—79,11 = -16,95
a, =Y, — 1=83,44-79,11 = 4,33
A, =Y, — 1=91,08-79,11=11,97

Liczba stopni swobody modelu regresji ze zmiennymi kierunkowymi wynosi vg =k-1=5-1=4 i jest ona

zwigzana z wyznaczonymi z proby czterema oszacowaniami parametrow o, ,,, ,,a, tego modelu.

Oméwienie kolejnych krokéw analizy przykladu w programie SAS
Aby otrzyma¢ raport z analizy przeprowadzonej w SAS, trzeba zastosowac¢ szereg nastepujacych krokow:

1) Po uruchomieniu SAS, nalezy najpierw utworzy¢ projekt nastepujaco:
Z paska MENU wybieramy Solutions — Analysis — Analyst. Po wczytaniu zbioru danych (File — Open
By SAS Name) (co wykonali$my juz poprzednio, przy okazji otrzymania wcze$niejszego raportu dla
charakterystyk opisowych).

2) Przechodzimy do jednoczynnikowej analizy wariancji ANOVA:
Statistics — Anova — One — Way Anova.
a) “typ klienta” okreslamy jako zmienng objasniajacg (Independent - niezalezng) (u nas: _Source ), za$
obserwowane warto$ci jako zmienng objasniang (Dependent - zalezng) (u nas: WYDATKI).
b) wybieramy testy, ktore SAS wykona w celu weryfikacji odpowiednich hipotezy o rownosci wariancji:
Test — zaznaczamy wybrane testy (Barlett’s, Brown — Forsythe, Levene’s) — Ok.
c) wybor metody Scheffe’a: Means — Comparisons — Comparison Metod — Scheffe’s multiple —
comparison procedure — Significance level (wybieramy poziom istotnosci, np. 0,05) — zaznaczamy
zmienng objasniajaca (Main effects) (u nas: Source ) — Add — Ok.

d) wybieramy odpowiednie wykresy zaznaczajac w Plots: Box-&-whisker plot, Means plot, Residual plot
of predicted .

e) okreslamy nazwe naszego projektu:
Titles — Global — wpisujemy nazwe (np. Przyklad hipermarket ABC, one-way ANOVA)
Titles — One — Way Anova — wpisujemy nazwe (jak w Global) — Ok.

f) po wykonaniu czynnosci (a)-(e) zatwierdzamy — Ok i otrzymujemy raport w SAS z danej analizy.

Poniewaz ANOVA zaktada konieczno$¢ jednorodnos$ci wariancji, zatem wsrod powyzszych krokow (krok 2b)

i w raporcie SAS’a znalazly sig¢ testy dla hipotezy:

HS : of =05 =02 =04 =02, (16-3.52)
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Tylko brak podstaw do odrzucenia tej hipotezy nadaje sens (Rozdziat 16-1-1) wykonaniu testu hipotezy Hy 0
rownosci wartosci oczekiwanych, przeprowadzonego po dokonaniu weryfikacji hipotezy Hg, dla ktorej

odpowiednie raporty SAS’a (z dodanymi komentarzami) majg postac:

Przyktad hipermarket ABC 14:40 Sunday, May 16, 2004
The ANOVA Procedure

Levene's Test for Homogeneity of WYDATKI( Stack ) Variance
ANOVA of Squared Deviations from Group Means

Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value Pr > F
_Source 4 571450 142862 1.56 0.1827
Error 537 49071298 91380.4

Wg testu Levene’go, dla a < p (= 0,1827) nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hg :
0'12 =0, =0, :O'f =05 .

Brown and Forsythe's Test for Homogeneity of WYDATKI( Stack ) Variance
ANOVA of Absolute Deviations from Group Medians

Sum of Mean

Source DF Squares Square F Value Pr > F
_Source 4 513.9 128.5 1.71 0.1470
Error 537 40415.4 75.2614

Wg testu Brown’a — Forsythe’a, dla a < p (= 0,1470), nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hg :
012 =0, =0, :af =0,

Bartlett's Test for Homogeneity of WYDATKI (_Stack ) Variance

Source DF Chi-Square Pr > ChiSqg
_Source 4 A= 9.9486 0.0413

Wida¢, ze wg testu Barlett’a empiryczny poziom istotnosci p = 0,0413, zatem dla « = p(np. dla o = 0,05)
nalezatoby odrzuci¢ hipoteze zerowa Hf: of =05 =0o. =0, =o;, natomiast dla < p(np. dla a =

0,01) nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej Hy . Wartos¢ p = 0,0413 (ktora lezy pomiedzy 0,01 a
0,05) nie pozwalataby wigc w oparciu o test Barlett’a, na podj¢cie jednoznacznej decyzji. Wyniki testow
Levene’go i Brown’a — Forsythe’a sktaniajg nas do podjecia nastgpujacej decyzji statystycznej: obserwujac
otrzymane warto$ci empirycznych pozioméw istotnosci p dla zastosowanych testow hipotezy o jednorodnosci
wariancji wnioskujemy, ze réznica wariancji nie jest istotna statystycznie (z wyjatkiem pewnej statystycznej
istotnosci w teScie Barlett’a). Tak wigc, ze wzgledu na wyniki testow Levene’go i Brown’a — Forsythe’a
decydujemy si¢ na nieodrzucenie hipotezy HJ:o. =0, =02 =0, =0 o jednorodnosci wariancji w

badanych 5 — ciu populacjach typéw klientow. Oznacza to, ze wariancje mozna uznac¢ za rowne, co pozwala
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na przej$cie do procedur ANOVA dotyczacych porownania warto$ci oczekiwanych (dla tygodniowych

wydatkow w omawianym przyktadzie).

Uzupelnienie. Zilustrujmy test Bartlett’a dla jednorodnosci wariancji, obliczajac z wzoru (16-1.17) w

programie Excel statystyke A dla tego testu. Statystyka testowa ma posta¢ [9]:

M
C
k=5
gdzie: M =(n-Kk)INMSE-> (n, -1)InS?,
i=1
1
c=1 T3k= 1)[§(n 1) n,—k]

Statystyka A ma przy prawdziwosci hipotezy o jednorodno$ci wariancji Hg : 0‘12 = 0‘22 = 0‘§ = of = 0‘52 ,
rozktad chi-kwadrat z liczbg stopni swobody réwng k-1=4.
Wyznaczmy licznik i mianownik statystyki A majg przyjmuja w probce kolejno warto$ci:

M =537*In(189,69795—-[83*In(L89,57)+25*In(L12,71)+ 26*In(91.15)+172*In(217,79)+ 232*In(187,92)] =
=537*In(189,6979—[43532+11340+117,33+92597+121476] =

=10,03,
o1+t (i+i+i+i+ij— L 1_11 1 «010230-0,00186 = 1,0084,
3*4|\83 24 26 172 232) 542-5 12
skad:
A= 10,03 =9,9486
1,0084

Warto$¢ krytyczna dla a = 0,05 wynosi g, , =9,4877, za$ dla « = 0,01 wynosi x>, , =13,2767 . Zatem,
warto$¢ statystyki A otrzymana z obserwacji Aqps = Zozt,k—l(obs) =9,9486 wpada na poziomie istotnosci o =

0,05 do przedziatu krytycznego <9,9486; + ), co oznacza, ze wynikiem testu byloby wtedy odrzucenie
hipotezy zerowej o jednorodnosci wariancji. Jesli jednak poziom istotnosci @ = 0,01, wtedy nie mamy
podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o jednorodnosci wariancji. Dlatego podane w raporcie SAS’a wyniki
dwoch innych testow dotyczacych jednorodnosci wariancji sa pomocne w podjeciu decyzji. Wyniki tych
testow (dla Levene’go p = 0,1827 i dla Brown’a — Forsythe’a, p = 0,1470) sa bardziej jednoznaczne i

wskazuja na brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej Hg . Taka tez podjelismy decyzje, ktora oznacza

brak podstaw o odrzuceniu hipotezy o jednorodnos¢ wariancji tygodniowych wydatkéw w pigciu badanych

populacjach. Umozliwia to zastosowanie analizy wariancji dla wartosci oczekiwanych.
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Zatem, ponizej umieszczony jest raport SAS’a dotyczacy weryfikacji  hipotezy  zerowej:
Ho iy = 1, = 13 = 11, = pg 0 braku istotnego wplywu typu klienta na Srednie tygodniowe wydatki na
zakupy w hipermarkecie ABC.

Raport SAS dla omawianego przyktadu (analiza ANOVA; do raportu dodano komentarz):

Przyktad hipermarket ABC 14:40 Sunday, May 16, 2004
The ANOVA Procedure
Class Level Information
Class Levels Values
_Source_ 5 D L N NL U

Number of observations 1165
NOTE: Due to missing values, only 542 observations can be used in this analysis.

Przyktad hipermarket ABC 14:40 Sunday, May 16, 2004

The ANOVA Procedure
Dependent Variable: WYDATKI (_ Stack ) Stacked Values

Ho:ty =1 =13 =g =45 - Weryfikujemy hipoteze zerowa

Sum of
Source DF (st.swobody) Squares Mean Square F Value Pr > F
Model (k-=1)= 4 25525.7236 6381.4309 (MSG) 33.64 <.0001
Error (n«—-k)= 537 101867.5665 189.6975 (MSE)

Corrected Total (m«=1)= 541 127393.2901
R-Square Coeff Var Root MSE WYDATKTI (_Stack ) Mean
0.200369 16.54162 13.77307 83.26315
(sita zwiazku liniowego - staby)
Source DF Anova SS Mean Square F Value Pr > F

_Source_ 4 25525.72364 6381.43091 33.64 <.0001

Z raportu wida¢, ze na kazdym poziomie istotnosci a = p (< 0,0001), wartos¢ F w probie wpada do
przedziatu krytycznego, co pozwala na podjecie na tym poziomie istotnosci decyzji o odrzuceniu hipotezy
zerowej na korzys$¢ alternatywnej, tzn. hipotezy H; mowiacej o tym, ze: ,,typ klienta” ma wphw na ilos¢
wydawanych pieniedzy w powyzszym hipermarkecie.

Oznacza to, ze w pobranej probce, réznica pomi¢dzy przynajmniej jedng z par $rednich Y1,Y2,Y3, Ya,Ys

jest istotnie statystycznie rézna od zera.

Uzupelnienie. Ponizej przeprowadzono uzupetniajgce rachunki, ktore sg ilustracja zastosowanych metod oraz
wyjasnieniem raportu SAS’a. Dane wykorzystane do ponizszych obliczen znajduja si¢ w Tabeli 16-3.1.
Rachunki wyjasniaja ponizej zamieszczong postac tablicy ANOVA (Tabela 16-3.2). Korzystajac z (16-1.2),
(16-1.6), (16-1.7) oraz (16-1.11) i (16-1.12) wyznaczamy (przy n, =542, k =5):
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k=5 _ _ k=5
SSG = > m;(Yie —Y)2 = (Y2 /n))-Y.2 /n, =
i=1l

i=1

:([(6456,42)2 /84]+[(155387)% / 25]+[(225285) / 27]+[(15757,29)° /173 +[(1910820)? /233]) —[(4512863)% /542)=

=2552572,
MSG = SS6 =6381431,
k-1
k=5 k=5 2 k=5 2
SSE = (Y —Yie)? = Yii = > (Vid /) =
i=l j=1 i=l j=1 i=1

2 2 2 2 2
_(51198875+9928551+19034523+147267472+161065120)—[(6456’42) 1553877 | (2252897  (I575729)7 , (1910820) J_

84 25 27 173 233
=10186757,
SSE 1
MSE = = (388494540-378307784)=189,6975
n, —k 542-5

Statystyka F, (16-1.10), przyjmuje w probce wartos$¢:

MSG 6381431

= = =33,64 ,
MSE 1896975

skad, korzystajac z rozkladu F-Snedecora z liczba stopni swobody licznika vg =k-1=4 oraz mianownika
ve =n, —k =537, otrzymujemy w Excel’u empiryczny poziom istotnosci:

p=P(F > Fy =3364)=4,6195x102° <0,0001,
co oznacza, ze warto$¢ F,. = 33,64 jest (wysoce) istotna statystycznie 1 dlatego hipoteza o rownosSci wartosci
oczekiwanych wydatkdéw w rozwazanych grupach klienckich zostala odrzucona (na kazdym poziomie
istotno$ci a > p).
Np. dla 0=0,05 wartos¢ krytyczna statystyki F wynosi Fy, = 2,38853, stad zbior krytyczny jest rowny
<2,38853 +x) i F,, =3364e<2,38853 +x). Ta warto$¢ krytyczna Fy, testu ogolnego zostata rowniez
podana na poczatku ponizej podanego raportu SAS’a, przy okazji analizy Scheffe’ego dla kontrastow.
Dodatkowo w celu utworzenia pelnej tablicy ANOVA wyznaczmy catkowita sume kwadratow odchytek
zmiennej objasnianej wydatkow (w potaczonych populacjach):

TSS =SSG+SSE =2552572+10186757=12739329.

Tablica ANOVA zamieszczona we wcze$niejszym raporcie SAS’a ma wigc postac:

Tabela 16-3.2. Tablica ANOVA dla jednoczynnikowej analizy wariancji (w przyktadzie hipermarket ABC).

Zrodha df (stopnie SsS MS F p=Pr>F
zmiennosci Y swobody)

Zroznicowanie vg =k-1=4 SSG=25525,72 | MSG=6381,431 MSG _ <0,0001
migdzygrupowe F= MSE =33,64
Zroznicowanie ve =n, —k =537 SSE=101867,57 | MSE=189,6975

wewnatrzgrupowe

Ogotem v=vg+vg =541 | TSS=127393,29
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Ze wzgledu na odrzucenie hipotezy o rowno$ci wartosci oczekiwanych wydatkow wsrod k = 5 — ciu
grup typow klientdéw, mozna zastanowi¢ si¢ nad przyczyna zaistnialej sytuacji i poddaé testowi hipotezy
zerowe 0 istnieniu par rownych wartosci oczekiwanych wydatkoéw (lub ich kombinacji). Stuzy do tego celu
np. oméwiony powyzej test Scheffe’ego. Ponizej podano odpowiedni raport SAS’a dla rozwazanego
przyktadu. Hipoteza zerowa dla kontrastow, (16-1.24), ma postac:

k=5
Ho:L=2¢ciu =0. (16-3.53)
i=
Przykiad hipermarket ABC 14:40 Sunday, May 16, 2004

The ANOVA Procedure
Scheffe's Test for WYDATKI

NOTE: This test controls the Type I experimentwise error rate, but it generally has a higher Type
IT error rate than Tukey's for all pairwise comparisons.

a = Alpha 0.05

n.-k Error Degrees of Freedom 537
E Error Mean Square 189.6975
Fyr = Critical Value of F 2.38853

&

Powyzsza wartoSci F =F_4 5 1, = 2,38853 jest warto$ciag krytyczng dla ogolnego testu o rownosci

wartosci oczekiwanych (wyznaczyliSmy ja rowniez powyzej w Excel’u). Wystepuje ona rowniez jako czynnik

w statystyce 52 =(k-DF_1n k1o, (16-1.34), wchodzacej w okreslenie przedziatu —ufnosci
2

Ek)ci\?i +5 MSE(Zk:C—i) , (16-1.32), dla kontrastu L.

i<l i=L Ny

Przypomnijmy, ze indeksy i = 1,2,3,4,5 odpowiadaja kolejno grupom klienckim L, N, D, NL, U.

Comparisons significant at the 0.05 level are indicated by ***.

Difference
_Source_ Between Simultaneous 95%

Comparison Means Confidence Limits

NL - D 7.644 -1.165 16.453

NL - U 9.073 4.801 13.346 ***
NL - L 14.220 8.559 19.882 #***
NL - N 28.928 19.819 38.037 **x*
D - NL -7.644 -16.453 1.165
D-1U 1.429 -7.225 10.084

D - L 6.577 -2.841 15.995

D - N 21.284 9.468 33.100 ***
U - NL -9.073 -13.346 -4.801 ***
U-1D -1.429 -10.084 7.225
U-1L 5.147 -0.271 10.565
U-N 19.855 10.895 28.814 ***
L - NL -14.220 -19.882 -8.559 **xx
L -D -6.577 -15.995 2.841

L -U -5.147 -10.565 0.271

L -N 14.707 5.008 24,406 ***
N - NL -28.928 -38.037 -19.819 ***
N - D -21.284 -33.100 -9.468 **x*
N - U -19.855 -28.814 -10.895 **x*
N - L -14.707 -24.406 -5.008 **xx*

*** - 0znacza, ze srednie roznig si¢ istotnie statystycznie, co widaé¢, gdyz odpowiednie przedziaty ufnosci dla

kontrastow nie obejmuja wartosci zero.

185



Whiosek. Zatem istotne statystycznie réznice pomiedzy Srednimi oznaczone przez *** byly przyczyna
odrzucenia poczatkowej, ogolnej hipotezy zerowej H, gy = p, = p; = p1, = i, moéwiacej 0 braku

istotnego wplywu typu klienta na srednie tygodniowe wydatki na zakupy w hipermarkecie ABC.

Uzupelnienie. Zilustrujmy wyniki metody Scheffé’go dla hipotez szczegdtowych dla kontrastow (zawarte w
przypadku poréwnan podwdjnych w powyzszym raporcie), kilkoma krokami rachunkéw wykonanymi r¢cznie

stosujac wzor (16-1.35):

Vi -V )+ MsE(L+1y gdzie S =(K-DF1n 1w . (16-3.5)
ni nj

na przedziat ufnosci dla kontrastu, gdzie odpowiednie wielko$ci zaczerpniemy z raportow SAS’a lub z Tabel
16-3.1i 16-3.2.
Rozpatrzmy tylko niektore z hipotez zerowych, np.:

Hoy g = #1p; Hop = 1y = pag; Hog = 13 = g5 Hog = p1g = 15 (16-3.55)
ktore w jezyku kontrastow majg postac:
Hoy: Ly oy =t — 1, =0; Hop: Lo 3y =1 —413=0; Hog: Lz 4y =13 — 144 =0; Hoy : Ly 5) = 114 — 15 =0.

(16-3.56)

Hipotezg szczegdtowa dla uktadu wartosci oczekiwanych odrzucamy, gdy warto$¢ odpowiedniego kontrastu L
postawiona w hipotezie zerowej nie wpada do przedziatu ufnosci (16-3.54), tzn. gdy wpada do dopehiajacego
go zbioru krytycznego wyznaczonego dla poziomu istotnosci @. Przedziaty ufnosci dla poszczegolnych par
wartosci sg zgodnie z (16-3.54) nastepujace:
dla Ly o) =14 — 15 : 14,7073+9,6991= (5,008 24,406)™

dla Lo g = — 3t —21,284+11,81615=(-33100,-9,468™"

dla Ly g =44 — p5: 9,07316+4,27256=(4,80113346)

*** - oznacza przedzial ufnosci, ktory nie obejmuje zera, co oznacza, ze odpowiadajgca mu wartosci

estymatora kontrastu w probce jest statystycznie istotnie rézna od zera. Zatem odpowiednia hipoteza zerowa o
tym, ze badany kontrast w populacji jest rowny zero, zostaje odrzucona. (Indeksy i = 1,2,...,5 odpowiadajg

kolejno grupom klienckim L, N, D, NL, U).

Powyzsze rachunki pokrywajg si¢ z wynikami otrzymanymi poprzednio w raporcie SAS’a dla poréwnan par

§rednich.
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Rozwazmy jeszcze kontrast porownujacy grupe populacji 1,3,5 z populacja 4. Odpowiednia hipoteza zerowa

ma postac:
Hos W _ (16-3.57)
lub
Hos : Luss_a) = w — 4, =0. (16-3.58)

W przypadku kontrastu Ly;35 4 skorzystamy z ogolniejszej postaci przedziatu ufnosci (16-1.32):

Sevits /MSE(sz‘;—) (16-3.59)
i=1 i=1 1l

gdzie pierwszy sktadnik w (16-3.59) jest estymatorem kontrastu Lzs 4 :
i 1
Lass—a) = ZC Yi, gdzie (C,=C;=Cg;= 3 c,=-1 c,=0), (16-3.60)

a realizacja przedziatu ufnosci (16-3.59) w probce jest:

dla Lygs a) = w — g4, przedzial -8,615 + 4,604 =(-13,219—4,012™*.

Whynik testu dla hipotezy Hgs jest istotny statystycznie, co oznacza, ze wnioskujemy o tym, ze wartos¢

oczekiwana , tygodniowych wydatkow klientow populacji NL, rézni si¢ od S$redniej z warto$ci

tygodniowych wydatkow klientow populacji L, D i U.

+ U, +
oczekiwanych W

Whniosek. Na podstawie szczegétowych porownan parami, za réwne mozna uzna¢ wartosci oczekiwane
($rednie) tygodniowe wydatki wsrdod klientow populacji: L i U, nastepnie L i D, nastgpnie U i D, oraz D i NL.
Srednie tygodniowe wydatki wérod klientow populacji N (nowi klienci) zasadniczo odbiegaja od pozostatych
grup, co potwierdzilo naszg wczeéniejsza analizg ,,na oko” opartg o wykresy (1)-(3). W miar¢ jednorodna
okazata si¢ grupa klientow pochodzgca z populacji L, U i D (tworza one jedng grupe Scheffe’ego), co

oznacza, ze te trzy populacje mozna by uznac¢ za jedng. Populacja NL odchodzi nieco bardziej od tej trojki.

Tabela 16-3.3. Dane zrodiowe (obserwacje Yj; ) dla przyktadu ,,hipermarket ABC”.

L N D NL U
94.05 61.18 94.48 102.02 83.98
79.66 53.55 92.44 83.01 80.51
77.06 75.62 80.57 102.49 79.21
70.75 71.26 74.38 100.97 88.65
88.12 84.05 92.23 94.76 70.24
80.72 64.08 90.45 103.85 65.76
76.01 59.08 105.21 95.5 78.33
80.52 53.69 80.25 102.67 89.55
82.97 56.15 68.51 91.49 84.76
73.22 61.6 72.3 80.43 69.04
74.3 68.22 79.65 89.98 65.8
82.77 57.33 68.8 100.36 73.39
79.76 59.64 76.62 85.67 74.72
92.5 81.79 78.04 96.59 72.17
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67.32
79.08
89.83
86.61
62.21
111.44
63.99
105.11
81.04
81.93
88.3
81.49
70.16
57.35
87.47
52.29
87.83
66.57
80.56
93.47
84.12
87.01
88.03
66.26
91.81
79.27
115
66.22
96.74
68.28
94.2
72.79
79.13
46.45
73.88
86.11
81.41
61.12
59.95
88.66
69.05
54.26
45.54
57.8
77.55
82.25
64.54
59.61
45.96
86.52
82.6
83.56
64.92
57.09
62.43
77.31
78.18
81.19
82.16
86.62
71.4
92.01
72.78
63.83
71.03
77.12
72.88
54.57
91.46
77.3

54.57

51.8
59.15
65.15
79.72

39.9
68.03
53.19
48.23
60.74
66.15

89.08

85.4
87.42
87.47
65.46
89.09
98.71
87.48
82.09
75.96
91.04
79.07
80.65

110.51
64.66
91.75

100.88
83.74
74.37
91.84
77.03

103.22
88.73
96.78

117.23

90.7
95.82
99.62
83.67
72.87
99.39

137.14

103.33
75.64
92.27
98.83
63.09
77.73
64.94
90.05
81.69
97.62

113.95
89.77
88.19
72.55
83.04
93.53

100.18

98.3
95.87
51.26

108.22

82.8
102.2
85.38

83.1
80.51

103.74

86.5
91.85
97.02
89.61
75.48

105.27

101.83
84.58
81.83

81.6
87.06
81.32
90.23
85.88
118.3
86.84
100.4
89.36
60.91

106.56

105.97

111.86
84.14
72.01

80.35
73.99
85.56
80.28
72.85
89.05
79.3
76.26
86.99
66.82
86.16
74.43
94.06
95.71
80.07
98.9
78.32
90.53
73.07
64.8
75.41
83.18
110.17
73.69
67.9
75.94
111.67
97.35
70.7
57.35
97.26
83.28
71.06
86.35
66.35
92.55
66.68
85.06
63.37
64.58
76.36
93.66
61.54
84.63
82.38
66.3
73.76
82.43
106.11
105.66
82.23
83.09
83.13
79.47
58.15
103.77
69.35
95.76
81.39
82.69
89.13
95.55
74.64
78.85
91.92
89.11
95.18
72.49
70.74
100.72
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67.18
76.64
96.07
97.43
81.76
84.56
106.91
81.53
68.74

96.27
97.65
94.47
89.27
79.72
115.42
105.32
129.11
68.65
103
72.32
64.78
82.23
87.61
127.27
65.79
91.23
113.53
81.66
82.37
92.89
108.46
85.79
66.74
94.77
68.23
63.03
91.2
115.22
105.42
85.97
98.83
94.55
82.69
95.53
77.06
88.58
113.92
110.13
104.72
103.41
125.32
88.87
87.03
84.56
103.7
82.01
96.72
103
108.25
60.45
77.93
84.44
59.87
89.28
92.41
103.59
94.17
116.11
108.78
105.07
90.55
88.17
88.65
103.81

86.89
86.87
42.13
75.5
89.66
2.7
111.8
80.58
911
47.48
91.31
67.73
85.36
90.7
66.22
93.88
72.9
71.39
79.54
76.69
79.81
86.63
91.87
73.85
79.79
89.06
86.11
62.98
81.64
91.09
69.14
78.25
72.33
93.33
105.61
57.67
74.4
76.53
69.96
92.5
81.12
73.17
75.26
70.01
91.69
91.31
97.33
83.09
88.59
59.5
72.17
94.06
83.6
129.54
84.1
102.09
70.1
83.28
104.34
84.87
97.03
95.24
85.49
80.92
86.97
83.22
7.7
58.81
40.24
71.16
73.78
105.44
63.51
90.73
72.22
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92.38 82.45
92.91 64.74
89.62 92.37
76.12 83.94
97.07 74.41
104.15 92.15
93.71 77.92
90.15 81.36
56.92 67.82
70.55 116.62
75.75 62.82
80.02 63.53
100.68 96.17
84.96 83.98
75.66

88.48

81.32

100.92

69.03

78.85

101.48

81.58

62.43

83.27

99.4

93.5

79.5

61.9

88.98

75.96

76.83

T74.77

77.56

91.27

75.95

99.45
96.03
70.92
98.21
89.1
74.32
73.35
89.69
117.29
86.94

106.4
80.47
97.44
94.13
64.82
126.26
105.36
74.51
88.22
70.05
72.35
85.82
72.89
78.06
90.49
88.91
67.97
87.99
87.63
92.54
87.54
90.78
116.16
80.37
76.56
54.92
76.98
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Rozdzial 16-4. Typy czynnikow; czynnik ustalony i losowy cz.1.

Istniejg dwa typy czynnikéw: czynnik ustalony i losowy. Czynnik ustalony, to taki, ktéorego poziomy sa
jedynymi sposrod rozwazanych i warto$¢ poziomu jest znana przed dokonaniem pomiaru na jednostce, np. w
powyzszym przyktadzie, wylosowana osoba pochodzi z gory ustalonej grupy klienckiej supermarketu ABC.
Natomiast, czynnik losowy jest czynnikiem, ktorego poziomy moga by¢ uwazane jako probka z pewnej
obszernej rodziny (populacji) poziomow.

Rozréznienie tych czynnikéw jest wazne w ANOVA, poniewaz rozne testy istotno$ci s wymagane dla
roznych konfiguracji losowych i ustalonych czynnikéw. Problem ten bedzie bardziej widoczny w

dwuczynnikowej analizie wariancji. Do sprawy powrocimy w Rozdziale 17-3.

Czynnik ustalony.

Ogolna zmienno$¢ zmiennej objasnianej jest opisana rownaniem (16-1.1):
TSS = SSG + SSE , (16-4.61)

k . k n _
gdzie SSG=n;(Y;, —Y)?, (16-1.2), oraz SSE=Y Y'(V;j —Yi.)?, (16-1.6).
i=1 i=1j=1

Wariancja miedzygrupowa ma posta¢ (16-1.11):
1

1 Xo G 227
MSG = —— SSG= Vi —¥)2 0 =$2(Via) | 16-4.62
o1 O g Y =St ) (16-4.62)

natomiast MSE, (16-1.12), jest $rednig wariancjg wewnatrzgrupowa MSE = §i2 (Y). Istotnie:

MSE = SSE= zz(v,, Yi)? =—Z[ Z(Y,J ~Yi)2] (n; ~1)=
n—k o kidja n—kian-1j (16-4.63)
=ikzé () (n, ~1=§2(v),

gdzie:

SZ(Y) = Z(Y., ~Yi)? (16-4.64)

14
jest wariancjg wewnatrzgrupowa w i — tej grupie.

Mianowniki w MSG :% oraz MSE = SSEk sg stopniami swobody (df) dla sum, kolejno SSG oraz SSE.

Zatem poniewaz liczba stopni swobody po lewej i prawej stronie rownania (16-4.61) musi by¢ réwna, zatem
odpowiednie rownanie dla stopni swobody (df) ma postac:
Vv=vg +Vg (16-4.65)
gdzie:
dfigs =v=n, -1, dfsgg=vg=k-1 oraz dfgy =vg =n, —k (16-4.66)
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Rozwazmy hipotezg zerowa postaci H, @ 1, = u, =...= g, (16-1.8), ktorg weryfikujemy za pomoca testu

F= I\I\jiSCE; , (16-1.10), gdzie przy prawdziwosci H statystyka F ma rozktad F — Snedecora F, ., .

Z powyzszych rozwazan wynika, ze:
1 k- —
e o Y=Yy
~MSG _S°(Yi.) k-1i3
MSE  S2) SE(Y)

F

, (16-4.67)

to znaczy, ze statystyka F jest ilorazem wariancji miedzygrupowej i sredniej wariancji wewnatrzgrupowej.
Jesli k populacji ma by¢ jednorodnych pod wzgledem wartosci oczekiwanych i wariancji, to istnieje

konieczno$¢ przeprowadzenia np. testu Levene’go, Brown’a — Forsythe’a lub Bartlett’a przed przystapieniem
do ANOVA dla warto$ci oczekiwanych. Wariancja wewnatrzgrupowa §i2(Y ) w i — tej grupie, jest

estymatorem wariancji aiz sktadnika losowego w i — tej populacji, z ktorej pobrano elementy do i — tej
(pod)probki. Estymatory S i2 (Y), (16-4.64), sa nieobciazonymi estymatorami O'iz, tzn.:
E(SZ(Y)) =07, (16-4.68)

Zatem jesli E(S2(Y))=o? = o, dla kazdej i — tej grupy pobranej z i — tej populacji, czyli gdy prawdziwa jest

hipoteza o jednorodno$ci wariancji w i-tych populacjach, wtedy $rednia wazona §i2 (Y) = MSE estymatorow
S i2 (Y) jest rowniez estymatorem nieobcigzonym wariancji o-é (pokazac):
tivse = E(MSE)=o2 . (16-4.69)
Whiosek 1. Zatem MSE jest nieobcigzonym estymatorem wariancji aé sktadnika losowego, tzn.
timse = E(MSE)= o2, tylko wtedy, gdy HS :07 =02 =...=of jest prawdziwa. (16-4.70)
Estymatorami warto$ci oczekiwanych f; sa VI Natomiast estymatorem warto$ci oczekiwanej
ogolnej (czyli w populacji generalnej powstatej z polaczenia wszystkich i — tych populacji) jest $rednia

arytmetyczna ogodlna Y . Mozna pokazaé, ze dla czynnika ustalonego zachodzi [1]:

1 Kk —
fimse = E(MSG)=o¢ g 2 —u)?, (16-4.71)
-1ia
gdzie:
_ 1k k
H==2 uin;, ne=2n . (16-4.72)
Niz i=1

Whiosek 2. Zatem MSG jest nieobcigzonym estymatorem wariancji O'é sktadnika losowego, tzn.
tmse =E(MSG)=c2 , tylko wtedy, gdy prawdziwa jest hipoteza H, : 14, = 2, =...= 1, . Ze wzgledu na

model regresji dla ANOVA (Rozdzial 16-2) oznacza to, ze wartosci oczekiwane w i- tych populacjach, czyli
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warunkowe warto$ci oczekiwane zmiennej objasnianej ze wzgledu na poziom czynnika (indeks populacji), sa
przy prawdziwosci H , takie same.

k —
Gdyby H,:u =u, =...= y, nie byla prawdziwa, wtedy pisg = E(MSG)=0'E +ﬁ2ni(,ui — 1)?
—+i=l

> aé i statystyka F = %, (16-4.7), ktora jest przyblizeniem ilorazu:

1 k _
O+ — p)?
HMSG _ k-1ia (16-4.73)
HMSE Gé

mialaby ze wzgledu na g5 > mse tendencje do przyjmowania wartosci istotnie statystycznie wigkszych

od 1. Natomiast, gdy H, jest prawdziwa, wtedy Huse _q statystyka F jako iloraz dwoch nieobciazonych

Hmse
estymatorow wariancji aé przyjmuje na ogot wartosci bliskie 1. (Zwréémy uwagg, ze przy prawdziwosci

HMSG

H,, iloraz =1 wtedy, gdy sys = tvse =OF -)

HMSE

Czynnik losowy.

Model ANOVA dla ustalonego czynnika mozna przedstawi¢c w jezyku analizy regresji ze zmiennymi

ukrytymi jako (Rozdziat 16-2, (16-2.37)):

k-1 1 dla populacji i-tej
Y=p+ X, +E, gdzie x ={-1 dla populacji k—tej i=1,2, .. k-1
= 0 w pozostalych przypadkach

Pomiedzy wspotczynnikami regresji @y @, ..., @y1 1 wartoSciami oczekiwanymi g (i = 1, 2,..., K) w

populacjach zachodza zwigzki (16-2.41):

*

Oy =y — [ Oy =y = [ e & = g = [y Qg = Hg g — H
gdzie z" = (14 + 4y +...4 14 ) /K jest niewazona $rednig warto$ci oczekiwanych, a parametr przesunigcia p

jest rowny ﬁ* , oraz spetniony jest warunek o, =—(ag + o +...+ 1) = 1y — ﬁ* . Zatem wida¢, ze
wspotczynniki @y @;, ..., @k, @k spetniajg zawsze warunek:

e =0. (16-4.74)
Biorac powyzsze pod uwage widac, ze dla ustalonego czynnika rownanie regresji (16-2.37) jest rOwnowazne
nastgpujacemu sformutowaniu modelu ANOVA w populacji:

Yij =p+a; +E i=1,2,..k; j=1,2.. (16-4.75)

ij

193



1w probie:
Yy =a+6+Ey,  i=L2.,k; j=1,2..0, (16-4.76)
gdzie Y; jest j — ta obserwacja w i — tej populacji, Ej jest sktadnikiem losowym (btgdem), Eij jest reszta

zwigzang z | — ta obserwacjg w probce pobranej z i — tej populacji gdzie n; jest liczebnos$cig i — tej probki
pobranej z i — tej populacji.

Przechodzac do czynnika losowego, rownanie (16-4.75) nalezy zastapi¢ rownaniem:

Yij =u+ A +Ej, i=1,2,..; i=12, .. (16-4.77)
a rownanie (16-4.76), rownaniem:

Y =i+ A +Ej, i=1,2, .., k; j=1,2, ..,n, (16-4.78)
gdzie w (16-4.78) zmienne A;, i=1, 2, ..., tworza rodzing zmiennych losowych, a w (16-4.78) zmienne A;,
i=1,2, ..k, tworza losowa probe tych zmiennych pobrang z tej rodziny.
Kazda ze zmiennych A;, i = 1, 2, ... dla calej rodziny mozliwych pozioméw (ktore to poziomy w przyktadzie
,hipermarket ABC” stanowig calg rodzin mozliwych do pomys$lenia typow klientow) reprezentuje, przez
analogi¢ do wystgpujacego w (16-4.75) ustalonego «; = g4 — 2, (16-2.41), roznicg typu:

A=M;—u, (16-4.79)
gdzie zmienna losowa M; pojawila si¢ w miejsce ustalonej wartosci g; wystgpujacej dla czynnika

ustalonego.
Aby wykona¢ odpowiednig analize¢ nalezy przyjac jakas posta¢ rozktadu dla zmiennej A;. Ogolniej, zaktada
sig, ze kazda ze zmiennych A, ma taki sam rozklad. Dodatkowo przyjmujemy, ze wszystkie A; maja

standaryzowany rozktad normalny ze $rednia réwna zero (na wzor rownosci o; =0, (16-2.42), dla H,):

A: N(0,03%), dla kazdego i=1,2, ..., (16-4.20)
gdzie o’ jest wariancja zmiennej A; (taka sama dla kazdego i) oraz, ze zmienne A; s3 niezalezne od E;; oraz
nawzajem niezalezne pomi¢dzy soba. Warunek, aby pojedyncza zmienna losowa A; miala §rednig rowng zero

ma podobny charakter jak dla czynnika ustalonego warunek Zikzlai =0, (16-4.74), bedacy $rednig po zespole
parametrow ;. Zmienne losowe M; maja rozktad N (g, o2).

Nalezy rowniez przyjac, ze reszty Ejj maja rozktad N(O, o-é ). Przy zatozeniu niezalezno$ci zmiennych A; i Ej
oraz normalnosci ich rozktadéw, zmienne Yj; , (16-4.77), maja, dla kazdego (i, j), rozktad N(g, 0,§+0é),
przy czym sktadnik o-,% wariancji zmiennej Yj = u+ Ay +Ej jest zwigzany ze zmienno$cig zmiennej A;

natomiast o'g ze zmiennoscia sktadnika losowego Ej,.
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Uwaga. Dla roéznych grup, tzn. gdy i # i’ (gdzie j oraz j’ sa dowolne), zmienne Yjj oraz Y, ;- sa niezalezne .
Natomiast poniewaz w konkretnej i — tej grupie ta sama zmienna A; wystepuje dla kazdej obserwacji Yj;,
dlatego w i — tej probie zmienne Yj; dla obserwacji j —tej i Y- dla obserwacji j’ s ze soba skorelowane, gdzie
wspolczynnik  korelacji wewnatrzgrupowej (ktory jest oszacowaniem wspotczynnika korelacji

wewnatrzpopulacyjnej) jest rowny [35]:
dla wszystkich j= j' z ustalonym i, (16-4.21)

gdzie kazda zmienna Yj; ma wariancj¢ réwna §2(Yij):6,§+6é, a &3 jest oszacowaniem wariancji

miedzypopulacyjnej (miedzygrupowe;j).

Uwaga. To, ze w liczniku (16-4.21) wystepuje &,ﬁ nie jest samo w sobie oczywiste i wymaga dowodu [35].

Rozwazmy hipoteze zerowa w przypadku czynnika losowego, dla ktorego warto$¢ oczekiwana
zmiennej A; jest rowna zero (na wzor «; =0 dla H,). Poniewaz przyjeliSmy, ze wpltyw poziomow usrednia
si¢ do zera, (16-4.20), zatem jedyna mozliwa zmiennos¢ pomiedzy wplywami réznych poziomow czynnika na
warunkowg wartos¢ oczekiwang y; zmiennej objasnianej Y (warunkowq — gdyz zalezy ona od Aj), mogtaby
pochodzié¢ od niezerowej wartosci wariancji o2, zmiennej A; (czy zmienngj M;). Jesli nie ma takiej

zmiennosci, to nalezy postawi¢ nastgpujacag hipoteze zerowa:

Ho: 0?4 =0, (16-4.22)
wobec hipotezy alternatywnej:
Hi: 0?a > 0. (16-4.23)

Na przyktad, gdyby typ klienta w przyktadzie ,hipermarket ABC” byl czynnikiem losowym, to powyzsza
hipoteza zerowa oznaczalaby brak rozproszenia warunkowych warto$ci oczekiwanych wydatkow y; dla

kazdej z grup klienckich.
. . D . MSG .
Mozna pokazaé, ze dla tak postawionej hipotezy zerowej (16-4.22), statystyka F =E przybliza w

probcee nastepujacy stosunek wartosci oczekiwanych [1]:

2 2
Huse _ E(MSG) _ o + T, (16-4.24)
tvse  E(MSE) ot
gdzie:
k Kk k
Zni—( nf/Zni)
n, = = U= (16-4.25)

k-1
Spenia rol¢ $redniej liczby obserwacji w probkach pobranych z populacji. Gdy liczba obserwacji w probkach

jest taka sama i wynosi n; =n, i=1,2,....k, wtedy n, =n.
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Gdy hipoteza zerowa Hy: 0?s = 0, (16-4.22), jest prawdziwa wtedy stosunek tmse / Hvse » (16-4.24),  jest
rowny 1.

Stad statystyka testowa F dla hipotezy Ho: 0% = 0 ma w przypadku analizy jednoczynnikowej dla czynnika
losowego postac:

. _MsG
MSE

ktora jest taka sama jak poprzednio dla czynnika ustalonego (16-4.7). Sytuacja taka nie ma juz miejsca w

(16-4.26)

przypadku analizy wieloczynnikowej (Rozdziat 17).

Ponizsza tabelka podsumowuje rozwazania odno$nie hipotez zerowych i testow dla czynnika ustalonego i

losowego [1].

Tabela 16-4.1 Tablica warto$ci oczekiwanych statystyk modelu jednoczynnikowej ANOVA dla czynnika ustalonego i
losowego, hipotez zerowych oraz postac testu F [1].

Zrodta df MS F Warto$ci oczekiwane $rednich kwadratow, E(.) E(MSG)
zmiennosci Y Czynnik ustalony Czynnik losowy E(MSE)
Zrdznicowanie
miedzygrupowe vg =k-1 MSG E(MSG) E(MSG)
1 kK — 2 2
—oZ+—3n(y;—p)? | =CETNo oA
k-1i3
Zrdznicowanie ve =h, -k E(MSE) = o2 E(MSE)=c¢
MSG E E
wewnatrzgrupowe MSE | ——
MSE
Ogotem v=n, -1
Hipoteza zerowa naogot~1 | Hoita =p, =..= 1 Ho: 05 =0 1

W powyzszych rozwazaniach, podsumowanych w Tabeli 16-4.1, zwraca uwage zwigzek postaci ilorazu

E(MSG)

E(MSE) z postacig hipotezy zerowej Hy w ANOVA oraz jego wptyw tak na postaé statystyki testowej F jak i

jej warto$¢ w przypadku prawdziwosci H.
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C. Rozdzial 17. Wieloczynnikowa analiza wariancji — ANOVA (dwuczynnikowa).

Dwuczynnikowa analiza wariancji ANOVA pozwala w jednym eksperymencie oceni¢ wptyw (efekt)
dwoch czynnikow oraz wptyw oddzialywania (interakcji) miedzy tymi czynnikami na zmienng objasniang.
Tablica danych dwuczynnikowej analizy wariancji ANOVA charakteryzuje dwa czynniki istniejace w
prowadzonym badaniu. Pierwszy z nich (czynnik 1) to czynnik ,rzedowy” (R), ktory posiada r poziomow,
ktorym odpowiada r wierszy tablicy. Drugi z nich (czynnik 2) to czynnik ,kolumnowy” (C), ktory posiada c
pozioméw, ktorym odpowiada ¢ kolumn tablicy. Zmienna objasniana (odpowiedz) Y jest w danej tablicy
reprezentowana przez indywidualne obserwacje tej zmiennej na wszystkich jednostkach zbiorowosci
statystycznej. Liczebno$¢ jednostek, na ktorych dokonano obserwacji wartos$ci zmiennej Y jest w komorce dla

| —tego poziomu czynnika R i j — tego poziomu czynnika C rowna n;;. Koficowa suma dla i — tych ,,rzedow”
jest wyrazona przez I, , a koncowa suma dla j — tych kolumn przez n, . Suma wszystkich obserwacji (czyli

liczba obserwacji w probie ogolnej) jest rowna N,, . Ponizsza tablica (jeszcze bez Y) wyglada wiec jak zwykta

tablica korelacyjna dla rozktadu dwuwymiarowego zmiennych R i C.

Tabela 17.1 Rozktad liczebnoéci w tablicy dwuczynnikowej analizy ANOVA [1].

Czynnik 2 , kolumnowy” C
Czynnik 1 ,rzedowy” R 1 2 c Suma liczebnosci dla wierszy
1
n11 r]12 nlC nlo
2
N,y N,y Ny N,
P
nr1 nr2 N nr-
Suma liczebnosci dla kolumn n, n., n.. n

Schematy liczebnos$ci. Sposoby modelowania danych w dwuczynnikowej analizie wariancji.

Gloéwne rozrdznienie schematow liczebnosci (czgstosci) w komorkach wynika z podziatu na schematy
zrownowazone i niezréwnowazone. W schemacie zrownowazonym mamy jednakowa liczebno$¢ obserwacji w
kazdej komorce, podczas gdy w niezrownowazonym tak nie jest [1]. Kolejnym podziatem jest podziat na
schemat kompletny, ktory charakteryzuje si¢ przynajmniej jedng obserwacj¢ w komorce, oraz Sschemat
niekompletny, ktory ma zero obserwacji w jednej lub wigkszej liczbie komorek. Wszystkie niekompletne
schematy sg jednoczesnie niezrownowazone. Jednakze niektore niezrownowazone schematy posiadaja
wlasnos¢ proporcjonalnosci czgstosci w komorkach, co utatwia analiz¢ ANOVA, upodabniajac ja do analizy
dla rownej liczebnosci w komorkach [1]. Rozwazymy nastgpujace schematy liczebnosci modelowania danych

w komorkach:
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1. Pierwszy z typow modelowania dotyczy sytuacji, gdy kazda komorka posiada tylko jedng obserwacje, tzn.

n; =1 dla wszystkich i, j. Sposob ten wyraza model losowego dobierania blokow. Blok j-ty obejmuje grupg

jednostek w kolumnie j-tej i jest on jednorodny wzgledem poziomu zmiennej C natomiast réznorodny ze
wzgledu na poziom czynnika R. Czynnik kolumnowy C mozna by nazywa¢ czynnikiem blokowym.

2. Drugi typ modelowania wystepuje, gdy liczba obserwacji w kazdej komorce jest jednakowa i wicksza niz
jeden.

3. Trzeci typ wigze si¢ juz z tym, ze w poszczegdlnych komorkach liczba obserwacji jest rozna, przy czym
mozna rozwaza¢ np. nastepujgce schematy dla liczebnosci w komorkach:

(a) W najprostszym przypadku, komoérki w tych samych kolumnach majg tg samg liczbg obserwacji, zas
komorki znajdujace si¢ w tych samych rzgdach wystepuja w okreslonym statym stosunku, tzn. dla ustalonego

j=1,....c, zachodzi warunek [1]:

n.' .
LR a7

gdziei=1,..r.
(b) W bardziej ztozonym przypadku (obejmujacym dla szczegdlnego zatozenia n,, =n.r przypadek (a)),
mamy [1]:

ni=—od oy L j=1..c i=1,..r. (17.2)

Warunek (17.2) oznacza zatozZenie istnienia niezaleznosci stochastycznej pomigdzy zmienng R i C [9].
(c) W najogoélniejszym przypadku wystepuje brak jakiegokolwiek schematu dla liczebnosci w komérkach.
Poza Rozdziatem 17-1, kilka uwag na temat tego schematu zostalo zamieszczonych w Rozdziale 18.

Zainteresowanego czytelnika odsytamy do pozycji [1].

Uktady danych o réownej ilosci komorek wspomniane w punkcie 1 i 2 rzadko pojawiaja si¢ w
badaniach przypadkowo, lecz czesto zdarza sig, ze sa one tworzone przez badacza, ktéry musi réwniez
okresli¢ typ czynnikow i ustali¢ liczbe ich poziomow. Sposob tworzenia uktadu danych zalezy oczywiscie od
rodzaju badania.

Uktady danych moga by¢ tworzone na trzy sposoby:

a) Poprzez blokowanie, dzigki ktoremu wystepuje w kazdym bloku zawsze taka sama liczba niewielu
obserwacji dla kazdego poziomu czynnika ,,gtownego” R.

b) Poprzez uktadanie warstwami zgodnie z poziomami dwoch rozwazanych czynnikéw R i C, i dopiero
wtedy pobieranie probek z populacji w warstwie na przecigciu ustalonych poziomow obu czynnikdw.

c) Ksztaltowanie kombinacji pozioméw czynnikow (zatem i ksztattowanie komorek) i dopiero wtedy
przypisywanie tych kombinacji kazdej wylosowanej jednostce.

W kolejnych rozdziatach zostang oméwione powyzsze schematy 1, 2 i 3 liczebnosci w komorkach.
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Rozdzial 17-1. Wstepne rozwazania dwuczynnikowej ANOVA z dowolng liczebno$cig komoérek.

Przypadek gdy pobrane probki majg r6zng liczebno§¢ w komorkach pojawia si¢ w praktyce analiz
statystycznych do$¢ czgsto i moze mie¢ on miejsce w np. wtedy gdy:
1. Nie wszystkie interesujace nas zmienne zostaty sklasyfikowane przed podbraniem danych.
2. Zostaly uwzgledniane nowe zmienne po tym jak dane zostaty juz zebrane.
3. Wszystkie zmienne sg osobno sklasyfikowane i niepraktyczne albo nawet niemozliwe jest, by z gory
sprawdzic¢ jak ich rézne grupy polaczy¢, by utworzy¢ interesujacy nas zwiazek.
Przypadek komorki z rdzng liczebnoscia moze si¢ tez pojawia¢ w empirycznych badaniach, wtedy, jesli
model opierat si¢ na podstawowych zmiennych, domagajacych si¢ rownej liczebnosci komorki, natomiast a
posteriori zostat zadany warunek zwigzany z innymi zmiennymi, niz te podstawowe, ktére nas interesuja.
Ponadto, r6zna liczebno$¢ komorki pojawia sie na ogét zawsze wtedy, kiedy jest brak danych, ktory moze si¢

zdarzy¢ na przyktad z powodu zaniku zapisu czgsci badan.

Rozdzial 17-1-1. Tablica danych dla ANOVA.

Ponizsza Tabela przedstawia ogolny uklad danych z dowolng liczebnoscia komoérek dla przypadku

dwuczynnikowej ANOVA z dwoma czynnikami R i C. Niech liczba obserwacji Yix w komoérce w i-tym

rzgdzie i j-tej kolumnie jest rowna ny; tzn. k=1, 2,..., nj;.

Tabela 17-1-1.1. Rozktad danych dla przypadku nieréwnej liczebno$ci komorek w dwu-czynnikowej ANOVA.

) Czynnik kolumny C Wierszowe
Czynnik $rednie i
wiersza R liczebnosci

1 2 c brzegowe
Y111, Y112, Y110 | Y121, Y122, Y120, Yic1, Y1¢2 -+ V1en, B
1 wielkos$¢ probki =_nll wielkos$¢ probki = ny, wielko$§¢ probki = n¢ ny., Yq.
§rednia komorki =Y7;. | $rednia komorki = y,,. Srednia komorki =y, .
Y211, Y2125+ Y210, Y221,Y202,+-:Y22n,, Yac1: Y22 2en,,
2 wielko$¢ probki = ny; wielkos$¢ probki = ny, wielkos$¢ probki = ny. n, , Y,.
Srednia komorki = Y, srednia komorki = Y. $rednia komorki = Yoo
Y11, Yr12 Yrin, Yr21,Yr22,-Yr2n,, Yrcts Yrc2s-Yren, 3
r wielkos$¢ probki = ny wielkos$¢ probki = ny, wielko$¢ probki = Ny, Ne. Yy
$rednia komorki =y ;. | $rednia komérki =y, ,. srednia komorki =y
Kolumnowe
$rednie 1 = = — _
. . ng, Y4 Ny, Yo, N, Y.
liczebnosci 11 20 72 cr e n., Y.
brzegowe
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Srednie w komorkach, rzedach, wierszach oraz $rednia ogolna sg kolejno rowne:

nI

Tpe— NV gdde 1=12..5 j=12..c

Nij k=1
1 &N . S
YI Z—Z Y'Jk gdZ|e ni.zznij

M- j=lk=1 = (17-1-1.3)
_ 1 rn . r
Y=Y gdzie  n.j=>n;

N.j i=1k=1 i=1
_ 1 r ¢ nij i r ¢
Yo=—%>2>Yj gdzie n.=>>n;

n..i=1j=1k= i=lj=1

Rozdzial 17-1-2. Rézna liczebno$¢é komorek i problem nieortogonalnosci sum kwadratow.

Kluczowa statystyczna koncepcja wigzaca si¢ ze szczegdlnymi analitycznymi problemami
spotykanymi w przypadku komorek z r6zng liczebno$cig w tablicy danych dwuczynnikowej ANOVA odnosi
si¢ do ,,nieortogonalnych” sum kwadratow stosowanych w rozktadzie catkowitej sumy kwadratow odchytek
zmienne] objasnianej TSS, bedacej licznikiem ogolnej wariancji zmiennej Y. Aby wyjasni¢, jakie jest
znaczenie ortogonalnosci, podajmy ogoélne wzory dla tych sum kwadratow, w ogdlnym przypadku komorek z
ro6zng liczebno$cig:

r ¢

SSR=Y S S (.~ T...)2
i1 j=1k=1
r ¢y _ -
SSC=Y ¥ 3(¥,;.~7..)
i1 j=1k=1
rchy _ _ _ —
SSRC=Y 3 \(Fjj.~ Vo= V.j+ 7. ) (17-1-2.4)
i1 j=1k=1
r ch —
SSE=2.2.2.(Yix —¥y.)
i1 j=1k=1
r ch —
i=1 j=1k=1

Trzy pierwsze z nich, tzn. SSR, SSC i SSRC sg nazywane bezwarunkowymi sumami kwadratéow dla kolejno
czynnika rzedowego, kolumnowego i wzajemnego oddziatywania.

Kazda z bezwarunkowych sum kwadratéw moze zosta¢ okre§lona osobno, wychodzac z podstawowych zasad,
ktore pozwalaja opisa¢ zmienno$¢ zmiennej opisywanej Y zwiazang z oszacowaniem wptywow pochodzacych
od czynnika rzedowego R, (Y;..-Y...), kolumowego C, (V. i -Y...), oraz od oddziatywania RC,
(Fy.~ ¥~ Tj 4 7.).

Mozna pokazac, ze jesli zbior bezwarunkowych sum kwadratow (17-1-2.4) jest ,,ortogonalny”, to

spetniona jest rowno$¢ [1]:

SSR + SSC + SSRC + SSE = TSS (17-1-2.5)
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co oznacza, ze sktadniki po lewej stronie dzielg catkowitg sum¢ kwadratow TSS na nie przekrywajace sie,
ortogonalne zrodta zmienno$ci (to znaczy zrodia wariancji) zmiennej Y. To podstawowe réwnanie ANOVA
obowigzuje jedynie dla przypadku komorek z réwng liczebnoscia.
Niestety, w przypadku istnienia komorek z rozng liczebnoscig, bezwarunkowe sumy kwadratow nie
odpowiadajg ortogonalnym zroédtom wariancji, i wtedy:
SSR + SSC + SSRC + SSE # TSS (17-1-2.6)

Aby zobaczy¢, co jest powodem powyzszego zachowania si¢ rozktadu dla TSS, rozwazmy ogolne

sformulowanie regresji dla dwuczynnikowej ANOVA dla przypadku komorek z rdzng liczebnoscig (ktory

oczywiscie obejmuje przypadek rownej liczebnosci komorek).

Rozdzial 17-1-3. Ogoblne sformulowanie regresji dla dwuczynnikowej ANOVA. Fundamentalne
réwnanie analizy regresji.

Ogodlne rownanie regresji w ANOV A ma postac:

r-1 c-1 r-1c-1
Y=p+20Xi+ 2XBiZj+ 220 XiZj+E (17-1-3.7)
i1 j=1 i1 j=1

gdzie u, o; B i yij sa wspotczynnikami regresji, X i Zj sa odpowiednio zdefiniowanymi czynnikami
(zmiennymi ukrytymi, wskazujacymi), natomiast zmienna E jest sktadnikiem losowym. Zmienne X nazwijmy
zmiennymi rzedowymi, natomiast zmienne Z, zmiennymi kolumnowymi. Podobnie jak w (16-2.38) dla
jednoczynnikowej ANOVA zmienne te wskazujg poziomy (warianty) zmiennej rzedowej R badz kolumnowej
C.

W (17-1-1.7) zmienne ukryte X;, i=12,..r-1, oraz Zj, j=12,.,c-1, s3 opisane nastgpujacym

kodowaniem (17-1-1.30):

1 dla poziomu i-tego czynnika R , i=12,..r-1
X;=<-1 dla poziomur czynnika R
0 w pozostalych przypadkadh
(17-1-3.8)
1 dla poziomu j—tego czynnika C , j=1,2,.,c-1
Zj=+-1 dla poziomu c czynnika C

0 w pozostalych przypadkadh

Podstawowe (fundamentalne) rownanie dla sum kwadratow w modelu regresji, ma zawsze w
ogolnosci postac [1]:
TSS = SSReg + SSE (17-1-3.9)
gdzie:
TSS=Y (¥, - ¥)?

SSReg:Z S()’}S T)7)2 =RegI’ESJaSS(,X1,X2,Xr_1, Zl’ZZ”ZC—l’ X]_ZJ_,X]_ZZ,,XI._]_ZC_]_), (17‘1'310)
SSE=32 (Y5 — ¥ )2
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a sumowanie . przebiega po wszystkich n.. obserwacjach. Rownanie (17-1-3.9) bywa nazywane

fundamentalnym rownaniem analizy regresji. MOWi ono, ze ,, catkowita niewyjasniona zmiennos¢ zmiennej

objasnianej = zmiennos¢ wyjasniona regresjq + niewyjasniona zmiennos¢ spowodowana resztami”’.

Woprowadzajac warunkowq sume kwadratow dla zmiennej Xy+1 dodanej na koricu (poréwnaj (5-8)):

SS(Xp+1|X1, Xy, ..., Xp) = Regresja SS(Xy, Xy, ..., Xp, Xp+1) - Regresja SS(Xy, Xy, ..., Xp) (17-1-3.11)

mozemy podzieli¢ sume¢ kwadratow regresji na kilka sposobow, tak aby podkresli¢c wktad z powodu dodania
na koncu catej grupy zmiennych do modelu regresji, ktory zawiera juz w sobie inne grupy zmiennych.
Podstawowe rownanie regresji mozna wigc zapisac nastepujaco:
TSS = Regresja SS(X1, Xs,......, X.1)
+ Regresja SS(Zy, Z, ..., Zea | X1, Xo, ooy Xi1)
+ Regresja SS(X1Zy, X1Zy,......y XraZea | Xay Xogevvy Xra, Z1, Zoy...y Zeg) + SSE =
= SSReg + SSE (17-1-3.12)
gdzie podziatu TSS dokonano uwzgledniajac wpierw wplyw zmiennych rzedowych X, potem wplyw
zmiennych kolumnowych Z, a dopiero na koficu wptyw ich oddziatywania XZ.
Natomiast, jesli chcemy uwzgledni¢ wptyw zmiennych rzedowych w modelu, w ktéorym juz sa zmienne
kolumnowe, to podstawowe réwnanie regresji ma postac:
TSS = Regresja SS(Zy, Z, .....,Zc1) + Regresja SS(X1, Xa,.oovo0, Xea| 21, Z2, voeeiZe 1)
+ Regresja SS(X1Z1, X1Zp,. ooy XraZea | Xe, Xo, oo, Xety 21, 2y, ..., Zey) + SSE=
= SSReg + SSE . (17-1-3.13)
Wprowadzmy oznaczenia:
Regresja SS( Xy, Xz,......,Xr.1) =SSR
Regresja SS(Z; Z,, .....,Z¢.1) = SSC (17-1-3.14)
Regresja SS(X1Z;, X1Z,,. ..., Xr1Zc1 ) = SSRC
gdzie SSR, SSC oraz SSRC s3 bezwarunkowymi sumami kwadratow. Réwnania (17-1-3.12) i (17-1-3.13)

mozna teraz zapisac nastgpujaco:

SSR + SS(C|R) + SS(RC|R, C) + SSE = TSS (17-1-3.15a)
Ooraz
SSC + SS(R|C) + SS(RCIR, C) + SSE =TSS . (17-1-3.15b)
Kazde z tych rbwnan mozna zapisa¢ w postaci:
SSReg + SSE = TSS (17-1-3.16)
gdzie:
SSReg = SSR + SS(C|R) + SS(RC|R, C) = SSC + SS(R|C) + SS(RC|R, C) . (17-1-3.17)
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Jak wida¢, obok bezwarunkowych sum kwadratoéw SSR oraz SSC, czlon regresji SSReg roéwnania (3.9)
zawiera warunkowe sumy kwadratow.
Sczeg6lnym przypadkiem jest schemat z réowng liczebnoscig komorek. Mozna wtedy pokazaé, ze

zachodzg réwnosci:

SSR = SS(R|C)

SSC = SS(C|R) dla komoérek z rowng liczebnoscia . (17-1-3.18)

SSRC = SS(RC|R, C)
Zatem , gdy wszystkie liczebnos$ci proby sa w komorkach takie same, wtedy warunkowe sumy kwadratow nie
sg zalezg od zmiennych bedacych juz uprzednio w modelu i fundamentalne rownanie regresji przyjmuje znang

postac (17-1-2.5):

SSR + SSC + SSRC + SSE = TSS . (17-1-3.19)
W przypadku komorek z rozng liczebnos$cia, sytuacja wyglada nastepujaco:

SSR # SS(R|C)

SSC # SS(C|R) dla komoérek z r6zng liczebnoscia , (17-1-3.20)

SSRC # SS(RCRR, C)
skad wynika, ze w przypadku tym, rownanie (17-1-3.19) nie jest poprawne i podstawowe rownanie regresji
musi mie¢ posta¢ (17-1-3.12) lub (17-1-3.13). Z réwnan tych wida¢ znaczenie kolejnosci, w ktorej czynniki
(dajace wptywy gtéwne) sa wprowadzane do modelu. Wyjatek stanowi przypadek, gdy zachodzi zwiazek
(17.2) dla liczebnosci w komorkach i na brzegach tablicy danych (warunek proporcjonalno$¢ czestosci w

komorkach, oznaczajacy stochastyczng niezalezno$¢ czynnikoéw R i C):

ni.n.
nij = (172’)
n..
Gdy warunek (17.2) jest spetniony, wtedy okazuje sie, ze zachodzg nastepujgce roéwnosci:
SSR=SS(R|C)
SSC=SS(C|R) (17-1-3.21)

SSRC=SS(RC|R,C)

Widzimy, ze chociaz i w tym przypadku rownanie (17-1-3.19) nie jest spelnione, to réwnania (17-1-3.12) i
(17-1-3.13) upraszczajg si¢, sprowadzajac do pojedynczego rownania:

SSR + SSC + SS(RC|R,C) + SSE = TSS (17-1-3.22)
W réwnaniu (17-1-1.22) tylko wyraz SS(RC|R,C) rézni go od roéwnania (17-1-3.19). Poniewaz suma
kwadratow SS(RC|R,C) moze by¢ otrzymana przez wynikajace z (17-1-3.22) odejmowanie sum bezwzlednych
od TSS, zatem w przypadku gdy zachodzi warunek proporcjonalnosci czestosci w komorkach (17.2),
standardowe obliczenia ANOVA prowadzone dla komorek z rowng liczebno$cia moga by¢ wykonane, bez

potrzeby stosowania metody analizy regresji.

Ponizszy schemat podsumowuje sposéb postepowania przy wyborze metody analizy statystycznej w

dwuczynnikowej ANOVA. Dolny prostokat diagramu zostanie omowiony w Rozdziale 18.
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Diagram 17-1-3.1. Diagram post¢powania przy wyborze metody analizy w dwuczynnikowej ANOVA.

Rozdzial 17-2. Czynnik ustalony i losowy cz.1l (réwna i wieksza od 1 liczebno$¢ w komorkach).

W Rozdziale 16.4 zostaly wprowadzone pojgcia czynnika ustalonego i losowego wraz z
uzasadnieniem postaci stawianych hipotez oraz testow. W jednoczynnikowej ANOVA test statystyczny ma
taka samg posta¢ dla czynnika ustalonego i losowego, chociaz stawiane hipotezy maja posta¢ rézna. Tzn.,
podczas gdy dla czynnika ustalonego hipoteza zerowa zwigzana byta z rownoscig wartosci oczekiwanych
zmienne]j objasnianej dla réznych pozioméw tego czynnika, to dla czynnika losowego dotyczyta ona braku
rozproszenia owych wartosci oczekiwanych. Podsumowanie sytuacji dla jednoczynnikowej ANOVA zostalo
zawarte w Tabeli 16-4.1. Rowniez w obecnym rozdziale rozwazamy model dwuczynnikowej ANOVA, ktory
realizuje schemat (17.2) dla liczebnos$ci w komoérkach, oznaczajacy w ogdlnosci niezalezno$¢ stochastyczng
czynnikéw R i C. Dodatkowo zaktadamy, ze liczba obserwacji w komérkach jest taka sama i nie mniejsza

od 2. Przypadek z jednostkowa liczebno$cig komoérek zostanie oméwiony w Rozdiale 17-3.
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Uklad danych dla dwuczynnikowej ANOVA z réwng liczebno$cia komorek.

Pierwszym krokiem, ktory nalezy wykonac¢, aby zbada¢ dwuczynnikowy uktad danych, jest stworzenie tablicy
sktadajacej si¢ ze Srednich z obserwacji w kazdej komorce. Mamy r poziomow czynnika ,,rzedowego” R oraz
C poziomow czynnika ,.kolumnowego” C, oraz w kazdej z rc komoérek po n obserwacji, tzn. wszystkie

komorki zawierajg t¢ samg liczbe obserwacji. Tabela danych dla dwuczynnikowej ANOVA ma ponizsza

postac.

Tabela. 17-2.1 Dane, $rednie dla probek i populacji, oraz sumy dla dwuczynnikowej ANOVA [1].

Czynnik ,.kolumnowy” C
Czynnik Sumy oraz
Hrzedowy” R | 1 2 c $rednie
dla rzedow
1 (Y111’Y112’"-’Y11n) (Y121’ 1221°" 12n) (chl’ 1c21°" 1cn) Yiee  Yieo
Y11-,Y11. ) Y126 Y12- ' Yice » ch- ' Hae
Hi1 Hip Hae
2 (Y211’Y212""’Y21n) (YZZl’YZZZ"“’YZZn) (Ych’YZCZ""’Y2cn) Yoee Yz..
Yore + You Yo2e + Yoo Yace + Yace ’
Hay Haa Hae Hor
r (lel'Yr12""’len) (Yr21’Yr22""’Yr2n) (YrclerCZ""'Yrcn) Yro. 1 Yir.. ’
leo ' le- ' Yr2- ! Yr2o ' Yrc- ' Yrc- ! lur-
:url :ur2 ;urc
Sumy oraz Y., Y, Y.... Y. Y..., VY. Y..., Y.
$rednie ol > Tele °2e 1 Te2e ece + lece eee ' Voge:
dla kolumn Ha H.o Hec Hee

Oznaczenia w powyzszej tabeli sa nastgpujace. Y, 0znacza k — ta obserwacj¢ (dana) w komoree (i, j). Tabela

zawiera sumy oraz $rednie dla danych, z ktoérych pobrane sa probki, jak rowniez odpowiednie warto$ci

oczekiwane y; w populacjach (po jednej populacji i jednej probee, dla kazdej komorki).

Laczng sumg w komoree (i, j) oznaczamy jako Yj;,, natomiast sume¢ w catym i — tym rzedzie jako Y,

sumg w calej j — tej kolumnie jako Y,;,, za$ taczng sume wszystkich obserwacji jako Y,,,, zgodnie z

zalezno$ciami:

|u ii uk ’ -J- ZZYuk, ooe

(17-2.23)
i=1k=1

r ¢ n
Z 2 2 Vi -
i=1 j=1k=1
Srednie w probach sa wyznaczone nastepujaco (ze wzgledu na zatozong rowna liczebnosé w komoérkach):
1 n

Vijo =— ZYijk ) (17-224)
Nk=
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Y.
Yieo =22, dlai=1.2,...,r: (17-2.25)

cn
v Yojo .
Yeje = , dla j=1,2,....c; (17-2.26)
n
= Y
Yooo = . (17'227)
crn

Srednie 4, (lub g,;) sa wartosciami oczekiwanymi dla populacji utworzonych z pofgczenia populacji dla
wszystkich kolumn (lub wierszy). Srednia g, odpowiada wartoéci oczekiwanej w populacji generalnej,
powstalej z potaczenia populacji zwigzanych z wszystkimi poziomami czynnika rzgdowego R i kolumnowego
C. Srednia Vij. Jest estymatorem warto$ci oczekiwane ;. Srednie (17-2.25)- (17-2.27) sa estymatorami

warto$ci oczekiwanych w populacjach, ktore (ze wzglgdu na zatozong rowng liczebno$¢ w komorkach) maja

kolejno postac:

Hia =12ﬂij dla i=1.2,..r; (17-2.28)
c
14 .

A =leuij dla j=12,...c; (17-2.29)

i=1

1 r C

Moo == gt (17-2.30)
rc iz =

Catkowita zmienno$¢ warto$ci zmiennej objasnianej w dwuczynnikowej ANOVA, wyrazong ogdlng suma
kwadratow odchylen (TSS), mozna roztozy¢ na zmienno$¢ wyjasniong zmiang poziomu czynnika rzgdowego
R, nastgpnie, wyjasniong zmiang poziomu czynnika kolumnowego C, nast¢pnie, wyjasniong interakcja
czynnika rzgdowego z kolumnowym R X C i w koncu wyjasniong zmiennoscia wewnatrz komorek

(wewnatrzgrupowa) ujeta losowym sktadnikiem biedu E:

r cn

TSS=X Y D (Vi —Yoee)® =

i=1 j=lk=1

= Cni(?n. _?000)2 + mi(?.]. _?00.)2 +ni i(?“o _?i.o _V.j. +?ooo)2 +i i i(YI]k _?Uo)z =

i=1 j=1 i=1j=1 i=1 j=lk=1
= SSR(rzedéw) + SSC(kolumn) + SSRC(oddziatywanie R x C) + SSE(blgd) , (17-2.31)
gdzie:
r __ —
SSR=CNY"(Yies —Y eas)?, (17-2.32)
i=1
n __ —
SSC=rn> (Yejo —Y ees)?, (17-2.33)
j=1
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r ¢ _ — — —
SSRC=NY" > (Yije —Yies =Y ojo +Y eee)?, (17-2.34)
i=1j=1

SSEziii(Yijk ~Yije)?. (17-2.35)
i=1 j=lk=1
Liczba stopni swobody dla kazdego z wpltywow gltownych ujetych w SSR oraz SSC (dla kazdej wariancji
miedzygrupowej) to liczba poziomdéw czynnika pomniejszona o 1. Jest ona rowna:

v, =r -1, gdzier to liczba poziomdéw zmiennej w rzedach, (17-2.36)
dla czynnika R oraz:

v, =C—1, gdzie c to liczba poziom6éw zmiennej w kolumnach, (17-2.37)
dla czynnika C.

Liczba stopni swobody dla wariancji migdzygrupowej przy efekcie interakcji jest pomnozona liczba kolumn 1
wierszy po odjeciu jednego poziomu z kazdego czynnika:

Ve =(r-(c-1). (17-2.38)
Wewnatrzgrupowe stopnie swobody, tak jak w przypadku jednoczynnikowej analizy wariancji, to suma stopni
swobody dla wszystkich grup:

ve =rc(n-1). (17-2.39)
Suma powyzszych stopni swobody jest rowna ogdlnej liczbie stopni swobody v dla TSS tzn.:

v=K+vg =(v, +V; +V)+ve =rcn —1. (17-2.40)
Taki podziat liczby stopni swobody wynika z podanego w Rozdziale 17-1 dowolnego rozktadu (17.12) lub
(17.13) (porownaj (5-9) w Rozdziale 5-1-2) ogolnej sumy kwadratow odchylen na sumy czeSciowe TSS =
SSReg + SSE (17.16). Podzial ten jest rowniez widoczny z przedstawionego modelu regresji (17.16) dla
dwuczynnikowej ANOVA, z ktorego wida¢, ze liczba stopni swobody dla SSReg, ktora jest zwigzana z
modelem regresji ze zmiennymi ukrytymi X i Z wraz z ich interakcja, jest rowna liczbie wspotczynnikow
kierunkowych, a;,5; i yij modelu regresji:

K=v, +ve +v - (17-2.41)
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Hipotezy zerowe dla dwuczynnikowej ANOVA.

W dwuczynnikowej ANOVA rozwazane s3 hipotezy zerowe o (a) braku ogélnej zaleznosci
korelacyjnej oraz (b) o réwnosci warto$ci oczekiwanych w rozktadach brzegowych dla czynnika C oraz R i 0

niewystepowaniu interakcji pomiedzy tymi czynnikami.
(a) Analiza ogdlnej zaleznosci korelacyjne;.

Z powyzszego raportu widac, ze statystyka testowa F dla tesowania hipotezy o braku ogoélnej zalezno$ci
korelacyjnej pomigdzy zmienng objasniang Y i wszystkimi czynnikami (czyli R oraz C z uwzglgdnieniem

ich interakcji), czyli statystyka stuzaca to testowania fgcznie trzech hipotez:

HO(R) ‘Hie = Hoe =---= Hre s
HO(C):/uol =Heg =+ = Hec » (17-242)
Ho(RC): 7ij = fij — tie — taj + e =0 dla 1=12,....r; j=12,.., ¢

ma nastepujaca postac [1]:

_ MSReg

F= e (17-2.43)
przy czym:
MSReg— SSIF:eg (17-2.44)
MsE = >5E (17-2.45)
VE

gdzie MSReg jest $rednig sumg kwadratow dla regresji, natomiast MSE jest $rednig wariancja
wewnatrzgrupowa, a odpowiednie liczby stopni swobody wynosza: dla modelu regresji k=v, +v, +v,,
(17-2.41), a dla blgdu vg =n,, —1—k. Przy prawdziwosci hipotezy zerowej o jednorodnosci wariancji w
elementarnych populacjach (czyli w komorkach dla wszystkich zestawow wartosci  (17.8) ukladow
zmiennych wskazujacych X oraz Z) oraz przy prawdziwosci hipotezy zerowej (17-2.42) o braku ogdlnej
zalezno$ci korelacyjnej zmiennej Y od wszystkich czynnikow, statystyka F (17-2.43) ma rozktad F-Snedecora
z liczba stopni swobody licznika k oraz mianownika v .

W przypadku, gdy hipoteza zerowa o braku ogodlnej zaleznosci korelacyjnej Y od czynnikow zostanie
odrzucona, przystepujemy do testowania osobno jej hipotez sktadowych dla wplywoéw gtéwnych oraz dla
interakcji, szukajgc przyczyny odrzucenia hipotezy o braku ogodlnej zaleznosci korelacyjnej. Analiza ta jest

przedstawiona ponize;j.
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(b) Analiza hipotez zerowych o réwnosci wartosci oczekiwanych dla czynnikow rzedowego R i
kolumnowego C w ich w rozktadach brzegowych oraz o niewystgpowaniu cztonu interakcji RxC .

Hipotezy te sktadaja si¢ na hipoteze tacznag (17-2.42).

i) Hipoteza zerowa o braku gtownego wpltywu (efektu) ustalonego czynnika rzedowego R, ma postac:

Ho(R): the = tpe = o=y, . (17-2.46)
Hipoteza ta oznacza, ze nie ma réznic pomiedzy warto$ciami oczekiwanymi zmiennej objasnianej dla r6znych
poziomow czynnika glownego R.
ii) Hipoteza zerowa o braku glownego wpltywu (efektu) ustalonego czynnika kolumnowego C, ma

postac:
HO (C) : /Llol = :LIOZ == /Lloc . (17-247)

Hipoteza ta oznacza, ze nie ma réznic pomiedzy warto$ciami oczekiwanymi zmiennej objasnianej dla r6znych
poziomow czynnika gléwnego C.

iii) Hipoteza zerowa o braku interakcji (oddzialywania) pomig¢dzy wierszami i kolumnami oznacz, ze
wplyw poziomu czynnika rzgdowego R wewnatrz jakiejkolwiek kolumny jest taki sam (tzn. nie zalezy od
kolumny) oraz, ze wptyw poziomu czynnika ,kolumnowego” C jest taki sam wewnatrz jakiegokolwiek
wiersza (tzn. nie zalezy od wiersza). Hipoteza ta ma postac:

HO(RC))/IJ E,uij —,Lli.—/,l.j +ll,l..:0 ) dla i=l,2,...,l’; j=1,2,...,C, (17'248)

co oznacza, ze wszystkie wyrazenia Vij = Hij = Mie — Hej + e wewnatrz sumy

Dicg 2o (pti — i 1 + 1..)%, (ktorej estymatorem jest SSRC, (17-2.34)), sa rowne zero.

Aby okresli¢ test statystyczny dla dwuczynnikowej analizy wariancji, musimy ocenié, czy kazdy z
dwoch czynnikéw jest ustalony czy losowy. Klasyfikacja czynnikow zalezy czesto od spojrzenia badacza na
zagadnienie. Nalezy rozwazy¢ trzy przypadki:

P1. Przypadek, gdy oba czynniki sg ustalone.
P2. Przypadek, gdy oba czynniki sg losowe.

P3. Przypadek czynnikow mieszanych, gdzie jeden czynnik jest ustalony, a drugi losowy.

P1. Oba czynniki ustalone.
a) Uogolnieniem modelu regresji (17-1-1.29) dwuczynnikowej ANOVA do modelu z interakcja czynnikow

ustalonych ma nast¢pujaca postaé:

r-1 c-1 r-1c-1
Y=,u+Za|X|+Z,BJZJ+ZZ}/UX|ZJ+E . (17-249)
i=1 j=1 i=1j=1
Zmienne ukryte (wskazujace) X;, i=12,..,r-1, oraz Z;, j=12,.,c-1, sa opisane nastepujacym

kodowaniem (17-1-1.30):
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dla poziomu r czynnika R

1 dla poziomu i-tego czynnika R , i=12,..r-1
X:i=:{-1
| 0 w pozostalych przypadkah

(17-1-3.8")

-1 dla poziomu c¢ czynnika C

1 dla poziomu j—tego czynnika C , j=1,2,.,c-1
0 w pozostalych przypadkadh

Wykorzystujac kodowanie (17.8), model ANOVA dla obu czynnikéw ustalonych mozna zapisac nastgpujaco:
Yic =p+o; + B+ + By, (17-2.50)

gdzie zmienna losowa E;jy jest bledem (reszta) zwiazanym z k-ta obserwacja w komorcee (i, j).
Parametry modelu regresji sa w nastgpujacy sposOb powigzane z wartosciami oczekiwanymi w

(pod)populacjach (porownaj (17-1-1.31)- (17-1-1.35)):

M=l ; O =fhie —Mee dla 1=1,2,...,r; Bi=n;—u., dla j=12,....¢;

Vi =M — i — Moy + ., dla i=12,...,r; j=12,..,c, (17-2.51)
A 1 C 1 r 1 r C
gdzie: g4, == wij » (17-2.28), u,; ZFZ““ , (17-2.29), pteg =—2. > wjj , (17-2.30), przy czym state o,
Cija i=1 Mi=1j=1

B, oraz y;; spetniajg zaleznoSci:

Z::lai =0, Zj:lﬂj =0, Zir:ﬂ/ii =0, ZC,-JU- =0. (17-2.52)

Widzimy, ze tak jak dla jednokierunkowej analizy wariancji, model ANOVA moze by¢ zapisany badz w
postaci zawierajacej sktadnik rownania regresji (17-2.49) ze zmiennymi ukrytymi, badz w postaci sumy
réznych kombinacji parametréw strukturalnych tego modelu regresji (17-2.50), ktéra jest bezposrednio rowna
(zgodnie z (17-2.51)) warto$ci oczekiwanej zmiennej obja$nianej Y w populacji oznaczonej parg wskaznikow
(i, J):
Wi =+ + B+ - (17-2.53)

Zatem model ANOVA dla obu czynnikow ustalonych ma posta¢ (17-2.53). Ponizej przedstawione sg modele
ANOVA zapisane w postaci kombinacji sumy parametrow strukturalnych (lub odpowiadajacych im

zmiennych losowych dla poziomow) dla przypadkow obu czynnikow losowych i dla czynnikéw mieszanych.

P2. Oba czynniki losowe.
Model ANOVA ma postaé:

Yijk:ﬂ+Ai +Bj +Cij+Eijk , i=12,...,r;j=12,..,¢c; k=1,2,...,n, (17-2.54)
gdzie zmienne losowe A;, B;, Cjj, oraz Ejj sa wzajemnie niezalezne i majg rozktady:

A N, o), BN, o2), CiN@©, o), Eix:NQO, o). (17-2.55)
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Wariancje O'é , O'é , oﬁc , oﬁc sg wlasciwymi miarami rozproszen odpowiednich warunkowych wartosci

oczekiwanych zmiennej zaleznej Y (poroéwnaj tekst przed (16-4.22)), zwigzanymi kolejno z wptywami

glownymi czynnika rzedowego R i czynnika kolumnowego C oraz wptywem oddziatywania RC.
P3. Czynniki mieszane.

a) Model ANOVA ma postac:
Yi =u+a; +B; +C; + E; i=12,...,r;j=12,..,c; k=1,2,...,n, (17-2.56)

gdzie czynniki sg mieszane, tzn. czynnik rzgdowy R jest ustalony, a czynnik kolumnowy C, losowy.

Zatem ze wzgledu na ustalony czynnik R zachodzi warunek:

r

o, =0, (17-2.57)
natomiast zmienne losowe B;, C;; oraz E;j sa wzajemnie niezalezne i maja rozktady:
Bj: N(0, o2), Ci: N(0, o) , Eijx: N(O, o). (17-2.58)
b) Model ANOVA ma postac:
Yijk=/l+Ai +ﬂj +Cij+Eijk , i=12,...,r;j=12,..,c; k=1,2,...,n, (17-2.59)

gdzie tym razem czynniki sg mieszane, tzn. czynnik rzgdowy R jest losowy, a czynnik kolumnowy C,
ustalony. Ze wzgledu na ustalony czynnik C zachodzi warunek:

C
DB =0, (17-2.60)
natomiast zmienne losowe A;, Cj;, oraz E;j sa wzajemnie niezalezne i maja rozktady:

A N(O, ), Ci: N(O, 2. ) , Ein: N(O, o). (17-2.61)

Posta¢ hipotez zerowych.

Odpowiednie hipotezy zerowe dla przypadkow P1, P2 i P3 zebrano w Tabeli 17-2.2.

Tabela 17-2.2. Tablica hipotez zerowych dla dwuczynnikowej analizy wariancji [1].

Zrodta P1. P2. P3. modele mieszane
Zmiennosci Y czynniki ustalone czynniki R ustalony, C losowy R losowy, C ustalony
Ho: losowe Hy: Ho: Ho:
;:Z?(/irg)mkR a=a,=..=a, =0 i a=a,=.=a, =0 )
Wy lub or =0 lub or =0
ILL_[.:#Z- :"':/’lro ILL_[.:#Z- :"':/’lro
Comi =, == . =0 2 fi=== =0
wy lub 2 =0 oc =0 lub
/,[.l :/,l.z :...:ﬂ.c ll’l.]_:;l’loz :"':ILl.C
Oddzialywanie | », =0, ol =0 ol =0 Ohe =0
RC L
dla wszystkich i, j
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Testy statystyczne do weryfikacji hipotez zerowych (17-2.46)-(17-2.48).

W poroéwnaniu z jednokierunkowa ANOVA, w przypadku dwuczynnikowej i wieloczynnikowej ANOVA
wystepuje roéznica w postaci hipotez statystycznych, ktéore maja, np. dla czynnikoéw ustalonych postaé
Ho(R): s, = ttye = .= e, Ho(C): g1y = i = ... = i, 013z Hy(RC): 7jj = fij — Mie —Haj + Hee =0.
Rézne sa tez postacie stosowanych statystyk testowych. Jednak rozumowanie, ktéore doprowadzito w

jednoczynnikowej ANOVA od zaleznosci (16-4.24):

Husc _ E(MSG) _ o +ngoj
tvse  E(MSE) ol

do postaci statystyki testowej F=MSG/MSE, (16-4.24), mozna uogolni¢ na przypadek dwuczynnikowej

(16-4.24%)

ANOVA. Ponizej podamy jego najistotniejsze rezultaty.

W celu lepszego uchwycenia istoty hipotez zerowych oraz odpowiednich testow statystycznych F (zebranych
dalej w Tablicy 17-2-4), warto porowna¢ Tabele 17-2-3 i 17-2-4 z Tabelg 16-4.1 dla jednoczynnikowej
ANOVA oraz z (dalsza) Tabela 17-3.2 dla ANOVA z losowo dobieranymi blokami. W Tabeli 17-2-3 podano
warto$ci oczekiwane licznikow 1 mianownikow ($rednich sum kwadratow) odpowiednich statystyk testowych

F dla dwuczynnikowej ANOVA.

Tabela 17-2.3. Wartosci oczekiwane §rednich sum kwadratow dla dwuczynnikowej ANOVA [1].

Zrédia Wartosci oczekiwane Srednich kwadratow E(MS) dla licznikow i mianownikow statystyk F
Zmiennosci Y
P1. P2. P3. P3.
Czynnik ustalony Czynnik losowy R-ustalony, R-losowy,
C-losowy C-ustalony
Czynnik E(MSR) =
rzedowy R Ué+cn Zr:(,tli._ﬂ--)zz o-é+n0',%C+ Gé-&-nﬁéc-f- O'é"'no'éc"‘
r-15 cnod cn ko, cnod
cn g R 1 R
r—1;
O'é + 3 af =1
r-lig
Czynnik E(MSC) =
kolumnowy C o2+ rn ch(ﬂ.'—/l--)zz o2 +nodc + o2 +nohe + o2 +nodec +
c-1jm ! rnod rnod rng o
P
2 " rn iﬂz c— j=1
0 —_— -
E c-1 j=1 J
Oddzialywanie E(MSRC) =
Gé "';Zr: i?’ijg O'é-f—ﬂ(ﬂ%c Gé+naéc aé+naéc
(r=)(c-1)ixz =
Blad E o2 o2 o2 o2

Analizujagc Tabelg¢ 17-2.3 oraz hipotezy zerowe zebrane w Tabeli 17-2.2, mozna dostrzec postac

odpowiednich testow F podanych ponize;j.
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Zalozenia dla testow F.

Aby uzy¢ testu F musza by¢ spelnione nastgpujace zatozenia:

a. Dla modeli z ustalonymi czynnikami obserwacje Y, sa statystycznie niezalezne jedne od drugich.

(Zatozenie to nie jest spelnione wtedy, gdy w model dwuczynnikowej ANOVA z réwna liczba

obserwacji w komorkach zostaja wlaczone czynniki losowe, gdyz obserwacje Yijk sa wtedy

wzajemnie zalezne.)
b. Kazda obserwacja pochodzi z populacji o rozktadzie normalnym.
c. Kazda populacja zwigzana z konkretnag komodrka ma taka sama wariancje (czyli zaktadamy, ze

wariancja jest jednorodna).
W weryfikacji hipotez zerowych w ANOVA wykorzystuje si¢ test F:

a. dla wptywu gtownego czynnika R (poziomy w rzgdach),
b. dla wplywu gléwnego czynnika C (poziomy w kolumnach),
c. dlainterakcji ,,RC” migdzy czynnikami.

W liczniku kazdej z tych statystyk testowych F wystepuje wariancja miedzygrupowa, ktdra odnosi si¢ do
porownan migdzy Srednimi dla danego wplywu gltéwnego lub interakcji. W mianowniku znajduje si¢
wariancja wewnatrzgrupowa, ktora we wszystkich testach F z czynnikiem ustalonym jest $rednig sumg
kwadratow odchylen wszystkich wynikéw od $rednich w odpowiadajacych im grupach (czyli od $rednich
wewnatrzgrupowych).

Jednakze, w przypadku czynnika losowego, wariancja wewnatrzgrupowa jest mianownikiem statystyki F
jedynie w przypadku testowania interakcji. Jak o tym powiemy ponizej, w przypadku testowania wptywow

gléwnych w mianowniku statystyki F wystepuje srednia suma kwadratow dla interakcji.

Wpltywy gtéwne w dwuczynnikowej ANOVA obliczamy poprzez ustalenie stosunku F w kolumnach badz w
wierszach. Jak wspomnieliSmy, z postaci wartosci oczekiwanych statystyk podanych w Tabeli 17-2.3 i
wchodzacych w sktad rozktadu TSS, mozna poda¢ postaé statystyki testowej F, ktéra zalezy od tego czy

czynnik jest losowy czy ustalony. Mozemy wiec rozwazy¢ nastepujace sytuacje:

1. Gdy hipotezy zerowe sa jak w przypadku P1 (kolumna pierwsza w Tabeli 17-2.2). Zaréwno czynnik
rzedowy R jak i kolumnowy C jest ustalony. Testy F obliczamy wedtug nastepujgcych wzordéw (podano tez
odpowiednie liczby stopni swobody licznika i mianownika statystyki F (17-2.36)-(17-2.39)):

F(R) = MSR

=VISE ' z v, =r-1 licznikai vy =rc(n—1) mianownika, (17-2.62a)
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MSC

F(C)= VSE z v, =c-1 licznikai vy =rc(n—1) mianownika, (17-2.62b)
MSRC o . .
F(RC) = “VSE z v, =(r-1(c-1) licznikai v =rc(n—1) mianownika. (17-2.62c)
2. Gdy hipotezy zerowe sg jak w przypadku P2 lub P3 (kolumna druga lub trzecia w Tabeli 17-2.2).

Zaréwno czynniki rzedowy R jak i kolumnowy C jest losowy lub zachodzi przypadek mieszany, tzn. jeden z

czynnikow jest losowy a drugi ustalony. Testy F obliczamy wedlug nastgpujacych wzorow:

F(R) = _MSR : zv,=r-1 licznikai v,, = (r —1)(c—1) mianownika, (17-2.63a)
MSRC
MSC N : .

F(C)=——, zv,=c-1 licznikai v,, = (r —1)(c —1) mianownika, (17-2.63b)
MSRC

F(RC) :'\:/IS—?EC , zv,.=(r-1(c-1) licznikai v¢ =rc(n—1) mianownika. (17-2.63c)

Jak wida¢, statystyka do testowania hipotezy o braku interakcji jest taka sama w obu przypadkach.

Tabela 17-2.4. Tablica dwuczynnikowej analizy ANOVA [1].

Zrodta Liczba Suma Sredni kwadrat Postac statystyki testowej F
zmiennosci Y stopni kwadratow | odchylenia
swobody odchylen P1.Dla P2i P3.
wplywu Dla wptywu
ustalonego losowego i
mieszanego
Czynnik rzgdowy v, =r-1 SSR SSR
R (wplyw gléwny) MSR = -1 MSR/ MSE MSR/ MSRC
Czynnik ve=Cc-1 ssc SsC MSC/ MSE MSC/ MSRC
kolumnowy SC= (c—1)
C (wplyw gtoéwny) MSRC/ MSE MSRC/ MSE
Oddzialywanie Vie = SSRC SSRC
MSRC=———
RxC (r=1(c-1) (r—1)c-1)
Blad E vg =rc(n-1) | SSE _ SSE
" re(n-1)

Razem v=rcn-1 TSS

Podsumujmy. Podobnie jak pod koniec Rozdzialu 16-4 dla jednoczynnikowej ANOVA tak i teraz, zauwazy¢
mozna, ze W powyzszych rozwazaniach (podsumowanych w Tabelach 17-2.4 i 17-2.3) zwraca uwagg
zwiazek postaci ilorazow wartosci oczekiwanych $rednich kwadratow odchytek z postacig hipotez zerowych
Ho (Tabela 17-2.2) i ich wplyw tak na posta¢ statystyk testowych F jak i wartosci jakie, w przypadku

prawdziwos$ci Hy, statystyki F na ogét przyjmuja.
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Rozdzial 17-2-1. Przyklad: ,,wydolnos¢ phuc”

Pewne przedsigbiorstwo postanowilo sprawdzi¢ jaka jest wydolnos¢ ptuc (WP) pracownikow w nim
pracujacych, ktorzy sa poddani wptywowi jednej z trzech mozliwych réznych substancji toksycznych (¢ = 3).
Tak si¢ zlozyto, ze pracownicy tegoz przedsigbiorstwa mieszkali w trzech réznych dzielnicach, a w kazdej z
nich zasadzono inny gatunek rosliny (trawy). W zwiazku z tym, rozwazano takze wptyw na wydolnos¢ ptuc
pracownikow tych trzech (r = 3) gatunkow roslin.

Bardzo niska wydolnos$¢ ptuc pracownikow (mata wartos¢ WP) swiadczy o zaburzeniach w oddychaniu, za$
wysoka wydolnos¢ ptuc (duza wartos¢ WP) oznacza brak probleméw z oddychaniem.

Dla kazdego gatunku rosliny (trawy) i dla kazdego rodzaju substancji toksycznej pobrano probke n = 12 0s6b
(tzn. jest 3x3 =9 populacji, z ktorych poprano probki 12 osobowe).

Zadanie. Przeprowadzi¢ analiz¢ przyktadu w SAS, odpowiadajac na nastgpujace pytania:

1) Czy rosliny maja istotny wptyw na wydolnos$¢ ptuc pracownikdéw?

2) Czy toksyczne substancje majg istotny wptyw na wydolno$¢ ptuc pracownikow?

3) Czy taka sama jest zmiana wydolnosci ptuc podczas zmiany substancji toksycznej w ramach wptywu
konkretnego gatunku roslin. Wystepowanie tych réznic w zmianie $redniego poziomu wydolno$ci ptuc bytyby
$wiadectwem wystepowania interakcji. (Zbada¢ wptyw interakcji gatunkow roslin i typu substancji toksycznej

na wydolnos$¢ pluc.)
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Tabela. 17-2-1.1. Dane dla przyktadu ,,wydolno$¢ ptuc” [1] (Wyliczono réwniez sumy i Srednie).

Rodzaj toksycznej substancji C
Gatunek rosliny R a b c Sumy i §rednie w rzedach
1 4,64 3,21 3,75 Yiee =13333
5,92 3,17 250 v
5,25 3,88 265 Y1ee =370
6,17 3,50 2,84
4,20 2,47 3,09
5,90 4,12 2,90
5,07 3,51 2,62
413 3,85 2,75
4,07 4,22 3,10
5,30 3,07 1,99
4,37 3,62 2,42
3,76 2,95 237
Yll' :58,78 le. :41,57 Y130 :32198
Yll' :4,90 le. :3,46 Y713. = 2’75
2 512 3,92 2,95 Yse. =140,51
6,10 3,75 321 g
4,85 4,01 3.15 V2en =3,90
4,72 4,64 3,25
5,36 3,63 2,30
5,41 3,46 2,76
531 4,01 3,01
4,78 3,39 2,31
5,08 3,78 2,50
4,97 3,51 2,02
5,85 3,19 2,64
5,26 4,04 2,27
YE]_. =62.81 Y_220 =45,33 Y,5 =32,37
YZ].O :5,23 Y22. :3,78 Y_23. =2,70
3 4,64 4,95 2,95 Y3.. =14873
4,32 5,22 2,80 o
4,13 5,16 3,63 Vae =413
5,17 5,35 3,85
3,77 4,35 2,19
3,85 4,89 3,32
4,12 5,61 2,68
5,07 4,98 3,35
3,25 577 3,12
3,49 5,23 4,11
3,65 4,86 2,90
4,10 5,15 2,75
Y31. :49,56 Y32. :61,52 Y33. :37,65
Y3 =413 Y. =513 Y3, =314
Sumy i $rednie Y. =17115 | Y,,, =14842 Y.3. =10300 Yoo =422,57
kolumnach v v va va
w Kolu Yolc =4,75 Y.Z. =412 Y30 = 2,86 Yeee =3,91
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Rozwiazanie.

Mamy dwa czynniki gtowne. Rozne gatunki rozwazanych roslin (rzedy), oznaczajace trzy roézne poziomy
czynnika ,,gldownego” R, oznaczymy numerami 1, 2, 3. R6zne rodzaje substancji toksycznych oznaczajace trzy
rézne poziomy czynnika ,.gtownego” C, oznaczymy jako a, b, c. Wszystkie obserwowane wartosci WP

zostaly zawarte powyzej w Tabeli 17-2-1.1.

Ad1) Hipoteza zerowa dla ,,rzedowych” (brzegowych) wartosci oczekiwanych czynnika rzedowego R, ktorym

jest gatunek rosliny, ma postac:
HO(R) lLl]_o = ILIZO = ;LIBQ

Oznacza ona brak gtownego wplywu od czynnika R, czyli gatunku rosliny na WP pracownikow.

Ad 2) Hipoteza zerowa dla ,.kolumnowych” (brzegowych) wartosci oczekiwanych czynnika kolumnowego C,
ktorym jest rodzaju substancji toksycznej, ma postac:
HO (C) : Heg = Hepy = Hec

Oznacza ona brak gldownego wptywu od czynnika C, czyli rodzaju toksycznej substancji na WP pracownikow.

Ad3) Hipoteza zerowa o braku interakcji pomiedzy czynnikami ma postac:
Ho(RxC): wjj — pia — e + ee =0, dla kazdej pary i, j,
co mozna zapisa¢ rOwniez nastepujgco:
Ho(RxC): tij — fie = Hej = Mo dla kazdej pary i, .
Hipoteza ta oznacza brak zmiany WP na skutek zmiany substancji toksycznej (okre$lonej indeksem j) dla
wpltywu konkretnego gatunku rosliny i, przy zmianie gatunku rosliny i. Istnienie takiej zmiany $redniego
poziomu WP jest Swiadectwem wystepowania interakcji.
Gdy zamienimy rolami czynnik R oraz C, wtedy hipoteze ta mozna zapisaé nastepujgco:
Ho(RXC): f — paj = thie = Hae dla kazdej pary |, J,
co oznacza brak zmiany WP na skutek zmiany gatunku roslin (okreslonej indeksem i) w ramach wpltywu

konkretnej substancji toksycznej j, wraz ze zmiang substancji toksycznej j.
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Polecenia w pakiecie SAS’a.

1) Tworzymy tabele danych na podstawie, ktorych przeprowadzamy dwuczynnikowg ANOVA.
Tworzenie tabeli z danymi:
Tools — Table Editor.
2) Zapisujemy tabele z danymi w wybranej bibliotece. Nastgpnie rozpoczynamy analizg, wybierajac z
paska Menu polecenia:
Solutions — Analysis — Analyst.
3) Otwieramy wczesniej zapisane dane stosujac polecenia:
Edit — Open By SAS Name— wskazujemy bibliotek¢ w ktorej zostaly zapisane dane — wybieramy dane
dla przyktadu.
4) Dokonujemy dwuczynnikowej analizy wariancji:
Statistics — ANOVA — Factorial ANOVA — WP (Dependent); Gat.roslin, Rodz.Subst (Independent)
a) Model — Standard Model — Effects up to 2 —way interaction.
b) Tests:  Error — Gat.roslin * Rodz.substancji
Add — Gat.roslin; Rodz.substancji

c) Statistics — Type L, 11
d) Means — Comparison method — Scheffe’s multiple — comparison procedure

Breakdown — zaznaczamy: Mean; Std.dev.; Variance; Num.Obs; Minimum; Maximum
¢) Plots: Means — Plot dependent means for main effect; — Plot dependent means for two - way effect

Residual — Plot residual vs variable; Ordinary; Predicted Y; Independents

Influence — Plot influence statistics vs variable; Deffits; Predicted Y; Independents

f) Save Data — Create and save diagnostics data; PREDICTED Predicted Values

218



Wykresy i ich omdéwienie.

Zanim przystagpimy do analizy numerycznych raportow SAS,a przyjrzyjmy si¢ wykresom pomagajacym
zorientowac si¢ co do zwigzkéw pomiedzy $rednimi. We wstgpnym oméwieniu sytuacji w pobranej probce
(zgrupowanej w dziewieciu komorkach dla trzech gatunkéw roslin (1,2,3) i trzech substancji toksycznych

a,b,c), odwotamy si¢ do wykreséw wygenerowanych przy pomocy pakietu Analyst.

Wykres 1. Ponizszy wykres przedstawia empiryczng lini¢ regresji, ktéra wyraza zaleznosci S$redniej
wydolnosci ptuc (WP) od poziomu czynnika gtownego, ktoérym jest rodzaj substancji toksycznej (a,b,c)
(czynnik C). Na wykresie zaznaczono réwniez odchylenia standardowe od wartosci $rednich ,.kolumnowych”

(brzegowych) dla poziomu a,b,c, wptywu gtownego substancji.

Przyktad: wydolnosé piuc

55

25

T
b

Substance

Na podstawie powyzszego wykresu mozna by wyciagnaé wniosek, ze zmiana $redniej wartosci WP wraz z

typem substancji toksycznej jest istotna statystycznie. Wniosek ten zgadza si¢ z dalsza analiza numeryczna.
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Wykres 2. Ponizszy wykres przedstawia empiryczng linie regresji, dla zalezno$ci $rednich ,,rzedowych”
(brzegowych) WP od poziomu czynnika gléwnego, ktérym tym razem jest gatunek ro$liny (1,2,3) (czynnik
R). Na wykresie zaznaczono rowniez odchylenia standardowe od wartosci $rednich ,,rzedowych” dla poziomu

1,2,3, wptywu gtownego gatunku rosliny.

Przyklad: wydolnosé piuc

7.0

5.5

WP

10

Plant

Na podstawie powyzszego wykresu mozna by wyciagnaé wniosek, ze zmiana $redniej wartosci WP wraz z
gatunkiem ros$liny jest rOwniez istotna statystycznie. Jednakze, chociaz wniosek ten zgadza si¢ z dalsza

analizg numeryczna, to nie jest on juz tak wyrazny jak w przypadku wptywu substancji toksyczne;j.
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Wykres 3. Ponizszy wykres przedstawia empiryczne linie regresji dla rozktadu zmiennej WP wewnatrz tabeli
danych. Linie wyrazaja zaleznos$ci $redniej WP od poziomu dwodch czynnikdéw, ktérymi s3: rodzaj substancji
toksycznej (a,b,c, oznaczonej kolorem) oraz gatunek rosliny (1,2,3). Na wykresie zaznaczono odchylenia

standardowe od wartos$ci §rednich w komoérkach dla poziomoéw a,b,c oraz 1,2,3.

Przyklad: wydeclnosé piuc

55

WP

25

Plant

Substancs

Mozna zauwazy¢, mniejszy wptyw gatunku rosliny na $rednig warto§¢ WP w przypadku substancji toksycznej
¢ (niz dla pozostalych dwoch substancji a i b, dla ktérych wpltyw ten jest rowniez roézny). Sugeruje to

wystepowanie interakcji pomiedzy czynnikami (potwierdzonej ponizej w tescie statystycznym).

Wykres 4.Test jednorodnos$ci wariancji w komérkach.

ANOVA zaktada konieczno$¢ jednorodnosci wariancji w populacjach. W celu sprawdzenia tej hipotezy dla
rxCc=9 rozwazanych populacji (po jednej dla kazdej komorki wewnatrz tablicy danych , Tabela. 17-2-1.1.),
przeprowadzamy odpowiednie testy statystyczne. Korzystajgc z procedur dla jednokierunkowej ANOVA,
skonstruowanej tak, aby kazda z rxc=9 - ciu komorek tablicy danych odpowiadata jednemu z 9-ciu
mozliwych pozioméw nowego czynnika o poziomach numerowanych kolejnymi komorkami, stwierdzamy w

oparciu o test Bartlett’a, ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy o jednorodnos$ci wariancji.
Bartlett's Test for Homogeneity of WP Variance

Source DF Chi-Square Pr > ChiSqg

Plant Subst komorki 8 12.3778 0.1351
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Dla a=0,01 wniosek ptynacy z testu Brown’a-Forsythe'a (dla ktérego p = 0.0194) bytby taki sam jak dla
testu Bartlett’a, natomiast test Levene'ego (dla ktérego p = 0.0052) daje inny wniosek. Uznajemy, na
podstawie testu Bartlett’a, ze nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o jednorodnosci wariancji w
populacjach dla komoérek. Wniosek ten wydaje si¢ by¢ zgodny z ponizszym rysunkiem dla rozproszen w 9

komorkach proby.

Przyklad: wydolnos3é pluc
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Preciicted WP

Nie majac (jednoznacznych) podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o jednorodno$ci wariancji,
przystepujemy do ANOVA dla weryfikacji hipotez o rowno$ci brzegowych wartosci oczekiwanych oraz o

braku interakgcji.

Analiza numeryczna podsumowana jest ponizszymi raportami SAS’a. W trakcie czytania tego

raportu wstawiono odpowiednie komentarze dotyczace weryfikowanych hipotez statystycznych.

Raport SAS’a.

W ponizszej czeSci raportu zamieszczono dodatkowe informacje dotyczace warto$ci charakterystyk

opisowych w pobranej probie pracownikow. Ze wzgledu na jego oczywisto$¢ pominiemy komentarz.

Przyklad “wydolno$¢ pidc” 15:49 Saturday, April 17, 2004
Breakdown of Means and Other Descriptive Statistics

————————————————————————————————————————— Effect=Overall --------------——-—————"—"——"—"——"—~—————————————

std. Number
Rodzaj Gatunek Mean Dev. Variance Non-missing Minimum Maximum
substancji rosliny of WP of WP of WP of WP of WP of WP
3.912685 1.064615 1.13340 108 1.99 6.17
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Rodzaj

substancji

Rodzaj

substancji

Rodzaj

substancji

Q0 Qo000

Gatunek
rosliny

1

N

Gatunek
rosliny

Gatunek
rosliny

WNRFP WNE WN R

Effect=GATUNEK ROSLINY

Maximum
of WP

6.17
6.1
5.77

Maximum
of WP

6.17
5.77
4.11

Maximum
of WP
.17
.1
.17
.22
.64
.77
.75
.25
11

DWW o 0oy o

std. Number
Mean Dev. Variance Non-missing Minimum
of WP of WP of WP of WP of WP
.703611 1.085629 1.17859 36 1.99
.903056 1.125806 1.26744 36 2.02
.131389 0.961612 0.92470 36 2.19
Effect=RODZAJ SUBSTANCJI -—--————————————————————————————
std. Number
Mean Dev. Variance Non-missing Minimum
of WP of WP of WP of WP of WP
.754167 0.772112 0.59616 36 3.25
.122778 0.841297 0.70778 36 2.47
.861111 0.499919 0.24992 36 1.99
Effect=RODZAJ SUBSTANCJI*GATUNEK ROSLINY
std. Number

Mean Dev. Variance Non-missing Minimum
of WP of WP of WP of WP of WP
.898333 0.819344 0.67132 12 3.76
.234167 0.416358 0.17335 12 4.72
4.13 0.594276 0.35316 12 3.25
.464167 0.514348 0.26455 12 2.47
3.7775 0.385112 0.14831 12 3.19
.126667 0.369455 0.13650 12 4.35
. 748333 0.446091 0.19900 12 1.99
2.6975 0.418897 0.17547 12 2.02
3.1375 0.542505 0.29431 12 2.19

Ponizsza czg$¢ raportu dotyczy weryfikacji hipotez zerowych o a)

braku ogodlnej zaleznosci

korelacyjnej b) o rdéwnosci wartosci oczekiwanych w rozktadach brzegowych dla czynnika C oraz R oraz o

niewystepowaniu interakcji pomigdzy czynnikami.

Rozwazmy wyniki zawarte w ponizszym raporcie SAS’a.

Przyklad ”“wydolno$¢ piéc”

Dependent Variable:

WP

Source

Model
Error

Corrected Total

15:49 Saturday, April 17, 2004
The GLM Procedure
Class Level Information
Class Levels Values
Rodzaj_substancji 3 a b c
Gatunek rosliny 3 123
Number of observations 108
The GLM Procedure
Sum of
DF Squares Mean Square F Value Pr > F
(k-1)= 8 94.6984630 11.8373079 (MSR)  44.10 <.0001
(n«+—k)= 99 26.5758583 0.2684430 (MSE)
(n«x=1)= 107 121.2743213 gdzie: K=v, +v,+V
R-Square Coeff Var Root MSE WP Mean
0.780862 13.24193 0.518115 3.912685

(R=0.78 wiec sila zwiazku liniowego jest stosunkowo duza)
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Source

Gatunek rosliny (R)
Rodzaj substancji (C)
Rodzaj su*Gatunek ro

Source
Gatunek rosliny

Rodzaj_ substancji
Rodzaj su*Gatunek ro

(RC)

Type I SS

3.29889630
66.88936852
24.51019815

Type III SS
3.29889630

66.88936852
24.51019815

Mean Square

1.64944815
33.44468426
6.12754954

Mean Square
1.64944815

33.44468426
6.12754954

F Value

6.14
124.59
22.83

F Value
6.14

124.59
22.83

Pr > F

0.0031
<.0001
<.0001

Pr > F
0.0031

<.0001
<.0001

a) Analiza ogolnej zaleznos$ci korelacyjnej.

Laczna hipoteza o braku ogolnej zaleznosci korelacyjnej pomiedzy zmienng objasniang Y (czyli WP) i

wszystkimi czynnikami (czyli R oraz C z uwzglednieniem ich interakcji), ma postac:

Ho(R): e = tpe =...= 4, . (17-2.46")
Ho(C): pyy =pey, =...= U, (17-2.47)
Ho(RC): 7ij = Hij — Hie — taj + Hee =0, dla i=12,...,r;j=12,...,¢, (17-2.48)
Statystyka testowa F dla tesowania tej hipotezy nastepujaca postaé (17-2.43):
MSRe
F=r (17-2.43")
MSE
przy czym MSReg:¥ oraz MSE:E, (17-2.44), (17-2.45), gdzie liczba stopni swobody dla modelu
VE

regresji wynosi k =v, +v, +v,., (17-2.41), a dla bledu vg =n,, —1-k. Z powyzszego raportu widaé, ze

MSReg

wartos¢ F= =4410, (17-2.43”), jest istotna statystycznie (p<0,0001), zatem odrzucamy hipoteze

zerowa o braku ogdlnej zaleznos$ci korelacyjnej WP od rodzaju substancji toksycznej oraz gatunku rosliny. W
takiej sytuacji, przystepujemy do testowania osobno hipotez (17-2.46°) oraz (17-2.47°) dla wplywow
gtéwnych oraz (17-2.48”) dla interakcji, szukajac przyczyny odrzucenia hipotezy o braku ogdlnej zaleznoSci

korelacyjnej.

b) Analiza dla warto$ci oczekiwanych w rozktadach brzegowych dla czynnika C oraz R oraz dla

interakcji pomiedzy czynnikami.

Analiza dla czynnikéw ustalonych.

Z powyzszego raportu dla sum ,,rype 1 ss” oraz wczesniejszej czesci raportu dla testu ogolnej zaleznosci
korelacyjnej widaé, ze:
MSR 1,649
F(R) = = =

=N =614,
MSE ~ 0,268

224



ktora to warto$¢ ze wzgledu na warto$¢ empirycznego poziomu istotnosci p = P(F >6,14) = 0,0031 jest
istotna statystycznie na kazdym poziomie istotnosci @ > p = 0.0031, np. @ = 0,01 lub 0,05.
Podobnie jest dla:

_ MSC 33445
MSE 0,268

F(C) =12459,

z warto$cig p = P(F >124,59) <0.0001 oraz dla:

MSRC 6,128
MSE 0,268

Z p = P(F>22,83) <0.0001.

F(RxC)= =2283,

Powyzsze trzy testy, zwigzane z weryfikacja postawionych powyzej hipotez Ad1)- Ad3), oznaczaja, ze:

1) Hipoteza Hy(R) jest odrzucona, na kazdym poziomie istotnosci @ = p = 0.0031, np. @ = 0,01 lub 0,05.
Oznacza to, ze przyjmujemy istnienie istnego statystycznie gtdwnego wptywu czynnika R ,,gatunek rosliny”
na wydolnos¢ ptuc (WP) pracownikow.

2) Hipoteza Ho(C) jest odrzucona, na kazdym poziomie istotnosci @ = p (p < 0,0001), co oznacza, ze
przyjmujemy istnienie istotnie statystycznego gtéwnego wptywu czynnika ,,typ substancji” na WP.

3) Hipoteza Ho(RC) jest odrzucona, na kazdym poziomie istotnosci @ > p (p < 0,0001). Zatem interakcja jest
istotna statystycznie, co oznacza istotnos¢ wplywu poziomu jednego czynnika na wielko$¢ zmiany $redniej
WP pracownikow pod wpltywem zmiany czynnika drugiego. Np. istotnie statystycznie rézny jest wplyw
zmiany substancji toksycznej na WP pracownikéw dla réznych gatunkow roslin. Przyjmujemy istnienie

interakcji pomiedzy czynnikami w populacji.

Ponizej metoda Scheffe’ego porownan szczegoétowych szukamy przyczyny odrzucenia hipotezy

zerowej Ho(C): paq = pap = fag -

Przyklad “wydolnos$¢ pidc” 15:49 Saturday, April 17, 2004

The GLM Procedure
Least Squares Means (LSMean)
Adjustment for Multiple Comparisons: Scheffe

Rodzaj_ LSMEAN
substanciji WP LSMEAN Number
a 4.75416667 1
b 4.12277778 2
¢} 2.86111111 3

Least Squares Means for effect Rodzaj_substancji (czynnik C)
Pr > |t| for HO: LSMean (i)=LSMean (j)

Dependent Variable: WP (wartoéci p)

i/9 1 2 3
1 <.0001 <.0001
2 <.0001 <.0001
3 <.0001 <.0001
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Wida¢, ze metoda Scheffe’ego poroéwnan szczegdtowych (a-b, a-c, b-c) dla wptywu gtéwnego czynnika C
(,,typ substancji”’) wskazata, ze na kazdym poziomie istotnosci o =p (p = 0,0001), wartosci $redniej WP
pracownikoéw roznig si¢ parami (dla par rodzajow substancji a(nr 1 vsuean), b(nr 2 wsmean) i ¢(nr 3 wsvean)), W
sposob istotny statystycznie. Przyjmujemy wigc wszystkie hipotezy alternatywne o tym, ze wartosci

oczekiwane wydolnosci ptuc 4, ; (j = a,b,c) pracownikow przedsigbiorstwa, poddanych wptywowi roznych

substancji toksycznych, sa parami r6zne. Wynika to réwniez z ponizszej czg$ci raportu, w ktorej utworzone sa

grupy Scheffe’ego dla czynnika C:

Przyklad ”“wydolno$¢ piéc” 15:49 Saturday, April 17, 2004

The GLM Procedure
Scheffe's Test for WP

NOTE: This test controls the Type I experimentwise error rate.

Alpha 0.05
Error Degrees of Freedom 99
Error Mean Square 0.268443
Critical Value of F 3.08824
Minimum Significant Difference 0.3035

Means with the same letter are not significantly different.

Scheffe Grouping Mean N substancji (czynnik C)
A 4.7542 36 a
B 4.1228 36 b
C 2.8611 36 c

Podana powyzej warto$¢ krytyczna F = 3.08824 dotyczy testu dla wpltywu gléwnego czynnika C (,,typ
substancji”) dla szczegotowych poréwnan wartosci $rednich metoda Scheffe’ego. Statystka testowa ma
rozktad F-Snedecora z liczba stopni swobody licznika (SSC) rowng v. = ¢ —1 =3 -1 = 2 oraz mianownika

(SSE) réwna vg =rc(n -1) =3x3x(12-1) =99. Zgodnie z (16-1.32)-(16-1.33) wyznaczono metoda

Scheffe’ego minimalng istotng statystycznie rdznice (Minimum Significant Difference) dla (V.j. —V.j-.) na

r C
rowng S\/MSE(i+ni)=o,3035, gdzie S= [c-DFe1p ora . Nej=Nj=36,N. =3 >n; =108,
o) oj' i=1 j=1

¢ =3, oraz a =0,05. Stad poréwnanie srednich parami, wykazato, ze wszystkie one rdznig si¢ pomiedzy soba
istotnie statystycznie. Dlatego dla trzech substancji a,b,c, SAS utworzyl powyzej trzy grupy Scheffe’ego
nazwane A, B oraz C.
Ponizej metodg Scheffe’ego porownan szczegdétowych szukamy przyczyny odrzucenia hipotezy
zerowej Ho(R): 4, = tly, = fi,.
Przyklad “wydolnosé ptéc” 15:49 Saturday, April 17, 2004
The GLM Procedure

Least Squares Means
Adjustment for Multiple Comparisons: Scheffe

Gatunek LSMEAN
rosliny WP LSMEAN Number
1 3.70361111 1
2 3.90305556 2
3 4.13138889 3
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Least Squares Means for effect Gatunek rosliny (czynnik R)
Pr > |t| for HO: LSMean (i)=LSMean (j)

Dependent Variable: WP (wartoéci p)

i/3 1 2 3
1 0.2682 0.0031
2 0.2682 0.1795
3 0.0031 0.1795

Zatem, metoda Scheffe’ego szczegdtowych porownan (1-2, 1-3, 2-3) dla wptywu gléwnego czynnika R
(,,gatunek rosliny”) wskazata, ze wartosci §redniej WP pracownikéw charakterystyczne dla gatunku roslin 1 1
3 roznig sig¢ istotnie na kazdym poziomie istotnosci @ > p (p = 0,0031), np. na poziomie a = 0,01 lub 0,05.
Natomiast pozostate pordwnania (1-2, 2-3) nie wykazaly statystycznie istotnych réznic pomigdzy $rednimi.

Wynika to réwniez z ponizszej czgsci raportu, w ktorej utworzone sg grupy Scheffe’ego dla czynnika R:

Przyklad "wydolno$¢ pidc” 15:49 Saturday, April 17, 2004
The GLM Procedure
Scheffe's Test for WP

NOTE: This test controls the Type I experimentwise error rate.

Alpha 0.05
Error Degrees of Freedom 99
Error Mean Square 0.268443
Critical Value of F 3.08824
Minimum Significant Difference 0.3035

Means with the same letter are not significantly different.

Gatunek
Scheffe Grouping Mean N rosliny (czynnik R)
A 4.1314 36 3
A
B A 3.9031 36 2
B
B 3.7036 36 1

Podana w powyzszym raporcie warto$¢ krytyczna F = 3.08824 dotyczy testu z wptywu gtdéwnego czynnika R
(,,gatunek rosliny”), dla szczegdélowych poréwnan wartosci $rednich metodg Scheffe’ego. Statystka testowa
ma rozktad F-Snedecora z liczbg stopni swobody licznika (SSR) réwna v, = r — 1 = 3 — 1=2 oraz mianownika

(SSE) réwna vg =rc(n -1) =3x3x(12-1) =99. Zgodnie z (16-1.32)- (16-1.33) wyznaczono metoda

Scheffe’ego minimalng istotng statystycznie r6znic¢ (Minimum Significant Difference) dla (Yiee —Yiwe) N

r ¢
rowng S MSE(—%+_L) =0,3035, gdzie S = \/(r “DF 4n.-ria s Me =Nie =36,N,, =2 > N =108, r=3,

Nie  Njw i=1j=1
oraz o =0,05. Stad wniosek ptynacy z powyzszej czesci raportu jest zgodny z wezesniejsza czgscig raportu
dla szczegdétowych pordéwnan. Istotnie, porownanie metoda Scheffe’ego Srednich parami wykazalo, ze dla
trzech roslin 1, 2 oraz 3, mozna utworzy¢ dwie grupy Scheffe’ego, grupe A oraz B. Oznacza to, ze $rednia
WP pracownikow z punktu widzenia gtdwnego wplywu gatunku rosliny pozwala zgrupowac populacje dla
rzedow 1 1 2 w jedna populacj¢ obejmujaca je w ramach grupy Scheffe’ego oznaczonej jako B. Podobnie

populacje dla rzedow 2 i 3 mozna traktowac jako jedna z grupe Scheffe’ego oznaczonag jako A.
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Ponizej, metoda Scheffe’ego porownan szczegdélowych wykonano poréwnania dla r*c $rednich w

poszczegdlnych komodrkach wewnatrz tablicy danych.

Przyklad ”“wydolno$¢ piéc”

The GLM Procedure
Least Squares Means
Adjustment for Multiple Comparisons: Scheffe

Rodzaj Gatunek LSMEAN
substancji rosliny WP LSMEAN Number
a 1 4.89833333 1
a 2 5.23416667 2
a 3 4.13000000 3
b 1 3.46416667 4
b 2 3.77750000 5
b 3 5.12666667 6
c 1 2.74833333 7
c 2 2.69750000 8
c 3 3.13750000 9

Least Squares Means for effect Rodzaj su*Gatunek ro
Pr > |t| for HO: LSMean (i)=LSMean (7j)

Dependent Variable: WP (wartoéci p)

15:49 Saturday, April 17,

i/3 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 0.9587 0.1206  <.0001  0.0013  0.9967  <.0001  <.0001  <.0001
2 0.9587 0.0017  <.0001  <.0001 1.0000  <.0001  <.0001  <.0001
3 0.1206  0.0017 0.2848 0.9451 0.0082  <.0001  <.0001 0.0087
4 <.0001  <.0001 0.2848 0.9729  <.0001 0.1928 0.1225  0.9650
5  0.0013  <.0001 0.9451 0.9729 <.0001 0.0052 0.0025  0.3408
6  0.9967 1.0000  0.0082  <.0001  <.0001 <.0001  <.0001  <.0001
7 <.0001  <.0001  <.0001 0.1928 0.0052  <.0001 1.0000  0.9047
8  <.0001  <.0001  <.0001 0.1225  0.0025  <.0001 1.0000 0.8231
9  <.0001  <.0001 0.0087 0.9650  0.3408  <.0001 0.9047 0.8231

Wszystkie powyzsze porownania z p <« =0,05 lub 0,01 mozna uzna¢ za statystycznie istotne.

Analiza dla czynnikéw losowych lub mieszanych.

Przyklad “wydolno$¢ pidc” 15:49 Saturday, April 17,

The GLM Procedure

Dependent Variable: WP

Tests of Hypotheses Using the Type III MS for Rodzaj su*Gatunek ro as an Error Term

Source DF Type III SS

Rodzaj substancji 2
Gatunek rosliny 2

66.88936852
3.29889630

Mean Square

33.44468426
1.64944815

F Value

.46
.27

Pr > F

0.0719
0.7768

2004

2004

Wida¢, ze statystyki testowe dla obu czynnikéw losowych lub czynnikow mieszanych (gdy jeden jest losowy,

a drugi ustalony), daja:
MSR 1,649

F(R)=—— =222 20,27,
MSRC 6,128

z wartoscig p = P(F>0,27) = 0,7768

_ MSC 33445
MSRC 6,128

F(C) =5,46,

z wartoscia p = P(F> 5,46 ) <0.0719
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oraz

MSRC _ 6,128 _ 2283,
MSE 0,268

z wartoscig p = P(F> 22,83) <0.0001 .

F(RxC)=

Zatem w przypadku czynnikéw losowych lub mieszanych, nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej
(dla a < p) o nieistotnosci gtdéwnego wptywy czynnikow (osobno ,,gatunku rosliny” R i osobno ,,rodzaju
toksyny” C) na $rednig wydolno$¢ pluc pracownikéow. W konsekwencji zarzadca przedsiebiorstwa moglby np.
uzna¢, ze nie ma podstaw Statystycznych do zamknigcia jednego z dziatéw i przesunigcia pracownikow do
innego dziatu (np. z dziatu z substancjg ,,a”, w ktéorym $rednia WP pracownikéw jest rowna 4.75 do dziatu z
substancjg ,,c”, w ktorym S$rednia ta jest rowna 2.86). Wida¢, ze w tej czgsci analizy wnioski ptyngce z
pojawienia si¢ czynnika losowego r6znig si¢ zasadniczo od wnioskéw dla obu czynnikdéw ustalonych.
Natomiast interakcja obu czynnikow jest statystycznie istotna, tak jak poprzednio, co wynika z takiej

samej postaci statystyki testowej F(RxC)=MSRC/MSE jak w przypadku obu czynnikow ustalonych.

Rozdzial 17-3. ANOVA z losowo dobieranymi blokami (jedna obserwacja w komoérkach).

Rozpatrzmy przypadek, gdy czynnik ,,gtowny” R (rzgdowy) jest ustalony i przyjmijmy chwilowo, ze czynnik
blokowy B (kolumnowy) przyjat konkretne poziomy. Pozwala to skonstruowaé ponizsza tabele (za chwile
stwierdzimy wyraznie, ze czynnik blokowy B jest losowy). W Tabeli 17-3.1 przedstawiono ogdlny uktad
danych dla modelu z blokami dla k poziomow czynnika gtéwnego R i dla b blokéw czynnika B.

Tabela 17-3.1 Komorki ze srednimi w probach i populacjach dla uktadu losowego dobierania blokow [1].

Czynnik blokowy B, j

Czynnik gtéwny R, i 1 2 b Razem: Y,, = th?:lYij Srednia
! Yooty | Yao o | Yo Hay Yie Yie, M.
2 Yor: Mo | Yoou Hyp | | Yano Hap Y2 Yoo, iy,
K Vi Ba | Yier Mo | Yo My Yke Yie, Hyo
Razem Y _Zk Zb Y.

‘ oo = 21 2uja Vi
Yoj =20 Ya Yoz Yo
Srednia V.l’ Uy Y.z, Heo Vob, 1, V“’ L.

W powyzszej tabeli Y;; oznacza warto$¢ obserwacji zmiennej objasnianej Y w i — tym poziomie czynnika

gtownego R i w j — tym bloku.
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Suma dla czynnika gtéwnego R (w rzedach) jest oznaczona jako:

Vie=30Yi i=12,..k, (17-3.64)

za$ dla blokéw (w kolumnach) ma postac:
Kk .

Y'j = Zi=1Yij , ]J= 1,2,..., b. (17'365)
Ogolna suma dla wszystkich bx K obserwacji (po jednej obserwacji w komorce) wynosi:

Yoo =25 200V (17-3.66)
Srednia dla i — tego poziomu czynnika gtéwnego R wynosi:

_ Y. _

Yie = b’ 1=12,...,k, (17-3.67)
Srednia w j — tym bloku (kolumnie) czynnika B wynosi:

_ Y. _

Y. = kJ , i=12,...,b, (17-3.68)
Srednia ogdlna jest rowna:

_ 1 k b

Yo==>>Y;. (17-3.69)

bk ==

Zakladajac, ze populacje sa rownoliczne 1 ze uy; jest wartoscia oczekiwana w populacji oznaczonej parg

indeksow (i, j) otrzymujemy, ze warto$¢ oczekiwana 4;, w populacji powstatej z potaczenia wszystkich

(pod)populacji w i-tym rzedzie, nastgpnie, wartos¢ oczekiwana u,; w populacji powstalej z polaczenia

(pod)populacji w j-tym bloku (j-tej kolumnie), oraz warto$¢ oczekiwana u,, W 0g0lnej (generalnej) populacji

powstatej z potaczenia wszystkich populacji, spetniaja kolejno zwiazki:

1 b
Mo == 1 i=1,2,...,k, (17-3.70)
b4
1 K
H; =K2yij, i=12,...,b, (17-3.71)
i=1
1 k b
oraz: Ho = —Zz,uij . (17-3.72)
bk =93
Zatozenia w metodzie ANOVA z losowo dobieranymi blokami sg nastepujace:
a) obserwacje sg statystycznie niezalezne jedne od drugich,
b) kazda obserwacja jest wybierana z populacji o rozktadzie normalnym,
c) kazda obserwacja jest wybierana z populacji, w ktorej wariancja sktadnika losowego jest taka  sama,

d) w modelu regresji dla ANOVA z losowo dobranymi blokami nie ma oddziatywania pomi¢dzy

czynnikiem blokowym a czynnikiem gtownym (Rozdziat 17-3-1).
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ANOVA z losowo dobieranymi blokami realizuje schemat ny =ni,n,;/n,., (17.2), dla liczebnosci w

komorkach, oznaczajacy niezalezno$¢ stochastyczng czynnikow R i B, przy czym liczebnos¢ w komorkach

jest taka sama, a w przypadku ANOVA z losowo dobieranymi blokami, jest dodatkowo jednostkowa.

W metodzie ANOVA z losowo dobieranymi blokami pomiedzy sumami kwadratoéw odchylen zachodzi
nastepujacy zwiazek (pokazac):
TSS =SSR+ SSB+ SSRB, (17-3.73)

gdzie ogo6lna suma kwadratéw odchylen obserwacji od $redniej ogolnej, bedaca miarg wszystkich zmian w

danych, ma postac:

k b _
TSS =D > (Y; —=Y)?, (17-3.74)
i=L j=L

suma kwadratow odchylen, zwiazana z wplywem czynnika gtéwnego R, ktéra jest miarg zmian miedzy

érednimi Y i. dla i-tych pozioméw czynnika gléwnego, ma postaé:

SSR = bzk: (i —Y..)?, (17-3.75)
i1
suma kwadratow odchylen, ktora jest miara zmian miedzy $rednimi Y .; dla blokéw, ma postag:
SSB = kzb: (Yoj =Ya)?, (17-3.76)
=
suma kwadratow ,,btedow”, ma postac:
SSRszii(Yij “Yie—Yej+Ya). (17-3.77)
i=1j=1

Wyrazenie pod znakiem sumy (Y —Y_i, -Y, j +Y,.) mozna zapisaé jako (Yij —Y_i,) —(Y, j -Y..), co oznacza, ze
jest to skfadnik zwigzany z oddziatywaniem pomigdzy blokami (z ktorymi zwiazane sa roznice (Y,; —V.,)) i
czynnikiem ,,glownym” (z ktérym w i-tym wierszu czynnika gtéwnego zwigzane sg j-te odchytki (v; —Y;,)w
blokach). Suma SSRB ma duza warto$¢ wtedy, gdy wptyw czynnika gtéwnego (na zakres zmian zmiennej Y)
zmienia si¢ od bloku do bloku.

W metodzie losowego doboru blokow zaktada si¢ jednak, ze pojawienie si¢ sktadnika SSRB jako skutku
interakcji (tak jak to jest w ogolniejszym przypadku dwuczynnikowej ANOVA opisanym poprzednio) jest
wtorne, a jego pierwotnym pochodzeniem jest blad pomiarowy zwigzany z blokami. Z ogolniejszego
przypadku analizy dwuczynnikowej wiemy, ze takie traktowanie bledu w testach F jest zwiqzane z

pojawieniem si¢ czynnika losowego. Stad bierze si¢ nazwa analizy: ,,ANOVA z losowo dobieranymi blokami”.

Uwaga. Nie nalezy myli¢ powyzszego SSRB, (17-3.77), z bledem wystepujgcym w raportach SAS’a pod nazwg

(rror) i zwigzanym z rozproszeniem wewngtrz komorek w modelu regresji, zadanym przez sktadnik losowy E
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w (17-1-1.29), ktéry w tym przypadku (ze wzgledu na wystepowanie w ANOVA z losowo dobieranymi
blokami tylko jednego pomiaru w komorce) jest rowny zero, jak to zobaczymy rowniez w ponizszym raporcie
rozwazanego przyktadu. (Czasami SSRB w ANOVA z losowo dobieranymi blokami jest oznaczane jako SSE
[1].)

A. Podstawowa (gléwna) hipoteza zerowa o rownosci warto$ci oczekiwanych w wariantach

(poziomach) czynnika gtownego R, ma postac:

Ho iy, =ty =o.= 14, (17-3.78)
Test statystyczny F dotyczacy weryfikacji hipotezy (17-3.78) ma postac:
_ _MSR (17-3.79)
MSRB
gdzie $redni kwadrat odchylen w rzgdach wynosi:
SSR
MSR =—— (17-3.80)
k-1
a sredni kwadrat ,,btedow”, ma postac:
MSRB = ﬂ . (17-3.81)
(k=D(b-2)

Przy prawdziwo$ci hipotezy zerowej (17-3.78) statystyka F, (17-3.70), ma rozktad F-Snedecora z liczba
stopni swobody licznika rowng v, =K —1 i mianownika réowna v; = (K —1) (b—1). Na poziomie istotnosci

o odrzucamy hipoteze zerowa na korzy$¢ alternatywnej, gdy F > F . Odrzucenie hipotezy

k-1, (k-1)(b-1), 1-ar
glownej oznacza, ze zmiana numeru populacji, zwigzana ze zmiang poziomu czynnika gtéwnego R, ma

wplyw na poziom warto$ci oczekiwanej z;, zmiennej Y.

B. Dodatkowo przeprowadzanym testem jest test dotyczacy weryfikacji hipotezy zerowej o rownosci

wartosci oczekiwanych w blokach:

He @i = ftey ==ty - (17-3.82)
Test ten przeprowadzany jest po fakcie, jako test sprawdzajacy zalozenie, ze blokowanie zostato

przeprowadzone prawidlowo, tzn. ze badacz tak dobrat bloki, ze przy przejsciu od jednego do drugiego,

nastgpuje istotna zmiana poziomu $rednich g, ; (Co 0znacza odrzucenie hipotezy Hg ).

Statystyka dla tego testu ma postac:
MSB

F= 28 (17-3.83)
MSRB

gdzie:

o

Y..
bk

1 oo 1 1b,
MSB=——3n,; (Y.; —V..)? = ——(=3Y2 — ) | 17-3.84
o 2 e Yl = TG 2V (17-3.84)

1

przy czym, w kazdym bloku n,; =k , a MSRB ma posta¢ okreslong w (17-3.81).
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Przy prawdziwo$ci hipotezy zerowej (17-3.82) statystyka F, (17-3.83), ma rozktad F-Snedecora z liczbg
stopni swobody licznika réwng v, =b—1 i mianownika rowna vgg =(k—1) (0-1).

Podsumowujac, tablica ANOVA dla doswiadczenia losowego dobierania blokéw z k poziomami czynnik

glownego R i b blokami czynnika blokowego B ma ponizszg postac.

Tabela 17-3.2. Tablica ANOVA dla losowego dobierania blokow [1].

Zrédia Liczba Sumy kwadratow | Srednie kwadraty Statystyka testowa
zmiennosci Y stopni swobody | Odchylen odchylen F
Czynnik ,.glowny” R | k—1 SSR SSR

MSR =—— MSR
Bloki (czynnik B) | b—1 SSB SS MSRB

MSB =——

b-1 MSB

,»Btad” zwiazany (k—1)(b-1) | SSRB SSRB MSRB
z losowoscig blokow M = m
Razem kb -1 TSS

Rozdzial 17-3-1. Model regresji dla ANOVA z losowym doborem blokow.

Model regresji zmiennej objasnianej Y wzgledem czynnika glownego R 0 k poziomach i czynnika
blokowego B z liczba kolumn réwna b, mozna sformutowaé analogicznie jak to bylo dla ANOVA
jednoczynnikowej w Rozdziale 16-2 poprzez wprowadzenie (k — 1) zmiennych ukrytych (wskazujacych) dla
czynnika R oraz (b — 1) zmiennych ukrytych dla czynnika B.

Model ten ma nastepuja postac:

k-1 b-1
Y=pu+d X, +> B,Z,+E, (17-3-1.85)
i=1 j=1
z nastepujacym kodowaniem zmiennych wskazujacych:
1 dla poziomu i—tego czynnika R , i=12,..,k-1
X;=4-1 dla poziomuk czynnika R
0 w pozostalych przypadkah
(17-3-1.86)
1 dla poziomu j—tego czynnika kolumnowe®@B , j=1,2,..,b-1
Z;=<-1 dla poziomu b czynnika kolumnoweg B
0 w pozostalych przypadkad .
Przesunigcie w rownaniu regresji (17-3.76) spetnia warunek (pokazac):
H=U,,, (17-3-1.87)
1 k b
gdzie u,, :b_kzz L4; jest okreslone w (17-3.72), a wspotezynniki «; sg postaci:
i=1 j=1
o = W, — M., dla i=1.2,...,k-1, (17-3-1.88)
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1 1
gdzie x, = b 2 A (17-3.70), u,; = EZ # , (17-3.71), przy czym zachodzi zwiazek:
j=L i=1
=
A ==2.0 = He = Heo - (17-3-1.89)
i=1
Natomiast wspotczynniki [ ; sarowne:
B, = 1., — .. dla  j=12,..,b-1, (17-3-1.90)
przy czym:
b-1
Bo==28j=He — Has - (17-3-1.91)
j=1

Rozdzial 17-3-2. Przyklad ,samopoczucie” dla ANOVA z losowym doborem blokdw.

Przebadano wptyw dziatania pewnego leku na samopoczucie o0sob poddanych leczeniu. W tym celu
wydzielono dwie grupy oséb. Jedng grupe sposrdd osob poddanych leczeniu (formalnie jest to probka
wylosowana z catej populacji osob leczonych) i druga grupe sposrdd osob, ktorym podano placebo (formalnie
jest to probka wylosowana z catej populacji 0séb, ktorym podano placebo). W praktyce grupy sa na ogot
losowane przed podaniem leku czy placebo.

Zmienng objasniang Y jest zmiana samopoczucia pacjenta po zastosowaniu leku. Niech zmienna ta przyjmuje

warto$ci np. z zakresu od 1 do 20.

Rozwazmy czynnik R (czynnik 1), ktory przyjmuje dwa poziomy, tzn. podawanie leku moze nastgpi¢ na
dwoch poziomach wyznaczajacych dwie grupy dla czynnika R:

poziom 1 oznacza, ze zastosowano lek

poziom 2 oznacza, ze podano placebo
Bloki (rézne bloki sg w roznych kolumnach) sg jednorodne ze wzgledu na wiek i pte¢. Dysponujemy b = 15
parami indywidualnych dopasowan w jednorodnych wewngtrznie blokach (tzn. kolumnach), ktére r6znia sie
pomigdzy sobg pod wzgledem wieku oraz pici. Zatem w jednym bloku mogg wystgpowaé wytacznie osoby
(po jednej, z kazdej z dwoch grup wyznaczonych przez czynnik R), ktore maja ta sama ptec i ten sam wiek.

Tablica z danymi zostata zamieszczona ponize;.

Tabela 17-3-2.1 Przyktad ,,samopoczucie” [1]. W jednoelementowych komoérkach podana jest zmierzona zmiana

samopoczucia Y w i-tej grupie (i=1,2) oraz w j-tym bloku (j=1,2,...,15), jednorodnym ze wzgledu na pte¢ i wiek.

Bloki (tworzone przez pary)

Grupa 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 Razem | Srednia
LeczonaL |10 12 8 8 13 1115 16 4 13 2 15 5 6 8 146 9,73
KontrolnaK | 6 5 7 9 10 12 9 8 3 14 6 10 1 2 1 103 6,87

Razem 16 17 15 17 23 23 24 24 7 27 8 25 6 8 9 249 8,30
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Sformulowanie problemu: Zagadnie dotyczy zbadania czy Srednia zmiana samopoczucia w grupie
pobranej z populacji L, w ktorej zastosowano lek, rézni si¢ istotnie statystycznie od $redniej zmiany

samopoczucia w grupie kontrolnej pobranej z populacji K, ktorej podano placebo.

Rozwazmy hipoteze zerowa:

Ho ta = p (17-3-2.92)
wobec alternatywnej:

Hyotu # . (17-3-2.93)
gdzie L oznacza grupe, ktorej zastosowano lek, a K grupe kontrolna.
Hipoteza zerowa oznacza, ze nie ma roznicy w wartosci oczekiwanej zmiany samopoczucia w dwoch
badanych populacjach osob. Hipoteza alternatywna jest dwustronna, zatem poza tym, ze w populacjach L oraz
K jest rozna zmiana samopoczucia, to nie zakladamy z gory, w ktdérej populacji zmiana samopoczucia jest

wigksza. Jesli jednak np. badacz uwaza, ze grupa pobrana z populacji, w ktorej podano lek bedzie odczuwata

wieksza poprawe samopoczucia, wtedy hipoteza alternatywna miataby postac H, 24, > g4, .

Hipoteze zerowa mozna zweryfikowaé postugujac si¢ testem F dla ANOVA. W teécie tym sa wymagane
trzy sktadniki odpowiedzialne za zmiennos$¢ cechy Y :

(a) czynnik glowny R z dwoma poziomami, r = 2,

(b) czynnik blokowy B, gdzie w przyktadzie bloki sg tworzone przez pary, b=15,

(c) oddzialywanie RB, petlniace w testach F w przypadku losowych blokow role ,,btedu”, ktéry ma

zrédto w losowym doborze blokow w oddziatywaniu.
Przypomnijmy, ze jednoczynnikowej analizie wariancji wystepuja tylko dwa skladniki, sktadnik
miedzygrupowy 1 wewnatrzgrupowy. Zatem, o ile w jednoczynnikowej ANOVA catkowita suma kwadratow
odchylen byla réwna sumie kwadratow odchylen migdzygrupowej i1 sumie kwadratow odchylen
wewnatrzgrupowej (16-1.7), tak w tym przypadku catkowita suma kwadratoéw odchylen (TSS) jest rowna
sumie sum kwadratow odchylen trzech sktadnikow (a), (b) i (c), (17-3.73):

TSS(catkowita) = SSR (czynnik gtowny) + SSB(bloki) + SSRB(,,btad”),

gdzie uwzgledniono fakt, ze SSE = 0.

Stopnie swobody, towarzyszace sumie kwadratow odchylen dla trzech sktadnikow w (17-3.73) sa
nastepujace:

a. Poniewaz sa dwa poziomy (r = 2) czynnika gtéwnego R, zatem dla SSR v, =r—-1=1.

b. Poniewaz liczba blokow b = 15 czynnika B, zatem dla SSB v, =b -1 = 14.

c. Poniewazr =2ib =15, zatem dla interakcji SSRB(,,btad”) mamy ve = (r—1) (b —1) = v, 1, = 14.
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Statystyka testowa dla hipotezy (17-3-2.92) H, : 1, = u, ma posta¢ (17-3.79):

_ MSR
" MSRB'

gdzie MSR dotyczy czynnika glownego R, a MSRB (17-3.81) dotyczy ,,btgdu”.

Rozwazmy hipoteze zerowa (17-3.82):

HE gt = flay == fup 15 (17-3-2.94)
o nieistotno$ci podzialu na bloki i moéwiacag o ty, Ze ze zmiang blokéw nie zmienia sig, $rednio rzecz biorac,
poziom zmiennej Y , czyli, ze nie ulega zmianie zmiana samopoczucia przy przejsciu od bloku do bloku.

Statystyka testowa ma wtedy posta¢ (17-3.84):

~ MSB
MSRB '

gdzie MSB, (17-3.84), jest srednig sumg kwadratow odchylen dla blokow. Jak wspomnieli$my ponizej (17-

3.82), bloki sa tak dobrane, aby hipoteza Hg zostata odrzucona.

Raport SAS’a dla przyktadu ,,samopoczucie”

samopoczucie 14:32 Sunday, May 16, 2004
The GLM Procedure
Class Level Information

Class Levels Values
Blok 15 1 10 11 12 13 14 152 345 6 7 89
_Source_ 2 Kontrolna Leczona
Number of observations 30
samopoczucie 14:32 Sunday, May 16, 2004

The GLM Procedure

Dependent Variable: samopocz Stacked Values
Sum of

Source DF Squares Mean Square F Value Pr > F
Model 29 42.3000000 18.7000000
Error 0 SSE = 0.0000000
Corrected Total 29 542.3000000

R-Square Coeff Var Root MSE samopocz Mean

1.000000 . . 8.300000

Podana w raporcie liczba stopni swobody modelu jest rowna v, +vp+ve = 29. Stad typowy sktadnik bledu
(Error) ma liczbe stopni swobody rowng 0 oraz ze wzgledu na wystepowanie tylko jednego pomiaru w kazdej
komoérce, sume SSE réwna zeru; poréwnaj Uwage nieco ponizej wzoru (17-3.77). Srednia MSRB (17-3.81),
petnigca w ANOVA z losowym doborem blokéw rolg sktadnika ,,bledu”, ma warto§¢ MSRB=6,3476 podang

W ponizszym raporcie w wierszu dla zrédta o nazwie Blok* Source .
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Ponizsza czg$¢ raportu zwiazana jest z testowaniem hipotez H @ 1, = p (17-3-2.92) oraz Hg (17-3-2.94).

Tests of Hypotheses Using the Type III MS for Blok* Source as an Error Term

Source DF Type III SS Mean Square F Value Pr > F

Blok (B) 14 391.8000000 MSB = 27.9857143 4.41 0.0044

_Source_(R) 1 61.6333333 MSR = 61.6333333 9.71 0.0076
Blok* Source_  (RB) 14 88.8666667 MSRB = 6.3476190

Z powyzszego raportu mozna odczyta¢ sumy kwadratow odchylen (SS typu I11):

SSR (z poziomami leczenia L i K) =61,63
SSB (bloki) =391,80
SSRB (,,btad”) = 88,87
TSS (catkowita) =542,30

Widag, ze spetniona jest rowno$é (17-3.73):

TSS = SST + SSB + SSRB.

Hipotez¢ Hg:p =u Wobec alternatywnej H, @z # p testujemy za pomoca statystyki

MSR . . o i MSR 61,63
=———, ktéra w pobranej probce przyjmuje wartos¢ F=———=
MSRB MSRB 6,35

=9,71. Odpowiednie wartosci

dla $rednich MS sa podane w powyzszym raporcie. Przy prawdziwosci hipotezy zerowej H,, statystyka F ma

rozktad F-Snedecora z v, =1 stopniem swobody licznika oraz vgg =14 stopniami swobody mianownika. W

raporcie podana jest rowniez odpowiednia warto$¢ empirycznego poziomu istotnosci p = P(F > Fgps =9,71)

0,0076. Zatem na kazdym poziomie istotnosci wigkszym lub réownym niz p=0,0076 (np. na poziomie a
0,01) odrzucamy hipoteze zerowa o braku wphwu podawanego leku na zmiang samopoczucia 0sob.
Natomiast na kazdym poziomie istotno$ci mniejszym od p=0,0076 (np. dla @ = 0,001) nie mamy podstaw aby

tg hipoteze zerowa odrzucic.

Na koniec nalezy przeprowadzi¢ test dla hipotezy zerowej zwiazanej z blokami, Hg e = Hao
=...=ley15, (17-3-2.94). Oznacza ona, ze nie ma istotnej roéznicy pomiedzy blokami jesli chodzi o zmiang
zmiany samopoczucia Y przy przejsciu od bloku do bloku. Statystyka testowa ma teraz postac: F =
MSB/MSRB i (przy prawdziwosci hipotezy zerowej Hg ) ma rozktad F-Snedecora z v, =14 stopniami
swobody licznika i vgg =14 stopniami swobody mianownika. W probce przyjmuje ona warto$¢ F = 4,41, a
odpowiadajacy jej empiryczny poziom istotnosci p= P(F = Fqps =4,41)=0,0044. Zatem, na kazdym poziomie
istotno$ci « > p=0,0044 odrzucamy hipotez¢ zerowa, moéwiaca o tym, ze zmiana samopoczucia 0sob nie

ulega zmianie przy zmianie blokow. Poniewaz p jest stosunkowo male, wigc mozna przyjaé, ze bloki zostaty

dobrane wlasciwie.
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C. Rozdzial 18. Podsumowanie ANOVA.

Metoda ANOVA jest wykorzystywana do testowania hipotez 0 rownosci wartosci oczekiwanych w
populacjach. W skrypcie oméwiono szczegdtowo zastosowanie testow F-Snedecora dla jednoczynnikowej i
dwuczynnikowej ANOVA w przypadku réwnej liczebnosci w komoérkach, przy czym zwrdcono uwage na
wyjatkowa wage problemu okreslenia typu czynnika (ustalony czy losowy) w wyborze rodzaju testu,
otrzymaniu okreslonego wyniku testu statystycznego i w konsekwencji jego wptyw na decyzje statystyczna
podejmowana przez badacza. W ramach dwuczynnikowej ANOVA omoéwiono testy sluzace do badania
hipotezy o braku gléwnych wplywoéw uwzglednionych w modelu czynnikéw na wartosci oczekiwane
zmiennej objasnianej, jak i hipotezy o braku oddziatywania pomiedzy czynnikami przy badaniu zakresu
zmiennos$ci wartosci oczekiwanych zmiennej objasnianej. W koncu, w przypadku odrzucenia badanej
hipotezy zerowej o rownosci wartosci oczekiwanych, zwrocono uwage na poszukiwanie przyczyn jej
odrzucenia w oparciu 0 metode wielokrotnych, szczegbtowych poréwnan wartosci oczekiwanych,
przedstawiajac metode Scheffe’go, wielokrotnych szczegétowych poroéwnan wartosci oczekiwanych
odpowiedzi dla réznych poziomoéw czynnika. Metoda Scheffe’go jest przykladem zastosowania nieréwnosci
Bonferroni’ego, omowionej W Rozdziale 9 (o ktora opiera si¢ poprawne zrozumienie poziomow istotnosci dla
testow szczegdtowych), w analizie wariancji dla wyznaczenia przedziatéw ufnosci dla kontrastow.

Podane w skrypcie sformutowanie analizy regresji, wskazuje wyraznie na zwigzek pomiedzy analiza
statystyczng stosowang przy badaniu zaleznosci korelacyjnej pomiedzy zmienng objasniang a czynnikami, a
podstawowym przedmiotem badan analizy wariancji, ktorym jest testowanie hipotez o réwno$ci wartosci
oczekiwanych zmiennej objasnianej dla réznych pozioméw czynnikow. Okreslone kombinacje tych
(warunkowych) warto$ci oczekiwanych mogg by¢ widziane jako parametry strukturalne modelu regresji z
tzw. zmiennymi kierunkowymi, co oznacza, ze kazdy problem dwuczynnikowej ANOVA, tak z rowng jak i

r6zng liczebnoscig komorki, moze by¢ rozpatrywany poprzez analiz¢ modelu regresji (17-1-3.7):

r-1 c-1 r-1c-1
Y=u+2oiXi+ 2BiZij+ 22 0iXiZj+E (18.1)
i1 i1 i=1j=1

gdzie X; (i=1,2,...,r) oraz Z; (j=1,2,.., C) sa grupami zmiennych kierunkowych X oraz Z wskazujacych kolejno
I pozioméw czynnika wierszowego R i ¢ poziomow czynnika kolumnowego C.

Analiza regresji wykorzystuje warunkowe sumy kwadratow opisujace zmienno$¢ zmiennej
objasnianej. Stad wynika blisko$¢ podej$¢ charakterystycznych dla ANOVA i dla analizy regresji, a sama
ANOVA jest czasami widziana jako szczego6lny przypadek tej drugiej. Podejscie to jest szczegdlnie pomocne
wtedy gdy tradycyjna analiza wariancji nie moze si¢ postuzy¢ ,,ortogonalnym” rozktadem ,,fundamentalnego
réwnania dla sum kwadratoéw”, co ma miejsce, gdy liczba obserwacji w komorkach tablicy danych nie jest

rowna (Rozdziat 17-1).
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Wykorzystujac zwigzki wartosci oczekiwanych w populacjach z parametrami modelu regresji (18.1), mozna

hipotezy zerowe dla ANOVA zapisa¢ jako hipotezy zerowe tego modelu regresji:

Ho: ;= ap=...=0y 1=0, brak gtownego wpltywu czynnika R (wierszowego) (18.2a)
Ho: pi=f2=...=p. 1=0, brak gtéwnego wptywu czynnika C (kolumnowego) (18.2b)
Ho: 7 =0 i=12,..,r-1 j=12,..,c-1 , brak interakcji RC (18.2c)

Hipotezy te mowia formalnie o niewystepowaniu w réwnaniu regresji odpowiednich parametréw stojacych
przy zmiennych kierunkowych, ktoérych warto$ci wskazuja warianty czynnikdéw. Ich sednem jest zalozenie
braku zaleznosci korelacyjnej zmiennej Y od kolejno, grupy zmiennych X, Z, lub cztonu interakcji X*Z.
Mozna je tez ujaé jako zalozenie o nieistotno$ci rozszerzenia modelu o wspomniane grupy zmiennych. Gdy
liczebnosci w komodrkach sg rézne, kolejnosé, w jakiej testuje si¢ hipotezy (18.2) staje si¢ istotna (Rozdziat
17-1-3) i nieostrozna decyzja podjeta w tej kwestii moze da¢ niewtasciwy wynik. W tej sytuacji procedura,
ktorg zalecajg autorzy pracy [1] jest odwrdéconym rodzajem algorytmu, w ktorym wzajemne oddziatywanie
jest uwzgledniane przed wptywami gldéwnymi. Jest wigc to typ procedury opartej o eliminacj¢ wstecz, tyle ze
eliminowane jako nieistotne statystycznie sg cate grupy zmiennych X, Z lub X*Z. Jesli chodzi o interakcje, to
stwierdzenie to moze by¢ naruszone w tym sensie, ze nie trzeba wyeliminowaé z modelu jednocze$nie
wszystkich czlonéw interakcji [1]. Zatem kolejne kroki selekcji wiasciwego modelu regresji nalezy
przeprowadzi¢ umiejetnie, wykonujac seri¢ czesciowych testow F dla hipotez 0 nie wystgpowaniu braku
dopasowania. Zawierajg one sumy warunkowe a nie bezwzgledne, jak to ma miejsce w metodzie ANOVA ze
zréwnowazonym uktadem danych. Przyktady tej ostatniej zostaly omdéwione w powyzszych Rozdziatach.
Prawie wszystkie analizy danych, a w szczeg6lnosci te bardziej ztozone sa obecnie przeprowadzane
za pomocg programéw komputerowych. Wynika to z faktu, ze statystyczne procedury estymacyjne, oraz
procedury shuzace do testowania hipotez, sa rachunkowo zmudne. Statystyczne pakiety zawieraja zwykle
programy do analizy ANOVA, ktore znajdujg si¢ badz w miejscach specjalnie wydzielonych, badz w
miejscach poswigconych analizie regresji. Tak tez jest z pakietem SAS, w ktorym analiza ANOVA moze by¢
przeprowadzana badz w ramach procedury GLM w Factorial ANOVA wywolywanej w opcji ANOVA
pakietu Analyst, badZz wywotywanej w ramach procedury REG wywolywanej w opcji Regression pakietu
Analyst. Ich dziatanie oméwiono jako ilustarcje rozwazan teoretycznych. Omowiono trzy przyktady. Jeden
z nich dotyczyt jednoczynnikowa ANOVA i byt zwigzany z typowymi badaniami przeprowadzanymi przez
firmy probujace okresli¢ swojg skutecznos¢ na rynku. Inne, dotyczyly dwuczynnikowej ANOVA i byly
ilustracja rzeczywistych probleméw powstatych przy badaniu $redniego wptywu stosowanych lekow badz
trucizn na zdrowie badanych populacji oséb. W koncu, w analizie zwrocono uwage na sprawdzanie zatozen

(np. jednorodnos$ci wariancji sktadnika losowego), przy ktorych analiza wariancji moze by¢ stosowana.
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Czes¢ 11. Metoda najwi¢kszej wiarygodnosci w analizie regresji Poissona, regresji

logistycznej i w szeregach czasowych.
A. Rozdzial 1. Wprowadzenie do metody najwiekszej wiarygodnosci.

Z powodu mozliwosci zastosowania metody najwiekszej wiarygodnosci (MNW) do rozwigzania
wielu, bardzo réznych probleméw estymacyjnych, stata si¢ ona obecnie zar6wno metoda podstawowa jak
rowniez punktem wyjscia dla réoznych metod analizy statystycznej. Jej wszechstronno$¢ zwigzana jest, po
pierwsze z mozliwos$cia przeprowadzenia analizy statystycznej dla matej prébki, opisu zjawisk nieliniowych
oraz zastosowania zmiennych losowych posiadajacych zasadniczo dowolny rozkiad prawdopodobienstwa
[1], oraz po drugie, szczegdlnymi whasno$ciami otrzymywanych przez nig estymatorow, ktore okazujg si¢ by¢
zgodne, asymptotycznie nieobcigzone, efektywne oraz dostateczne [36]. MNW zasadza si¢ na intuicyjnie
jasnym postulacie przyjecia za prawdziwe takich wartosci parametrow rozktadu prawdopodobienstwa

zmiennej losowe;j, ktore maksymalizujg funkcj¢ wiarygodnosci realizacji konkretnej probki.

Rozdzial 1-1. Podstawowe pojecia MNW.

Rozwazmy zmienng losowa Y [36], [37], ktora przyjmuje wartosci Yy zgodnie z rozkladem
prawdopodobienstwa p(y|6?), gdzie 0=(9,%,,..%)" =(%)%,, jest zbiorem K parametrow tego
rozktadu (T oznacza transpozycje). Zbior wszystkich mozliwych wartosci Yy zmiennej Y oznaczmy przez

Y.
Gdy k >1 wtedy € nazywamy parametrem wektorowym. W szczegdlnym przypadku k =1 mamy 6 = 9.

Mowimy wtedy, ze parametr € jest parametrem skalarnym.

Pojecie préoby i probki: Rozwazmy zbiér danych Y,,Y,,..., Yy otrzymanych w N obserwacjach zmiennej
losowej Y .

Kazda z danych y,, n=12,..,N, jest generowana z rozktadu p,(y,|&,) zmiennej losowej Y w
populacji, ktorg charakteryzuje warto§¢ parametru wektorowego 6. = (3,9,,...,9) =(($)), .
n=12,..,N. Stad zmienna Y w n-tej populacji oznaczymy Y,. Zbiér zmiennych losowych
Y = (Y., Y, Yy ) = (Y, )N, nazywamy N -wymiarowg probg.

Konkretng realizacie Y = (Yy, Ypren Yy ) = (Y, ),  proby Y nazywamy  prébkg. Zbior wszystkich

mozliwych realizacji y proby Y tworzy przestrzen proby (uktadu) oznaczang jako B .
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Okreslenie: Ze wzgledu na to, ze n jest indeksem konkretnego punktu pomiarowego proby, rozktad

p,(Y,|6,) bedziemy nazywali rozkladem ,punktowym” (czego nie nalezy myli¢ z np. rozkladem

dyskretnym).

Okreslenie funkcji wiarygodnoS$ci: Centralnym pojeciem MNW jest funkcja wiarygodnosci L(y; @)
(pojawienia sig) probki y = (yn)rh]':1 , Nazywana tez wiarygodnosciq probki. Jest ona funkcja parametru ® .

Przez wzglad na zapis stosowany w fizyce, bedziemy stosowali oznaczenie P(Y|®)= L(y;@), ktore
podkresla, ze formalnie funkcja wiarygodnosci jest lgcznym rozktadem prawdopodobienstwa [38)] pojawienia

si¢ realizacji y = (y,)\., proby Y = (Y, )N, to znaczy:
N

P©)=P(y|®)=]]p.(v,16,)- (1-1.1)

n=1

Zwrocenie uwagi w (1-1.1) na wystgpowanie Yy w argumencie funkcji wiarygodnosci oznacza, ze moze by¢
ona rozumiana jako statystyka P(\? | ®). Z kolei skrocone oznaczenie P(®) podkresla, ze centralng sprawa w
MNW jest fakt, ze funkcja wiarygodnosci jest funkcja nieznanych parametrow:

©=(0,6,-,0,) =@ ) Przyceym 6, = (%, o)’ =((4)scr)n » (1-1.2)
gdzie 6, jest wektorowym parametrem populacji okre§lonej przez indeks proby n. W toku analizy chcemy

oszacowac wektorowy parametr © .
Zbiér wartosci parametrow © = (6’,]),']“:1 tworzy wspoélrzedne rozktadu prawdopodobienstwa rozumianego

jako punktw d =k x N - wymiarowej (podprzestrzeni) przestrzeni statystycznej S [39], [5].

Uwaga o postaci rozkladéw punktowych: Tak jak w [5], zakladamy, ze ”punktowe” rozktady pn(yn | 6’n)

dla poszczegdlnych pomiaréw N w N elementowej probie sa niezalezne™. W ogolnosci [5], rozklady

punktowe pn(yn |t9n) zmiennych Y, chociaz sa tego samego typu, jednak nie spelniaja warunku

pn(yn |l9n): p(y|9), charakterystycznego dla proby prostej. Taka ogdlna sytuacja ma np. miejsce w

analizie regresji Poissona (Rozdziat 2).

"W przypadku analizy jednej zmiennej losowej Y , rozklady te obok niezaleznosci spetniaja dodatkowo
warunek:

p.(¥.16,)=p(y16), (1-1.3)

co oznacza, ze proba jest prosta.
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Pojecie estymatora parametru: Zatézmy, ze dane Yy = (yn)r':':1 sg generowane losowo z punktowych

rozktadéw prawdopodobienstwa p, (Y, |6,), n=1,2,...,N, ktére chociaz nie sa znane, to jednak zatozono o

nich, ze dla kazdego N nalezg do okreslonej, tej samej klasy modeli. Zatem funkcja wiarygodnosci (1-1.1)

nalezy do okreslonej, d = kx N - wymiarowej, przestrzeni statystycznej S .

Celem analizy jest oszacowanie nieznanych parametrow © , (1-1.2), poprzez funkcje:
6=6(Y)=(0,.0,...0,)" =(0,)\; gdzie 0,=(3,, 9, 90)" =((4)r), » (1-19)

majaca d =k x N sktadowych.

Kazda z funkcji gkn = 9kn (V ) jako funkcja proby jest statystykq, ktorg przez wzglad na to, ze stuzy do

oszacowywania wartosci parametru 4, nazywamy estymatorem tego parametru. Estymator parametru nie

. ., . .12
moze zaleze¢ od parametru, ktory oszacowuje™.

Podsumowujac, odwzorowanie:
®:B—>RY, (1-1.5)

gdzie B jest przestrzenig proby, jest estymatorem parametru (wektorowego) ® .

Okreslenie funkcji wynikowej: Funkcje S(@) bedaca gradientem logarytmu funkcji wiarygodnosci:

oInP(y|®) olnP(y|®)
80, 29,
0 _ : . oInP(y|®) _ :
S(®)= ﬁln PIYI®)=| 511 P(y|©) gdzie 6 | onP(y|e) |’ (1-1.6)
20, 29,

nazywamy funkcjg wynikowgq.

Rownania wiarygodnos$ci: Bedac funkcja © = (Hn)::lzl, funkcja wiarygodnosci stuzy do konstrukcji
estymatorow © = (6,,6,,....0,)" =(8,)\., parametréw © = (6,)",. Procedura polega na wyborze takich
(én)r'?:l , dla ktorych funkcja wiarygodnosci przyjmuje maksymalng warto$¢, skad statystyki te nazywamy
estymatorami MNW.

Zatem, wprowadzony przez Fishera, warunek konieczny otrzymania estymatoréw ® MNW sprowadza sie do

znalezienia rozwigzania uktadu d =Kk x N tzw. réwnan wiarygodnosci [38]:

'2 Natomiast rozktad estymatora oszacowywanego parametru, zalezy od tego parametru.
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5(@)}@:@ = % InP(y|©),._, =0, (1-1.7)
gdzie zagadnienie maksymalizacji funkcji wiarygodnosci P(y|®) sprowadzono do (na ogoét) analitycznie
rownowaznego mu problemu maksymalizacji jej logarytmu In P(y| ®).

Poniewaz w Rozdziatach dotyczacych regresji Poissona i regresji logistycznej ograniczymy si¢ do
rozktadow punktowych, dla ktorych parametr jest skalarny, dlatego ponizej pominiemy indeks wewnetrzny K
parametru.

Niech @)E(én)r'}‘zl jest estymatorem MNW wektorowego parametru © = (6,)N., otrzymanym po
rozwigzaniu uktadu rownan wiarygodnosci (1-1.7). Aby zagwarantowaé¢ maksimum funkcji wiarygodnosci,
warunek (1-1.7) musi by¢ uzupetniony warunkiem ujemnosci okre§lonosci ponizszej formy kwadratowej w
punkcie bedacym rozwigzaniem réwnania (1-1.7) [38], [5]:

N aZP(Y 0)

56,06, AenAen. <0 (1-1.8)

u M=z
M

gdzie rzeczywiste przyrosty A6, A6, nie zeruja si¢ jednoczesnie.

Macierz,

d J (1-1.9)
" le=6

jest tak zwang obserwowang w probie informacjg Fishera [38] dla parametru ®, a warunek (1-1.8) oznacza
zadanie jej dodatniej okreslono$ci. Poprzez macierz obserwowanej informacji Fishera mozna zdefiniowac

macierz kowariancji estymatoréw parametrow modelu:

) o) coda, )
V(6)= C?V(éZIél) ﬁz(éz) covldyd:) | —iFi@) (1-1.10)
covés,6:) covids,d,)  52(6,)

Powyzsza macierz kowariancji posiada na gtdownej przekatnej wariancj¢ kolejnych estymatoréw parametrow,
a w miejscach poza przekatna, kowariancje migdzy kolejnymi estymatorami parametrami. Wystepujace na
przekatnej wariancje estymatoréw, zostang wykorzystane w budowie przedzialow ufnosci dla

odpowiadajacych im parametrow.

A

Po otrzymaniu (wektora) estymatoréw © , zmaksymalizowang warto$¢ funkcji wiarygodno$ci

definiujemy jako numeryczng warto$¢ funkcji wiarygodno$ci powstalg przez podstawienie do P(y|®)

warto$ci oszacowanej ® w miejsce parametru © .
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Przyklad: Rozwazmy problem estymacji skalarnego parametru, tzn. @ =6 (tzn. k=1 oraz N =1), dla

zmiennej losowej Y opisanej rozktadem dwumianowym (Bernoulliego):
m m-y
P(y|9)=| |0"1-0)"". (1-1.11)
y

Estymacji parametru @ dokonamy na podstawie pojedynczej obserwacji (dugos¢ proby N =1) zmiennej Y
badz Y/m. Parametr m charakteryzuje rozktad zmiennej Bernoulliego Y (i nie ma zwigzku z dtugoscig N
proby).

Zatem poniewaz ys(yl), wiec P(y|0) jest funkcjg wiarygodnosci dla N =1 wymiarowej proby. Jej

logarytm wynosi:
m
InP(y|8)= In( }ryln O+(m-y)In(1-0). (1-1.12)
y
W rozwazanym przypadku otrzymujemy jedno rownanie wiarygodnosci (1-1.7):
1 1
$(0)=y—1—5(m=y),;=0 (1-1.13
a jego rozwigzanie daje estymator MNW parametru € rozktadu dwumianowego, rowny:
6= (1-1.14)
m

Ilustracjg powyzszej procedury znajdowania warto$ci estymatora parametru € jest Rysunek 1.1 (gdzie

przyjeto m=5). Na skutek pomiaru zaobserwowano warto$¢ Y réwnag y =1.

P[0

0,2+

0,1

y/m 0,5 1,0

Rysunek 1.1. Graficzna ilustracja metody najwigkszej wiarygodnosci dla P(y | 9) okreslonego wzorem (1-1.11) dla

rozktadu dwumianowego. Przyjeto warto$¢ parametru M = 5. W pomiarze zaobserwowano wartos¢ Y =y =1.

Maksimum P(y|0) przypada na warto§é @ réwna punktowemu oszacowaniu 6 =Yy/m=1/5 tego

parametru. Maksymalizowana warto$¢ funkcji wiarygodno$ci wynosi P(y | é)
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Rozdzial 1-2. Wnioskowanie w MNW.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze konstrukcja punktowego oszacowania parametru w MNW oparta jest o
postulat maksymalizacji funkcji wiarygodnosci przedstawiony powyzej. Jest on wstepem do statystycznej
procedury wnioskowania. Kolejnym krokiem jest konstrukcja przedzialu wiarygodnosci. Jest on
odpowiednikiem przedzialu ufnosci, otrzymywanego w czestotliwoSciowym podejsciu statystyki klasycznej
do procedury estymacyjnej. Do jego konstrukcji niezbedna jest znajomos¢ rozktadu prawdopodobienstwa
estymatora parametru, co (dzigki porzadnym’™ granicznym wlasno$ciom stosowanych estymatorow) jest
mozliwe niejednokrotnie jedynie asymptotycznie, tzn. dla wielkosci proby dazacej do nieskonczonosci.
Znajomos¢ rozktadu estymatora jest tez niezbedna we wnioskowaniu statystycznym odnoszacym si¢ do
weryfikacji hipotez.

W sytuacji, gdy nie dysponujemy wystarczajacg iloscig danych, potrzebnych do przeprowadzenia skutecznego
czestotliwosciowego wnioskowania, Fisher [38] zaproponowal do okreSlenia niepewnosci dotyczacej
parametru ® wykorzystanie maksymalizowanej warto$¢ funkcji wiarygodnosci.

Przedzial wiarygodnos$ci jest zdefiniowany jako zbidr wartosci parametru ®, dla ktorych funkcja

wiarygodnosci osigga (umownie) wystarczajaco wysoka warto$¢, tzn.:

{@, E((ﬂ_(:)% > c} , (1-1.15)
Ply|®

dla pewnego parametru obcigcia C, nazywanego poziomem wiarygodnosci.

Iloraz wiarygodnosci:

P(y|©)
P(y|6)

reprezentuje pewien typ unormowanej wiarygodnosci i jako taki jest wielkoscig skalarng. Jednak z powodu

(1-1.16)

niejasnego znaczenia okreslonej wartosci parametru obcigcia C pojecie to wydaje si¢ by¢ na pierwszy rzut
oka za stabe, aby dostarczy¢ taka precyzje wypowiedzi jaka daje analiza czgstotliwos$ciowa.

Istotnie, warto$¢ C nie odnosi sie do zadnej wielko$ci obserwowanej, tzn. na przyktad 1% -we (¢ =0,01)
obcigcie nie ma S$cistego probabilistycznego znaczenia. Inaczej ma si¢ sprawa dla czestotliwo$ciowych
przedziatlow ufnosci. W tym przypadku wartos¢ wspotczynnika o = 0,01 oznacza, ze gdybySmy rozwazyli
realizacje przedziatu ufnosci na poziomie ufnosci 1—a = 0,99, to przy pobraniu nieskoniczonej (w praktyce
wystarczajaco duzej) liczby probek, 99% wszystkich wyznaczonych przedzialow ufnosci pokrytoby
prawdziwg (teoretyczng) warto$¢ parametru ® w populacji generalnej (sktadajacej sie z N podpopulacji).
Pomimo tej stabosci MNW, rozbudowanie analizy stosunku wiarygodno$ci okazuje si¢ by¢ istotne we

whnioskowaniu statystycznym analizy doboru modeli i to az po konstrukcje rownan teorii pola [5].
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Rozdzial 1-2-1. WiarygodnoS$ciowy przedzial ufnosci.

Przyklad rozkladu normalnego z jednym estymowanym parametrem: Istnieje przypadek pozwalajacy na
prosta interpretacje przedzialu wiarygodnosciowego jako przedziatu ufnosci. Dotyczy on zmiennej Y
posiadajacej rozktad Gaussa oraz sytuacji gdy (dla proby prostej) interesuje nas estymacja skalarnego
parametru @ bedacego wartoscig oczekiwang E(Y) zmiennej Y . Przypadek ten omowimy ponizej. W
ogo6lnosci, przedzial wiarygodnoSci posiadajacy okreslony poziom ufnosci jest nazywany przedzialem
ufnosci.

Czestotliwosciowe wnioskowanie o nieznanym parametrze @ wymaga okreslenia rozktadu jego estymatora,
Cco jest zazwyczaj mozliwe jedynie granicznie [38]. Podobnie w MNW, o ile to mozliwe, korzystamy przy
duzych probkach z twierdzen granicznych dotyczacych rozktadu ilorazu wiarygodnosci [38]. W przypadku

rozktadu normalnego i parametru skalarnego okazuje si¢, ze mozliwa jest konstrukcja skonczenie wymiarowa.

Niech wigc zmienna Y ma rozktad normalny N (0, o’ ):

(y—e)zJ . (1-1.17)

1
oly16.0%)= \/ﬁ%( =

Rozwazmy probke Yy =(Y,,..., Yy ), ktora jest realizacja proby prostej Y i zalozmy, ze wariancja o jest

znana. Logarytm funkcji wiarygodnosci dla N (6?, 0'2) ma postac:

NP(y|0)=—Nin270? -1 3(y —0F :
y|6)= ;27 > (y, -6y, (1-1.18)
=1

20° %

gdzie ze wzgledu na probe prosta, w argumencie funkcji wiarygodnosci wpisano w miejsce ®E(9)L
parametr @, jedyny ktory podlega estymacji.
Z postaci funkcji wiarygodno$ci (1-1.18) oraz zwigzku Z:zl(yn —é)z = Zr’:‘:l((yn —6’)+(6’—é))2,

otrzymujemy™:

13 Posta¢ estymatora parametru skalarnego & rozkladu N (9, 0'2): Korzystajac z rownania wiarygodnosci (1-1.7)

dla przypadku skalarnego parametru @, otrzymujemy:
0

S(4 =—InP(y| 6 =0, 1-1.20
0),.,=25""PYIO, (1-1.20
skad dla log funkcji wiarygodnosci (1-1.18), otrzymujemy:
A 1d
0=y==>y,. (1-1.21)
N n=1
Zatem estymatorem parametru @ jest $rednia arytmetyczna:
A= 1
0=Y==3Y,. (1-1.22)
N =

A A

Estymator i jego realizowang warto$¢ bedziemy oznaczali tak samo, tzn. € dla przypadku skalarnego i © dla
wektorowego.
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PylO) __ N (5
I == 0-09) , 1-1.19
Py 18) 202( J (119

N
gdzie /=y = %Zyn jest estymatorem MNW parametru 6.
n=1

Statystyka Wilka: Widaé, ze po prawej stronie (1-1.19) otrzymali§my wyrazenie kwadratowe. Poniewaz Y

jest nieobcigzonym estymatorem parametru @, co oznacza, ze warto$¢ oczekiwana E(Y_ ) =86, zatem ( dla

2
rozktadu Y ~ N (9, 0'2) ) $rednia arytmetyczna Y ma rozklad normalny N [9, %j . Z normalnosci rozktadu

Y wynika, ze tzw. statystyka ilorazu wiarygodnosci Wilka:

P%\?lé; ,
W =2In—= ~ , 1-1.23
PV [0 X1 ( )

ma rozktad y*, w tym przypadku z jednym stopniem swobody [38], [1].

Woyskalowanie statystyki Wilka w przypadku normalnym: Wykorzystujac (1-1.23) mozemy wykonac
wyskalowanie wiarygodno$ci oparte o mozliwos¢ powigzania przedzialu wiarygodnosci z jego

czestotliwosciowym odpowiednikiem.

Mianowicie z (1-1.23) otrzymujemy, ze dla ustalonego (chociaz nieznanego) parametru €

prawdopodobienstwo, ze iloraz wiarygodno$ci znajduje si¢ w wyznaczonym dla parametru obcigcia C,

wiarygodnosciowym przedziale ufnosci, wynosi:

P PY_'? >c|=P 2InP!|9 <-2Inc :P(;(f<—2lnc). (1-1.24)
Ply |6 PlY | @

Zatem jesli dla jakiego$ 0 < (1— ) <1 wybierzemy parametr obcigcia:
12
c=e?" , (1-1.25)

gdzie ;(1%(1_&) jest kwantylem rzedu 100(1— )% rozktadu y -kwadrat, to spetnienie przez € zwiazku:

PY |6 s 2
Pl -/=—<4>C|=Ply; <1 o, )=1l-a (1-1.26)
(PYlH J (1 1 ))

oznacza, ze przyjecie wartosci C zgodnej z (1-1.25) daje zbior mozliwych warto$ci parametru 6 :
PIY |0
0, —= | <>Ch, (1-1.27)
PlY |6
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nazywany 100 (1—a)%-owym (wiarygodnosciowym) przedziatem ufnosci. Jest on odpowiednikiem
wyznaczonego na poziomie ufnosci (1—«) czestotliow$ciowego przedziatu ufnosci dla €. Dla
analizowanego przypadku rozktadu normalnego z estymacjg skalarnego parametru @ oczekiwanego poziomu
zjawiska, otrzymujemy po skorzystaniu z wzoru (1-1.25) warto$¢ parametru obciecia rownego C =0.15 lub
€c=0.04 dla odpowiednio 95%-owego (1—« =0.95) badz 99%-owego (1—a =0.99) przedzialu
ufnoéci. Tak wiec w przypadku, gdy przedzial wiarygodnosci da si¢ wyskalowaé rozktadem
prawdopodobienstwa, parametr obcigcia C posiada wlasnos¢ wielkoSci obserwowanej, interpretowanej

czestotliwosciowo poprzez zwiqzek z poziomem ufnosci.

Zwro¢my uwage, ze chociaz konstrukcje czgstotliwosciowego i wiarygodnosciowego przedziatu ufnosci sa

rozne, to ich losowos¢ wynika w obu przypadkach z rozktadu prawdopodobienstwa estymatora 6.

Cwiczenie: W oparciu o powyzsze rozwazania wyznaczy¢, korzystajac z (1-1.19) ogblna posta¢ przedziatu

wiarygodno$ci dla skalarnego parametru € rozktadu normalnego.

Rozdzial 1-2-2. Rozklady regularne.

Dla zmiennych o innym rozktadzie niz rozktad normalny, statystyka Wilka W ma w ogdlnosci inny rozktad
niz ;(2 [38]. Jesli wiec zmienne nie majg doktadnie rozktadu normalnego lub dysponujemy za matg probka by
moc odwolywac si¢ do (wynikajacych z twierdzen granicznych) rozktadow granicznych dla estymatoréw
parametrow, wtedy zwigzek (1-1.23) (wige i (1-1.25)) daje jedynie przyblizone wyskalowanie przedziatu
wiarygodnosci rozktadem )(2 .

Jednakze w przypadkach wystarczajaco regularnych rozktadow, zdefiniowanych jako takie, w ktorych

mozemy zastosowac przyblizenie kwadratowe:

In a(%% ~ _% iF(0)o-of . (1-1.28)

. . . . , . 2 . ..
powyzZsze rozumowanie oparte o wyskalowanie wiarygodnos$ci rozktadem y; jest w przybliZzeniu stuszne.

Wielkos¢ iF(é), ktora pojawila si¢ powyzej jest obserwowang informacja Fishera, a powyzsza formula

stanowi powazne narzg¢dzie w analizie doboru modeli [5], [38].

Przyklad: Rozwazmy przypadek parametru skalarnego € w jednym eksperymencie (N =1) ze zmienng Y
posiadajaca rozktad Bernoulliego z m=15. W wyniku pomiaru zaobserwowaliémy warto$¢ Y = y = 3.
Prosta analiza pozwala wyznaczy¢é wiarygodno$ciowy przedziat ufnosci dla parametru €. Poniewaz
przestrzen V, parametru @ wynosi V, = (0,1), zatem tatwo pokaza¢, ze dla ¢ = 0,01, ¢ =0,1 oraz c=0,5

miatby on realizacj¢ odpowiednio (0,019;0,583), (0,046;0,465) oraz (0,098;0,337). Wida¢, ze wraz ze
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wzrostem wartosci C, przedzial wiarygodno$ci zacieSnia si¢ wokot warto$ci oszacowania punktowego
0= y/m =1/5 parametru @ i nic dziwnego, bo wzrost wartosci C oznacza akceptowanie jako mozliwych do
przyjecia tylko takich modelowych wartosci parametru 6, ktdore gwarantuja wystarczajgco wysoka
wiarygodnos$¢ probki.

Powyzszy przyktad pozwala naby¢ pewnej intuicji co do sensu stosowania ilorazu funkcji wiarygodnosci.
Mianowicie po otrzymaniu w pomiarze okreslonej warto$ci y/m oszacowujgcej parametr @, jeste$my sktonni
preferowa¢ model z takg wartoScig parametru @, ktora daje wickszg warto$¢ (logarytmu) ilorazu
wiarygodnos$ci P(y|9)/P(y|é’). Zgodnie z podejsciem statystyki klasycznej nie oznacza to jednak, ze
uwazamy, ze parametr € ma jaki§ rozktad. Jedynie wobec niewiedzy co do modelowej (populacyjnej)

warto$¢ parametru 6 preferujemy ten model, ktory daje wigkszg warto$¢ ilorazu wiarygodno$ci w probee.

Rozdzial 1-2-3. Weryfikacja hipotez z wykorzystaniem ilorazu wiarygodnosci.

Powyzej wykorzystalisSmy funkcje wiarygodno$ci do  estymacji wartosci parametru ©® . Funkcje
wiarygodnosci mozna rowniez wykorzysta¢ w drugim typie wnioskowania statystycznego, tzn. w weryfikacji

hipotez statystycznych.

Rozwazmy prosta hipotez¢ zerowa H,:® =®, wobec zlozonej hipotezy alternatywnej H, :@=0,. W
celu przeprowadzenia testu statystycznego wprowadzmy unormowang funkcje wiarygodnosci:

Ply| (?0) (1-1.29)
Py|6)

skonstruowang przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej. Hipotez¢ zerowa H, odrzucamy na rzecz
hipotezy alternatywnej, jesli jej wiarygodnosé¢ P(y|®o) jest ”za mala”. Sugerowatoby to, ze zlozona

hipoteza alternatywna H, zawiera pewna hipotez¢ prosta, ktora jest lepiej poparta przez dane otrzymane w
probcee, niz hipoteza zerowa.

Jak o tym wspomnieli$my powyzej, np. 5% -owe obciecie C w zagadnieniu estymacyjnym, samo w sobie nie
méwi nic o frakcji liczby przedziatow wiarygodno$ci pokrywajacych nieznang warto$¢ szacowanego
parametru. Potrzebne jest wyskalowanie ilorazu wiarygodnosci. Rowniez dla weryfikacji hipotez skalowanie
wiarygodnosci jest istotne. StwierdziliSmy, ze takie skalowanie jest mozliwe wtedy gdy mamy do czynienia z

jednoparametrowym przypadkiem rozktadu Gaussa, a przynajmniej z przypadkiem wystarczajaco regularnym.
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Empiryczny poziom istotnosci: W przypadku jednoparametrowego, regularnego problemu z (@ = (6)\.,)
jak w Przyktadzie z Rozdzialu 1-2-1, skalowanie poprzez wykorzystanie statystki Wilka stuzy otrzymaniu
empirycznego poziomu istotnosci p . Ze zwiazku (1-1.23) otrzymujemy wtedy przyblizony (a doktadny dla
rozktadu normalnego) empiryczny poziom istotnosci:

p ~ P[ P(fm)zp(ylé"bs)]:P(Zln Pflé 2—2Incbj
PV 16,)” P(yl6,) PY |6, -

= P(;(fZ—ZIncobs), gdzie c,, =

obs Y ’

(1-1.30)

przy czym éobs jest warto$cig estymatora MNW 0 wyznaczong w obserwowanej (obs) probce Yy . Powyzsze
okreslenie empirycznego poziomu istotnosci P oznacza, ze w przypadku wystarczajagco regularnego
problemu [38], istnieje typowy zwiazek pomigdzy prawdopodobienstwem (1-1.26), a empirycznym
poziomem istotno$ci p, podobny do zwiazku jaki istnieje pomigdzy poziomem ufnosci 1—«, a poziomem
istotnosci « w analizie czgstotliwosciowej. [ tak, np. w przypadku jednoparametrowego rozktadu

normalnego mozemy wykorzysta¢ warto§¢ empirycznego poziomu istotnosci p do stwierdzenia, ze gdy
p <« to hipotezg H, odrzucamy na rzecz hipotezy H,, a w przypadku p >« nie mamy podstawy do

odrzucenia H,.

Problem bledu pierwszego i drugiego rodzaju: Jednakze podobne skalowanie ilorazu wiarygodnosci
okazuje si¢ by¢ znacznie trudniejsze juz chociazby tylko w przypadku dwuparametrowego rozktadu
normalnego, gdy obok € estymujemy o [38]. Wtedy okreslenie co oznacza sformulowanie ,,zbyt mata"
warto$¢ C jest dos¢ dowolne i zalezy od rozwazanego problemu lub wczesniejszej wiedzy wynikajacej z
innych zrodet niz prowadzone statystyczne wnioskowanie. Wybor duzego parametru obcigeia C spowoduje,
ze istnieje wicksze prawdopodobienstwo popetnienia bledu pierwszego rodzaju polegajacego na odrzuceniu
hipotezy zerowej w przypadku, gdy jest ona prawdziwa. Wybor matego C spowoduje zwigkszenie
prawdopodobienstwa popetnienia bledu drugiego rodzaju, tzn. przyjecia hipotezy zerowej w sytuacji, gdy jest

ona bledna.
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Rozdzial 1-3. MNW w analizie regresji.

W metodzie regresji klasycznej, estymatory parametrow strukturalnych modelu regresji sa

otrzymane arytmetyczna metoda najmniejszych kwadratow (MNK). Zmienne objasniajace X, =X, ,

n=1,.., N, nie majg wtedy charakteru stochastycznego, co oznacza, ze eksperyment jest ze wzgledu na nie

kontrolowany.

MNK polega na minimalizacji sumy kwadratoéw odchylen obserwowanych wartosci zmiennej obja$nianej
(tzw. odpowiedzi) od ich wartosci teoretycznych spelniajacych rownanie regresji. MNK ma znaczenie
probabilistyczne tylko w przypadku analizy standardowej, gdy zmienna objasniana Y ma rozktad normalny.

Jej estymatory pokrywaja si¢ wtedy z estymatorami MNW. Pokazemy, Ze tak si¢ sprawy maja.

Zalozmy, ze zmienne Y,,Y,,...,Y, odpowiadajace kolejnym wartoSciom zmiennej objasniajacej, X,
X,y Xy » 8@ Wzglgdem siebie niezalezne i maja rozktad normalny ze $rednig 4, = E(Y|Xn ) = E(Yn) zalezng
od wariantu zmiennej objasniajacej X, , oraz taka samg wariancje o (Y,) = > (Y).

Funkcja wiarygodnos$ci probki (yl, y2,...,yN) dla normalnego klasycznego modelu regresji z parametrem

© = u=(u,)\,, mapostaé:

N N 1 {
P P( f(y, | 4,
(1) =P(y|p) H Yol t4y) H\/—
1

1 2
mexp{— 267 ﬂn)}

gdzie f(yn | ,un), n=12...,N, sg punktowymi rozktadami gesto$ci prawdopodobienstwa Gaussa. Wida¢, ze

(yn - Hy )2}
(1-1.31)

maksymalizacja P(u) ze wzgledu na ()., pociaga za soba minimalizacje sumy kwadratow reszt™ ( SKR
):

SKR = i_(yn -u,) (1-1.32)

gdzie u, = E(Y|xn) jest postulowanym modelem regresji. Zatem w standardowej, klasycznej analizie

regresji, estymatory MNW pokrywajg si¢ z estymatorami MNK. Wida¢, ze procedura minimalizacji dla SKR

prowadzi do liniowej w Y, postaci estymatorow fI, parametrow g, .

4 SSE w literaturze anglojezycznej (w tym w raportach SAS'a).
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Problem 2z nieliniowym ukladem réwnan wiarygodnosci: Jednak rozwigzanie uktadu rownan
wiarygodnosci (1-1.7) jest zazwyczaj nietrywialne. Jest tak, gdy otrzymany w wyniku ekstremizacji uktad
algebraicznych réwnan wiarygodnos$ci dla estymatorow jest nieliniowy, co w konsekwencji oznacza, ze
mozemy nie otrzymac ich w zwartej analitycznej postaci. Przyktadem moze by¢ analiza regresji Poissona, w
ktérej do rozwiagzania réwnan wiarygodno$ci wykorzystujemy metody iteracyjne. W takich sytuacjach
wykorzystujemy na ogét jakis program komputerowy do analizy statystycznej, np. zawarty w pakiecie SAS.
Po podaniu postaci funkcji wiarygodnosci, program komputerowy dokonuje jej maksymalizacji rozwigzujac
uktad (1-1.7) np. metodg Newton-Raphson'a [38], wyznaczajac numerycznie warto$ci estymatorow

parametréw modelu.

Testy statystyczne: Logarytm ilorazu wiarygodnosci jest rowniez wykorzystywany w analizie regresji do
przeprowadzania testow statystycznych przy weryfikacji hipotez o nie wystgpowaniu braku dopasowania
modelu mniej ztozonego, tzw. “nizszego”, o mniejszej liczbie parametrow, w stosunku do bardziej ztozonego
modelu “wyzszego”, posiadajacego wicksza liczbe parametrow. Tzw. statystyka ilorazu wiarygodnosci

(likelihood ratio) wykorzystywana do tego typu testow ma postac [1], [38]:

WRo, 0, = 2N e (1-1.33)
2

gdzie P(V | (:)1) jest maksymalizowang wartoscia funkcji wiarygodno$ci dla modelu mniej ztozonego, a
P(Y~ | O 2) dla modelu bardziej ztozonego. Przy prawdziwosci hipotezy zerowej H, o braku koniecznosci

rozszerzania modelu nizszego do wyzszego, statystyka (1-1.33) ma asymptotycznie rozklad y° z liczba
stopni swobody réwng roéznicy liczby parametréw modelu wyzszego 1 nizszego.
Poniewaz P(V | (:)2)2 P(Y~ | @l) zatem:

0<LRg, jo, <+® (1-1.34)

Analogia wspolczynnika determinacji: Maksymalizowana warto$¢ funkcji wiarygodnosci zachowuje sig
podobnie jak wspotczynnik determinacji R? [1], tzn. ronie wraz ze wzrostem liczby parametréw w modelu,
zatem wielko$¢ pod logarytmem nalezy do przedziatu (0,1) i statystyka (1-1.33) przyjmuje wartosci z
przedziatu (0,+oo). Stad (asymptotycznie) zbior krytyczny dla H, jest prawostronny. Im lepiej wigc model

wyzszy dopasowuje si¢ do danych empirycznych w stosunku do modelu nizszego, tym wigksza jest wartos¢

statystyki ilorazu wiarygodnos$ci (1-1.33) i wigksza szansa, ze wpadnie ona w przedziat odrzucen hipotezy

zerowej H,, ktory lezy w prawym ogonie wspomnianego rozktadu ;(2 [1].
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Rozdzial 1-4. Test statystyczny dla doboru modelu.

Przyczyna nielosowej zmiany wartoS$ci zmiennej objasnianej: Rozwazmy model regresji dla zmiennej

objasnianej Y posiadajacej okreSlony rozklad (np. Poissona albo dychotomiczny). Zmienne Y,
n=12,.., N posiadaja wigc rowniez ten sam rozktad. Zaktadamy, ze sg one parami wzajemnie niezalezne.

Niech X jest zmienng objasniajaca (tzw. czynnikiem) kontrolowanego eksperymentu, w ktorym X nie jest
zmienng losowa, ale jej zmiana, jest rozwazana jako mozliwa przyczyna warunkujaca nielosowg zmiang

wartosci zmiennej Y .

Gdy czynnikow X, X,,...X, jest wigcej, wtedy dla kazdego punktu N proby podane sa wszystkie ich

wartosci:

Xins Xonsee Xy » Q0ZIE N=12,.., N, (1-1.35)
gdzie pierwszy indeks w X;,, 1 =1,2,...,K, numeruje zmienng objasniajaca.
Brak mozliwosci eksperymentalnej separacji podstawowego kanalu n: Niech X, = (X, X0, Xi)

oznacza zbior wartosci jednego wariantu zmiennych (Xl, ) S Xk), tzn. dla jednej konkretnej podgrupy n.
Zwro¢my uwagg, ze indeks proby N numeruje podgrupg, co oznacza, ze W pomiarze wartosci Y, nie ma
mozliwosci eksperymentalnego siggnigcia ”w glab” indeksu N - tego kanatu, tzn. do rozrdznienia wptywow

na warto$¢ Y, ptynacych z roéznych ”pod-kanatow™ i, gdzie i =1,2,...,k.

Rozdzial 1-4-1. Model podstawowy.

Zakladajac brak zalezno$ci zmiennej Y od czynnikow X, X,,...X,, rozwaza si¢ tzw. model podstawowy.

Dla proby Y = (Y.) N, , funkcja wiarygodnosci proby z parametrem @ = z2= (z,), :

P() =PV | )= 1”11 oo 1 40) (1-1.36)

jest funkcja wektorowego parametru u = (,un)r’:':l. W ponizszych rozdzialach rozwazymy regresj¢ dla

Poissona oraz dychotomicznego, dla ktorych kazdy z parametrow g, = E(Y,) jest parametrem skalarnym. N

jest rownoczesnie liczebnoscig zbioru danych, ktora moze by¢ liczba podgrup, komoérek lub kategorii, oraz
liczba parametréw modelu podstawowego wystepujaca w wiarygodnosci (2-1-2.5).
Uktad réwnan MNW ma postac:

0
Otn

inP(7 )] =i =0, N=12,.N. (1-1.37)
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Rozwigzaniem powyzszego uktadu rownan wiarygodnosci sg estymatory ,[zz(,[zl, ,&2,...,[1,\,) wektorowego
parametru ,uz(,un)r':':l. Na funkcje wiarygodnosci modelu podstawowego nie narzuca si¢ zadnych

ograniczen na posta¢ (i, zattm W zadnym modelu regresji nie mozna otrzyma¢ wigkszej wartosci funkcji

wiarygodnos$ci w probce niz w modelu zmaksymalizowanym modelu podstawowym.

Niech ynEE(Yn):,u(Xn,/S‘), n=1,2,...,N,jest funkcja regresji badanego modelu z parametrami

p= (,80 s Piaens B ) Funkcja wiarygodno$ci proby przy rozwazanym modelu regresji ma postac:
~ N
PV 15) = TIp(va15) (1-1.38)
n=1

Estymatory MNW, ﬁ’o, ﬂAl,..., ,@k, parametrow Sy, By, B, otrzymuje si¢ rozwiazujac K+1 rownan

wiarygodnosci:

a’%lnP(\?lﬂ) 5 =0, i2012.k. (1-1.39)
J

Rozwigzaniem powyzszego uktadu réwnan wiarygodnosci sga estymatory ,é = (ﬁo’ ,Bl,..., ﬁk) wektorowego

parametru B =(8,, By B

Hipoteze zerowa o nie wystgpowaniu braku dopasowania badanego modelu w porownaniu z modelem
podstawowym mozna zapisa¢ w postaci proponujacej postaé tego modelu:
Ho : i = (X, 8), n=1,2,...N. (1-1.40)
Stawiamy ja wobec hipotezy alternatywne;j:
Ha @ 4, nie maograniczorej postaci,n=1,2,...,N . (1-1.41)
ktora odpowiada wyborowi modelu podstawowego zawierajacego tyle parametrow g, ile jest punktow
pomiarowych, tzn. N, z funkcjg wiarygodnosci (1-1.36).

Niech wigc P(Y~ | ,é ) jest maksymalng warto$cia funkcji wiarygodnosci okreslong jak w (1-1.38). Oznacza to,

Ze w miejsce parametrow [ = (ﬂo,ﬂl,...,ﬂk) podstawiono ich estymatory ,3 = (ﬁo,ﬁl,...,ﬁk) wyznaczone
przez MNW, jako te ktore maksymalizujg funkcje wiarygodnosci (1-1.38). Podobnie rozumiemy funkcje
wiarygodnosci I:’(Y~ | ,&) modelu podstawowego.

Poniewaz celem kazdej analizy jest otrzymanie mozliwie najprostszego opisu danych, model , = ,u(xn, ,B)
zawierajacy K+1 parametrow f3, bedzie uznany za dobry, jesli maksymalna warto$¢ funkcji wiarygodnosci
wyznaczona dla niego, bedzie prawie tak duza, jak funkcji wiarygodnosci dla nie niosgcego zadnej informacji

modelu podstawowego z liczba parametrow 4, réwna licznie punktéw pomiarowych N . Sformutowanie

“prawie tak duza” oznacza, ze warto$¢ funkcji wiarygodnoéci P(y| ) nie moze by¢ istotnie statystycznie
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mniejsza od P(y | [1) Zasadniczo powinno to oznaczaé, ze musimy podac¢ miary pozwalajace na okreslenie
statystycznej istotnosci przy postugiwaniu si¢ intuicyjnym parametrem obcigcia C (Rozdziat 1-2-1). Okazuje
si¢, ze dla duzej proby, miary typu (1-1.42), podane ponizej, uzyskuja cechy pozwalajace na budownie

wiarygodno$ciowych obszarow krytycznych nabywajacych charakteru standardowego (czgstotliwo$ciowego).

Okres$lenie dewiancji: Wprowadzmy statystyke typu ilorazu wiarygodnosci:

A P(Y |

p(3)= -2 PO 1A) (1-1.42)
PV 2)

nazywang dewiancjqg (deviance) dla modelu regresji. Jej przyktad zostanie omowiony dalej na przyktadzie

modelu regresji Poissona. Stuzy ona do badania dobroci dopasowania modelu z zadana postacia

1y = u(x,,8) w stosunku do modelu podstawowego, bez narzuconej postaci na g, , tzn. do stwierdzenia,

czy P(y|p) jest istotnie mniejsza od P(y | ,&), co sugerowatoby istotny statystycznie brak dopasowania
badanego modelu s, = 1(X,, ), do danych empirycznych. Jak pokazemy ponizej dewiancja moze byé
rozumiana jako miara zmiennosci reszt wokol linii regresji (tzn. odchylenia wartosci obserwowanych w

probie od wartosci szacowanych przez model), na ktorej lezg wartosci przewidywane Y ; przez model [1].

A. Rozdzial 2. Analiza doboru modelu regresji Poissona.

Celem obecnego Rozdziatu jest praktyczne wyjasnienie dziatania metody najwiekszej wiarygodnosci
(MNW) oparte o przyktad analizy doboru modelu dla regresji Poissona, z wykorzystaniem mozliwosci
procedur zawartych w pakiecie SAS (system analiz statystycznych). Podstawy teoretyczne MNW oraz aparatu
matematycznego zwigzanego z zastosowaniem informacji Fishera moze czytelnik znalez¢ migdzy innymi w
pozycji [5].

MNW jest ogélng statystyczng metodg otrzymywania estymatordw parametrow populacyjnych modelu
statystycznego. Estymatory MNW maja dla duzej probki optymalne whasciwosci statystyczne [36]. Dla matej
probki skorzystanie z petni praktycznych zalet MNW mozliwe jest dopiero po odwotaniu si¢ do formalizmu
geometrii rozniczkowej na przestrzeni statystycznej modeli statystycznych [39], [5].

Zaleta MNW w estymacji parametréw jest to, ze mozna jg zastosowaé w rozmaitych sytuacjach. Jej wazng
cechg jest to, ze ogdlne zasady i procedury mogg by¢ uzywane do przeprowadzania wnioskowania
statystycznego dla modeli regresji ze zmienng objasniang o dowolnym rozkladzie. Stad to samo
wnioskowanie statystyczne MNW moze by¢ (z doktadno$cig do réznic modelowych) zastosowane w analizie
regresji np. klasycznego modelu normalnego, jak i w analizie regresji Poissona.

Gdy model wielorakiej regresji liniowej jest dopasowany do danych empirycznych zmiennej objasnianej

posiadajgcej rozktad normalny, wtedy estymatory wspdtczynnikow regresji metody najmniejszych kwadratow
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(MNK) sg identyczne jak estymatory otrzymane w MNW [38], [1]. Estymacja MNW parametrow modelu
umozliwia rowniez analiz¢ modeli nieliniowych, takich jak np. model regresji logistycznej [1] oraz rozwazany
w niniejszej czesci skryptu model regresji Poissona. Zrozumienie dziatania MNW w estymacji parametréw i
umiejetno$¢ dokonywania wyboru modelu w oparciu o odpowiednie testy statystyczne jest niezbedna
umiejetnosciag wspolczesnych analiz statystycznych w wielu dziedzinach nauk empirycznych.

Analiza regresji Poissona jest stosowana w modelowaniu zaleznosci pomiedzy zmiennymi w
przypadku, gdy zalezna zmienna losowa (nazywana tez zmienng opisywang lub odpowiedzig) przyjmuje z
natury tej zmiennej realizacje w postaci zbioru dyskretnych danych. Na przyklad zmienna objasniana moze
by¢ liczba zliczen przypadkow interesujgcego nas zdarzenia, np. liczbg przypadkow awarii, ktére pojawiaja
si¢ w ustalonym czasie badania.

Dla typowego modelu regresji Poissona naturalng miarg estymowanego defektu jest ryzyko wzgledne,

zwigzane z okreslonym, interesujagcym nas czynnikiem.

Celem obecnego Rozdziatu jest wyjasnienie jak postulowaé i bada¢ posta¢ modelu regresji Poissona oraz jak
wykorzystywa¢ kluczowe cechy modelu do estymacji parametru ryzyka wzglednego, kontrastujacego
porownywane zbiorowos$ci ze wzgledu na warianty czynnikow ryzyka. Wykorzystamy pojecia statystyki
ilorazu wiarygodnosci oraz dewiancji [1], stosujac je do analizy selekcji modelu wilasciwego dla
przyktadowych danych (ktorych realizacja jest mozliwa), co do ktorych uznamy, ze pochodza z rozktadu [2]
Poissona. Przedstawiony zostanie typowy model regresji Poissona, ktory wyraza w postaci logarytmicznej
tempo porazki (np. awarii) jako liniowej funkcji zbioru czynnikoéw. Metoda regresji Poissona, moze by¢
réwniez zastosowana w bardziej skomplikowanych nieliniowych modelach. Zainteresowanego czytelnika

odsytamy do [1].

Rozdzial 2-1. Analiza doboru modelu regresji dla rozkladu Poissona.

Rozdzial 2-1-1. Dewiancja jako miara dobroci dopasowania. Rozklad Poissona.

Rozwazmy zmienng losowg Y posiadajgca rozktad Poissona. Rozktad ten jest wykorzystywany do
modelowania zjawisk zwiagzanych z rzadko zachodzacymi zdarzeniami, jak na przykltad z liczba

rozpadajacych si¢ niestabilnych jader w czasie t. Ma on postac:

ﬂye_#

p(Y = y|u)= , oraz y=0,1,.,, (2-1-1.1)

gdzie u jest parametrem rozktadu. Zmienna losowa podlegajaca rozktadowi Poissona moze przyjac tylko

nieujemng warto$¢ catkowita. Rozklad ten mozna wyprowadzi¢ z rozktadu dwumianowego, badz

wykorzystujac rozktady Erlanga i wyktadniczy [36].
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Na przyktad, zgodnie z (2-1-1.1) prawdopodobienstwo, ze Y przyjmuje warto$¢ y = 7 Wynosi:

)_ u7efy _/J7e—,u
7! 5040

Wida¢, ze prawdopodobienstwo to zmienia si¢ jako funkcja wartosci parametru . Jak juz wiemy w MNW

ply=7u

koncentrujemy si¢ na badaniu zaleznosci rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej objasnianej, od parametrow

tego rozktadu.

Zwiazek wariancji z wartoscia oczekiwang rozklad Poissona: Rozklad Poissona posiada pewna
interesujaca wilasciwo$¢ statystyczng, mianowicie jego warto$¢ oczekiwana, wariancja i trzeci moment

centralny sa rowne parametrowi rozkladu u :

EY)=c’(Y)=p,=u. (2-1-1.2)
Aby pokaza¢ dwie pierwsze réwnosci w (2-1-1.2) skorzystajmy bezposrednio z definicji odpowiednich
momentow, otrzymujac:

o0

E(Y) = Zy.p(yzy|ﬂ):iy.,uye*ﬂ:e_yi m

= = ! Sy —-1)
)’;0 ﬂy71 ) yll—lol y y=1 (y )| (2_1_13)
= e# =p# Z_=e*uet =y,
”; (y-1) ”; I HE K
oraz, korzystajac z (2-1-1.3):
o*(V)=E(?)-[EC)F = E(*)- x> = 2 y* - plY = y | u)-ps°
y=0
N, ple” 2 _ v u’ 2 u N ,UI 2
=>y —pt=etyy -t =ty (1+1) = —pu®  (2-1-1.4)
y=0 y! y=1 (y _1)| 1=0 |

Uwaga: Zatem otrzymalismy wazng wlasnosé rozkladu Poissona, ktéra mowi, ze stosunek dyspersji o do
warto$ci oczekiwanej E(Y) maleje pierwiastkowo wraz ze wzrostem poziomu zmiennej Y opisanej tym
rozktadem:

o 1

EV) Ju

Fakt ten oznacza z zalozenia inne zachowanie sie odchylenia standardowego w modelu regresji Poissona niz

(2-1-1.5)

w klasycznym modelu regresji normalnej (w ktérym zaktadamy jednorodnos¢ wariancji zmiennej objasnianej

w roéznych wariantach zmiennej objasniajgce;j).

Cwiczenie: Pokazaé (2-1-1.2) dla trzeciego momentu.
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Rozdzial 2-1-2. Model podstawowy.

Zaktadajac brak zaleznosci zmiennej Y od czynnikow X, X,,...X, , rozwaza si¢ tzw. model podstawowy.

Dla rozktadu (2-1-1.1) i proby Y = (Y n),l:lzl, funkcja wiarygodnosci przy parametrze ® = = ()., ma
postac:
N v N
_ N Yne—,un (Hﬂnn]exp(_ZIunj
P(V | )= [ [ Hotm = 2 =, (2-1-2.5)

n=1 YnI ﬁYn |

jest wigc wyrazona jako funkcja wektorowego parametru u= (,LG)g':l, gdzie kazdy z parametrow

4, = E(Y,) jest parametrem skalarnym. N jest rownoczes$nie liczebnoscia zbioru danych, ktora moze by¢

liczba podgrup, komorek lub kategorii, oraz liczbg parametréw modelu podstawowego wystepujaca w
wiarygodnosci (2-1-2.5).

Rozwazmy uktad rownan MNW:

ai InP( | 4)=0, n=12..N. (2-1-2.6)

n

Dla funkcji wiarygodnosci (2-1-2.5) otrzymujemy:
- N N N
P | )= 3 Y, g, = 1, =Y InY, L (2-1-2.7)
n=1 n=1 n=1

Zatem rozwigzanie uktadu (2-1-2.6) daje:
o= =Y, n=12..N, (2-1-2.8)
jako estymatory modelu postawowego. Zatem funkcja wiarygodnosci (2-1-2.5) modelu podstawowego

przyjmuje w punkcie g zadanym przez estymatory (2-1-2.8) warto$¢ maksymalng:

1)

P(Y | )= 5 —, (2-1-2.9)

gdzie zastosowano oznaczenie £z = £y, ity ,...A1y )-
Rozdzial 2-1-3. Analiza regresji Poissona.

Niech zmienna zalezna Y reprezentuje liczbe zliczen badanego zjawiska (np. przypadkéw awarii okreslonego
zakupionego sprzetu), otrzymang dla kazdej z N podgrup (np. klienckich). Kazda z tych podgrup

wyznaczona jest przez komplet warto$ci zmiennych objasniajacych X = (Xl, Xy X, ) =X= (Xl, Xy peeey Xk)
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(np. wiek, poziom wyksztalcenia, cel nabycia sprz¢tu). Zmienna Y, okresla liczbe zliczen zjawiska w N -tej

podgrupie, n=1,2,..., N . W konkretnej probce (Y, )N, = (Y, )N,

Okreslenie modelu regresji Poissona: Rozwazmy nastepujacy model regresji Poissona:
u,=EY,)=¢r(x,8), n=12,.,N, (2-1-3.10)
opisujacy zmian¢ warto$ci oczekiwanej liczby zdarzen Y, (dla rozktadu Poissona) wraz ze zmiang wariantu
Xy = (X1 X seoms X )-
Funkcja regresji po prawej stronie (2-1-3.10) ma dwa czynniki. Czynnik funkcyjny funkcji regresji, r(xn, ,6’),
opisuje tempo zdarzen okreslanych mianem porazek (np. awarii) w N -tej podgrupie (tzn. jest czestoscig tego
zjawiska), skad r(Xn, ,B) >0, gdzie p= (,BO, By ﬂk) jest zbiorem nieznanych parametréw tego modelu
regresji. Natomiast czynnik ¢ jest wspotczynnikiem okreslajacym dla kazdej n -tej podgrupy (np. klientow)
skumulowany czas prowadzenia badan kontrolnych dla wszystkich jednostek tej podgrupy.

Poniewaz funkcja regresji® r(xn,,b’) przedstawia typowa liczbe porazek na jednostke czasu, zatem

nazywamy ja ryzykiem.

Uwaga o postaci funkcji regresji: Funkcje I’(Xn, ,6’) mozna zamodelowa¢ na rdzne sposoby [38].

Wprowadzmy oznaczenie:
k
Za=Bo+ D B X - (2-1-3.11)
=L

Funkcja regresji I’(X ,6’) ma rézng posta¢ w zalezno$ci od typu danych. Moze mie¢ ona postac

n?
charakterystyczng dla regresji liniowej (wielokrotne;j), I’(Xn ] ) = 2,: , ktorg stosujemy szczegdlnie wtedy gdy
zmienna Y ma rozklad normalny. Postaé I’(Xn ﬂ) =1/, jest stosowana w analizie z danymi pochodzacymi z

rozktadu eksponentialnego, natomiast r(xn, ﬂ):1/(l+exp (=) w modelowaniu regresji logistycznej dla

opisu zmiennej dychotomicznej [1], [38].

Posta¢ funkcji regresji uzyteczna w regresji Poissona jest nast¢pujaca:
K
(%, B)=ep(4), 4 =B+ BX,. (2-1-3.12)
=

Ogolniej mowigc analiza regresji odnosi si¢ do modelowania wartosci oczekiwanej zmiennej zaleznej

(objasnianej) jako funkcji pewnych czynnikéw. Postaé funkcji wiarygodno$ci stosowanej do estymacji

5 Czynnik I’(Xn ] ) nazywany dalej funkcjg regresji, chociaz wtasciwie nazwa ta odnosi si¢ do calej E(Yn )
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wspotczynnikow regresji  # odpowiada zalozeniom dotyczacym rozkladu zmiennej zaleznej. Tzn.
zastosowanie konkretnej funkcji regresji r(X,, ), np. jak w (2-1-3.12), wymaga okreslenia postaci funkcji
czestosei r(X,, ), zgodnie z jej postacia dobrana do charakteru losowej zmiennej Y przy ktorej generowane

sa dane w badanym zjawisku. Na ogot przy konstrukeji r(x,, ) pomocna jest uprzednia wiedza dotyczaca

relacji miedzy rozwazanymi zmiennymi.

Funkcja wiarygodnosci dla analizy regresji Poissona: Poniewaz Y, ma rozktad Poissona (2-1-1.1) ze

$rednig u,, P (Y |,un) ‘LYl”| e, n=1,2,. N, zatem dane Y, =0,1,...,0 dla okreslonego n=1,2,...,N

n

sa generowane z rozktadow warunkowych:

¢r(x B -
p(Y, |ﬁ)=—[ : (Y” Iﬂ)] e K”r(x”’ﬂ), (2-1-3.13)
wokot funkeji regresji, (2-1-3.10), x4, =/¢,r(X,,5), dla n=12..,N. (Bezwarunkowa) funkcja

. , a1 . .. . . ,
wiarygodnosci®® dla analizy regresji Poissona ma wigc postaé:

N N Yne—ﬂnl’ X,
P(ﬂﬂ) ln:!pY | ) :H(g r(Xn,ﬂ))Y' (%, 8)

n=1 n-

ﬁénr(xn, A) nexp{ ignr(xn, ﬁ)} (2-1-3.14)

n=1

Aby w praktyce postuzy¢ si¢ funkcja regresji  r(X,,[) bedaca okreSlong funkcja zmiennej

* k ~ ~ o
A, =B, +zj:1ﬂjxjn, parametry [, f,,..., B, musza by¢ oszacowane. Estymatory MNW, £, f,,..., By,

tych parametréw otrzymuje sie rozwigzujac K +1 réwnan wiarygodnoscei:

2 np[1p)=0, j=012..k. (2-1-3.15)

op;

W przypadku regresji Poissona P(\-(~ | ,B) jest okreslona zgodnie z (2-1-3.14).

1 Termin bezwarunkowa funkcja wiarygodnosci odnosi sie do bezwarunkowych (tzn. lacznych) rozktadow
prawdopodobienstwa otrzymania okre§lonego zbioru danych. Bezwarunkowa funkcja wiarygodnosci jest tacznym
rozktadem prawdopodobiefistwa pojawienia sie okre$lonych dyskretnych danych (okre$lonej probki), a w przypadku
zmiennej typu cigglego jest ona tacznym rozktadem gestosci prawdopodobienstwa dla danych w probee generowanych z

rozktadow warunkowych tej zmiennej. Na ogol bedziemy pomijali stowo ,,bezwarunkowa”.
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Algorytmy IRLS: Zauwazmy, ze dla rozkladu Poissona zachodzi zgodnie z (2-1-1.2) oraz (2-1-3.10),
o’ (Yn): E(Yn): l, I’(Xn, ,B), co oznacza, ze wariancja ° (Yn) zmiennej objasnianej nie jest stata lecz
zmienia sie jako funkcja ¢, oraz X,, wchodzqc w analize z roinymi wagami wraz ze zmiang N . Na fakt ten
zwroécilismy juz uwage przy okazji zwigzku (2-1-1.5). Poniewaz uktad réwnan wiarygodnosci (2-1-3.15) jest
na ogdt rozwiazywany iteracyjnymi metodami numerycznymi [1], a wariancja o (Yn) jest rowniez funkcja
[, zatem na kazdym kroku procesu iteracyjnego wagi te zmieniaja si¢ jako funkcja zmieniajacych si¢
sktadowych estymatora B . Algorytmy takiej analizy okresla si¢ ogdélnym mianem algorytmow najmniejszych
kwadratow"" iteracyjnie wazonych (IRLS™) [38], [1]. Nazwa ta pozostata jedynie z powodu ,,pierwszenstwa”
MNK, ale ogélnie nie odnosi si¢ do MNK, ktéra ma probabilistyczne znaczenie tylko gdy zmienne Y ; maja
rozktad normalny.

Uwaga o programach: Rozne programy do analiz statystycznych, w tym SAS wykorzystujacy procedurg
PROC GENMOD, moga by¢ uzyte do znajdowania estymatorow ﬁA’ MNW dla funkcji wiarygodnosci (2-1-

3.14). Roéwniez obserwowana macierz kowariancji estymatoréw™ oraz miary dobroci dopasowania modelu,

takie jak omowiona dalej dewiancja, moga by¢ otrzymane przy uzyciu powyzej wspomnianych programow.

Rozdzial 2-1-4. Test statystyczny dla doboru modelu w regresji Poissona.

Uwaga o wi¢kszej wiarygodnosci modelu podstawowego: Maksymalna warto$¢ funkcji wiarygodnos$ci
P(y|u) wyznaczona w oparciu 0 (2-1-2.9) bedzie, dla kazdego zbioru danych i dla liczby parametrow
K+1< N, wicksza niz otrzymana przez maksymalizacje funkcji wiarygodnosci (2-1-3.14). Jest tak,
poniewaz w wyrazeniu (2-1-2.9) na funkcj¢ wiarygodnosci modelu podstawowego nie narzuca sie zadnych
ograniczer na posta¢ 1, , natomiast (2-1-3.14) wymaga aby 2, = ¢ r(x., ).

Pomysl o tym tak: Model podstawowy dopasowuje si¢ do danych, w kazdym punkcie z osobna, lezac zgodnie
z (2-1-2.8) maksymalnie  blisko tych danych, natomiast MNW dla modelu regresji
M, = E(Yn): Enr(xn,ﬂ), n=1.2,..,N, (2-1-3.10), wyznacza krzywa regresji przechodzacg pomiedzy

punkami pomiarowymi.

' Nalezy jednak pamieta¢, ze zwrotu “najmniejszych kwadratow” nie nalezy tu braé dostownie, gdyz metoda
najmniejszych kwadratow ma sens jedynie wtedy, gdy rozktad zmiennej Y jest normalny (por. Rozdziat W1.3).
8 jteratively reweighted least squares

19 Obserwowana macierz (wariancji-) kowariancji V(ﬁA) estymatorow ﬁA MNW jest zdefiniowana jako odwrotno$¢
macierzy obserwowanej informacji Fishera [5,1] (por. (2-2-8.45)):

V(B)=iFp). (2-1-4.16)
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Hipoteza zerowa o nie wystepowaniu braku dopasowania w modelu nizszym: Zgodnie z powyzszym
zdaniem, analiz¢ doboru modelu regresji mozna rozpocza¢ od postawienia hipotezy zerowej wobec
alternatywnej. W hipotezie zerowej wyr6znimy proponowany model regresji. Wybor modelu badanego
oznacza wybor funkcji wiarygodnosci (2-1-3.14) z nim zwigzanej.
Stawiamy wiec hipoteze zerowa:
Hy:u, =¢,r(x,,8), n=12,..,N, (2-1-4.17)

ktora odpowiada wyborowi modelu z funkcja wiarygodnosci (2-1-3.14), wobec hipotezy alternatywnej:

H,: u, nie maograniczonej postaci,n=1,2,...,N, (2-1-4.18)
ktéra odpowiada wyborowi modelu podstawowego zawierajacego tyle parametrow p, ile jest punktow

pomiarowych, tzn. N, z funkcja wiarygodnosci (2-1-2.9).

Niech wigc P(V | ﬁ) jest maksymalng wartoscig funkcji wiarygodnosci okreslong jak w (2-1-3.14). Oznacza

to, ze w miejsce parametrow S =(8,,/,.... f,) podstawiono ich estymatory ,[?2(,30, B ,Bk)
wyznaczone przez MNW, jako te ktéore maksymalizujg funkcje wiarygodnosci (2-1-3.14). Podobnie

rozumiemy funkcje wiarygodnosci P(\? | ﬂ) modelu podstawowego.

Poniewaz celem kazdej analizy jest otrzymanie mozliwie najprostszego opisu danych, model
M =£nr(xn, ﬂ) zawierajagcy K+1 parametrow /[, bedzie uznany za dobry, je$li maksymalna warto$é

funkcji wiarygodnos$ci wyznaczona dla niego, bedzie prawie tak duza, jak funkcji wiarygodnosci dla nie

niosgcego zadnej informacji modelu podstawowego z liczba parametrow x, réwng licznie punktow

pomiarowych N . Sformutowanie prawie tak duza” oznacza, ze warto$¢ funkeji wiarygodnosci P(y | ,@) nie

moze by¢ istotnie statystycznie mniejsza od P(y | [1) Zasadniczo powinno to oznacza¢, ze musimy podac
miary pozwalajace na okre$lenie statystycznej istotnos$ci przy postugiwaniu si¢ intuicyjnym parametrem
obcigcia C (Rozdziat 1-2-1). Okazuje si¢, ze dla duzej proby, miary typu (1-1.42), podane ponizej, uzyskuja
cechy pozwalajace na budownie wiarygodnosciowych obszaréw krytycznych nabywajacych charakteru

standardowego (czgstotliwosciowego).

Okreslenie dewiancji: Wprowadzmy statystyke typu ilorazu wiarygodnosci:
P(Y | B
p(3)= -2 PO 1A) (1-1.42)
PV 2)

nazywang dewiancjq (deviance) dla modelu regresji, w tym przypadku dla modelu Poissona z okre$long

postacig 4, = /¢ nr(xn,ﬂ). Stuzy ona do badania dobroci dopasowania modelu z zadana postacig
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M, = fnr(xn, ,8) w stosunku do modelu podstawowego, bez narzuconej postaci na g, , tzn. do stwierdzenia,
czy P(y| ,é) jest istotnie mniejsza od P(y | ,[t), co sugerowatoby istotny statystycznie brak dopasowania
badanego modelu z, =/ nt‘(Xn, ﬁ), do danych empirycznych. Jak pokazemy ponizej dewiancja moze by¢
rozumiana jako miara zmiennosci reszt (tzn. odchylenia wartosci obserwowanych w probie od wartosci
szacowanych przez model) wokd? linii regresji, na ktorej lezg warto$ci przewidywane Y ; przez model [1].

Przy prawdziwosci hipotezy H,: gz, =/ nr(xn, ,8), rozktad dewiancji D(ﬁ) dla regresji Poissona, mozna

asymptotycznie przyblizy¢ rozktadem chi-kwadrat (por. dyskusja w [1], [38]) z N —k—1 stopniami

swobody.

Wyznaczenie liczby stopni swobody dewiancji: Podana liczba stopni swobody dewiancji D(ﬁ) wynika z

nastepujacego rozumowania. Zapiszmy (1-1.42) w postaci:
D(ﬁ)+2 In P(\? | ,é): 2In P(\7 | [1), (2-1-4.19)

co po skorzystaniu z (2-1-3.14) dla S = ,B ma postac:

p(3)- ZHZN}J(XW B)=2mp(y | 4)+ 2In[len !}—Zln[

Mozna zauwazy¢, ze prawa strona tego rownania ma N -stopni swobody. Istotnie, ze wzgledu na (2-1-2.8)%,

N ANV

(gnr(xn,ﬂ))nj. (2-1-4.20
n=1
=) =(,), n=12,...,N, liczba niezaleznych zmiennych po prawej strony powyzszego réwnania,
ktorych wartos$ci trzeba okre$li¢ z eksperymentu, wynosi N . Natomiast drugi sktadnik po lewej stronie ma

liczbe stopni swobody réwng K+1, co jest liczbg estymatoréw parametréow strukturalnych ,é modelu
regresji, ktorych wartosci trzeba okre$li¢ z eksperymentu. Poniewaz liczba stopni swobody po prawe;j i lewej

stronie rownania musi by¢ taka sama, zatem liczba stopni swobody dewiancji D( ,5’) wynosi N—k—1.

Decyzja testu statystycznego: Z powyzszego wynika, ze dla bardzo duzej probki dewiancja D(ﬁ) posiada,
przy prawdziwosci hipotezy H, @z, =/ nI‘(Xn , ﬂ) (2-1-4.17) w przyblizeniu rozktad chi-kwadratz N —k —1
stopniami swobody. Zatem, przyblizony statystyczny test dobroci dopasowania (tzn. niewystepowania braku

dopasowania) modelu 2, =/, r(x,,3) do danych w stosunku do modelu podstawowego, moze zostac

wykonany przez sprawdzenie czy w zaobserwowanej (obs) probce Y = Yy, wartosci estymatorow MNW

% W przyjetym przedstawieniu danych jak dla diagramu punktowego, N jest ogélnie liczbg punktow
pomiarowych (rowng liczbie wariantow czy komorek). Tylko dla modelu podstawowego jest N rowniez
liczba parametrow.
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,é’z ﬁobs modelu regresji (2-1-3.10) oraz jt= j1,,, =Yy modelu podstawowego (2-1-2.8), daja wartos¢
dewiancji D)= D(B,,):
; P(Y | Bane)
D(ﬂ b )= -2 In{T—).. —hec |, (2-1-4.21)
o P{Y I ;uobs
ktora jest nie mniejsza niz warto$é krytyczna w prawym ogonie rozktadu chi-kwadrat z N —k —1 stopniami

A

swobody [1]. Przyjgcie przez D(ﬁ

Obs) wartos$ci rownej lub wigkszej od krytycznej skutkuje odrzuceniem

hipotezy zerowej. Alternatywnie, majac wartosci D(,BAobS) , mozna policzy¢ empiryczny poziom istotnosci

p=Pr(y’ > D(ﬁobs)) i porownaé jego warto$¢ z przyjetg (w dziedzinie badan) warto$cig poziomu
istotnosci @ [9]. Gdy p <« wtedy odrzucamy hipotezg zerowa Hy, ktora mowi o nie wystgpowaniu braku

dopasowania w badanym modelu regresji w poréwnaniu z modelem podstawowym i decydujemy si¢ na

statystycznie uzasadniong rozbudowg modelu, o dalsze parametry strukturalne. Gdy p >« wtedy nie mamy

podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej H.

Uwaga dotyczaca zapisu indeksu obs: W dalszej czesci bedziemy pomija¢ indeks ‘obs’ w indeksie wartoSci
estymatora w probce, za wyjatkiem sytuacji, gdy rozrdznienie pomigdzy estymatorem jako statystyka, a jego

realizacjag w probcee, nie wynika jasno z kontekstu.

Rozdzial 2-1-4-1. Testy ilorazu wiarygodnosci.

Dewiancje dla hierarchicznych klas modeli moga stuzy¢ do budowy testow stosunku wiarygodnos$ci.

Zwréémy szczegblnie uwage na funkcje wiarygodno$ci (2-1-3.14) zawierajagcg zbior parametrow

hipoteze o tym, ze K—r (gdzie 0<r <K) ostatnich parametréw bedacych sktadowymi wektora [ jest

réwnych zeru.

Hipoteza zerowa, o nieistotnosci rozszerzenia modelu nizszego do wyzszego, ma wtedy postac:
HO :ﬁr+l :ﬂr+2 :"':ﬂk 207 (2'1'4'122)
Hipoteza alternatywna H, mowi, ze przynajmniej jeden z parametroéw strukturalnych S, B..o, -, B jest

roézny od zera.
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Funkcja wiarygodnosci przy prawdziwosci hipotezy zerowej H, (2-1-4.20), ma posta¢ taka jak w (2-1-3.14),
tyle, ze zastapiono w niej parametr £ parametrem ﬂ(r) :

By = (Bo. B B::0.0....,0)  gdzie liczba zer wynosi k —r . (2-1-4-1.23)
Oznaczmy funkcje wiarygodnos$ci tego modelu jako P(Y~ | ﬁ(r)), a ﬁ(r) niech bedzie estymatorem MNW

wektorowego parametru ﬂ(r), wyznaczonym przez rozwigzanie odpowiadajacego mu uktadu roéwnan

wiarygodnosci (oczywiscie dla niezerowych parametrow /S, f,,..., 3, ). Estymator ﬁA(r) = (ﬁAO, ,él,..., ﬁ’r;

0,0,...,0) maksymalizuje funkcj¢ wiarygodnosci P(Y~ | By )

Test ilorazu wiarygodnosci dla weryfikacji hipotezy H, przeprowadzamy postugujac si¢ statystykq ilorazu
wiarygodnosci:

LR, /i = —2In[%)y)] , (2-1-4-1.24)

ktora przy prawdziwos$ci hipotezy zerowej ma asymptotycznie rozktad chi-kwadrat z K—r stopniami

swobody [1], co wida¢, gdy zapiszemy (2-1-4-1.24) jako réznice dewiancji:

~2ln 7I£Y||_Ib,’;% = 2In TF(’\%)Y) +2In {%\;:—ﬁﬂ D3, )-D(3), (2-1-4-1.25)

oraz skorzystamy z podobnej analizy jak dla (2-1-4.20).

Zatem, przy prawdziwosci  hipotezy  zerowej  (2-1-4-1.22), ktorg mozna zapisaé¢ jako
Hy:B.1.=0.,=...= B, =0, réznica D(,B(r))— D(,B) ma dla duzej proby w przyblizeniu rozktad chi-

kwadrat z K —r stopniami swobody. Natomiast decyzja testu statystycznego ma w przypadku postugiwania

sie statystykg testowg (2-1-4-1.24) analogiczny przebieg jak dla oméwionej poprzednio przypadku dewiancji.

Whiosek: Jesli uzywamy regresji Poissona do analizowania danych empirycznych, modele tworzace
hierarchiczne klasy moga by¢ porownywane miedzy sobg poprzez wyznaczenie statystyki ilorazu
wiarygodnosci (2-1-4-1.24), lub co na jedno wychodzi, poprzez wyznaczenie roznicy (2-1-4-1.25) migdzy
parami dewiancji dla tych modeli. Nalezy przy tym pamigta¢ o wniosku jaki juz znamy z analizy dewiancji, ze

im model gorzej dopasowuje sie do danych empirycznych tym jego dewiancja jest wieksza.
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Rozdzial 2-1-5. Podobienstwo dewiancji do SKR analizy czestotliwosciowej.

Warunkowe wartoéci oczekiwane 4, = E(Y,) =/ r(X,, ), n=1,2,...,N, (2-1-3.10), sa w analizie regresji
przyjmowane jako teoretyczne przewidywania modelu regresji dla wartosci zmiennej objasnianej Y, , zwanej
odpowiedzia (uktadu).
W probie oszacowania s, =E(Y,)=/¢_r(x,,f) oznaczamy jako YAn . W n-tej komorce jest ono
nastgpujace:

Y =¢r(x,B), n=12,.,N, (2-1-5.26)

zgodnie z wyestymowang postacig modelu regresji. Wykorzystujac (2-1-5.26) w (2-1-3.14) mozemy zapisaé
dewiancj¢ modelu (1-1.42) nastepujgco:

N
54,
=\%
p(3) = 2|nLY:ﬁ: - =
# [TY." exp —ZYnj (2-1-5.27)

n=1 n=1

N R N N N
= - Z[ZYn InY, = > Y, =D Y, InY, + Zvn}

n=1 n=1 n=1 n=1

tzn:

p(4)= zi{vn In[\f—“J —(v, -, )} . (2-1-5.28)
n=1 Y.
Podobienstwo D do SKR: Powyzsza posta¢ dewiancji oznacza, ze D(,é’) zachowuje sie w ponizszym
sensie jak suma kwadratow reszt SKR = Z:I:l(Y | —YAn)2 w standardowej wielorakiej regresji liniowej. Otoz,
gdy dopasowywany model doktadnie przewiduje obserwowane wartosci, tzn. YAn =Y,,n=12,..,N wtedy,
jak SKR w analizie standardowej [1], tak D(,@) w analizie wiarygodnos$ciowej jest rowne zeru [1]. Z drugiej

strony warto$§¢ D(f) jest tym wigksza im wigksza jest roznica migdzy warto$ciami obserwowanymi Y, i

warto$ciami przewidywanymi Y, przez oszacowany model.

Asymptotyczna posta¢ D: W analizowanym modelu Y,, n=12,..,N sa niezaleznymi zmiennymi
Poissona (np. zmiennymi czgstosci), natomiast wartosci Y, sa ich przewidywaniami. Nietrudno przekona¢ sie,

ze gdy wartosci przewidywane maja rozsadna warto$é™!, np. YAn >3 oraz (Y, —Y}) <<Y,,n=12,.N tak,

2l Zauwazmy, ze statystyka (2-1-5.28) moze mie¢ mylaco duza wartosé gdy wielkosci Yn sg bardzo male.
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ze (Y, —Yﬂn)/Yn <<1, wtedy wyrazenie w nawiasie kwadratowym w (2-1-5.28) mozna przyblizy¢ przez

7 \2 : e . .
(Y, =Y,)7/(2Y,), a statystyke (2-1-5.28) mozna przyblizy¢ statystyka o postaci (pokazac):

x°= iM (2-1-5.29)

~ i)
n=1 Yn

ktéra (dla duzej proby) ma rozklad chi-kwadrat z N —k —1 stopniami swobody [1].

Rozdzial 2-2. Przyklad analizy doboru modelu w regresji Poissona.

Ponizej przedstawimy na przyktadzie dziatanie MNW w estymacji parametrow modelu regresji

Poissona [1], [38] oraz pokazemy jak polaczyé wnioskowanie statystyczne z tworzeniem odpowiednigj
procedury pakietu SAS.
Przyjmijmy wigc, Ze zmienna obja$niana jest zmienng losowa Y przyjmujacg wartosci ¥ zgodnie z rozktadem
Poissona (2-1-1.1), p(y | ,u)= welyl y=01,..,00. Jak wspomnielismy we Wprowadzeniu, rozktad
Poissona (2-1-1.1) jest czesto uzywany do modelowania pojawiania si¢ rzadkich zdarzen, takich jak np.
nowych przypadkéw awarii w pewnej populacji w pewnym okresie czasu albo zaj$cia okreslonej liczby
wypadkow samochodowych w pewnym okreslonym miejscu w ciagu roku.

Analize regresji Poissona stosuje si¢ w modelowaniu zachowania si¢ zmiennej objasnianej
przyjmujacej, z natury tej zmiennej, dyskretne realizacje widoczne w danych i powstate np. ze zliczen
modyfikowanych zmiennymi objasniajagcymi (nazywanych czynnikiami). Po pierwsze, wyjasnimy jak
konstruowa¢ posta¢ modelu regresji Poissona dla tzw. ryzyka wzglednego i zastosujemy przedstawiong we
Wprowadzeniu estymacje MNW parametréw modelu. Zastosowanie wnioskowania zwigzanego z weryfikacja

hipotez o braku dopasowania w modelu nizszym przedstawimy w drugiej kolejnosci.

Rozdzial 2-2-1. Przyklad danych dla regresji Poissona.

Aby zilustrowa¢ dziatanie MNW w analizie regresji Poissona rozwazmy dane przedstawiajace awari¢
urzadzenia okre$lonego typu (pomijajgc awari¢ niszczacg catkowicie urzadzenie). Tego typu analiza zostata
zastosowana ze sporym sukcesem w badaniach medycznych [1].

Ponizsza Tabela 2-2-5. 1 przedstawia dwie przykiadowe probki pobrane z populacji silnikow serwisowanych
samochoddéw pewnej firmy (nazwijmy jg ,,Auto”) i jej modelu typu ,,Model”, ktore ulegly niedestrukcyjne;j
awarii, tzn. takiej, po ktorej silnik mozna jeszcze naprawié¢ nie zmniejszajac tym samym wielkosci populacji, z

ktérych dokonujemy losowania.

267



Probki powstaly na skutek losowania pewnej liczby aglomeracji miejskich i takiej samej liczby aglomeracji
wiejskich na calym obszarze ziemi, na ktorym firma ,,Auto” ma swoj serwis. Probki w obszarach Miejskim 1
Wiejskim zostaty uporzadkowane wg wariantow wieku (miesigcy uzywania).

W przykladzie, zmienna zalezna Y jest zmienng zliczen przypadkow awarii silnika. Generalne populacje

dwodch obszaréw uzywania samochodoéw zakwalikowano do o$§miu wariantéw wiekowych. Stad zmienng Y
indeksujemy podwdjnym indeksem grupowym, tzn. Y; oznacza liczbg zliczen dla i —tego wariantu
wiekowego i | -tego obszaru, gdzie i zmienia si¢ od 1 do 8, natomiast j=0 dla obszaru ,,Miasta” oraz
j=1 dla obszaru ,Wsie”. Oznaczmy przez (; rozmiar (pod)populacji dla i-tego wariantu wieku

samochodu i | —tego obszaru.

Celem analizy jest ustalenie, czy ryzyko awarii silnika samochodu, przy dopasowaniu ze wzgledu na wiek,

jest wyzsze w pierwszym badanym obszarze czy w drugim.

Rozdzial 2-2-2. Rola kowarianta.

,»Wiek” jest wspolng zmienng poboczng dla obu rozwazanych populacji, tzw. kowariantem zmiennej ,,obszar”.
Nalezy wprowadzi¢ go do analizy badz w czlonach interakcji ze zmienng ,,obszar” lub jako zaburzenie
wplywu gtownego, ktorym jest zmienna ,,obszar” [1]. Wprowadzenie ,,wieku” do analizy oznacza, ze zmienna
ta jest pod kontrola oraz, ze oszacowany parametr, ktorym w naszym przykladzie okaze si¢ by¢ ryzyko
wzgledne, jest estymowany w sytuacji dopasowania zmiennych i estymatoréw parametréw modelu ze
wzgledu na zmienng ,,wiek” samochodu. Pominigcie kowarianta oznaczaloby wyznaczanie surowych

estymatorow parametrow.

Rozdzial 2-2-3. Pojecie ryzyka.

Termin ryzyko w rozwazanym przyktadzie odnosi si¢ do (rozwijajacego si¢ z wiekiem) prawdopodobienstwa

zaj$cia wady silnika. Przez r; bedziemy oznacza¢ rzeczywiste populacyjne ryzyko w grupie (i, j).

Rozdzial 2-2-3-1. Analogia ryzyka awarii i prawdopodobienstwa zaj$cia porazki na jednostke czasu.

Estymowane tempo defektu.

Rozwazmy rozktad dwumianowy z parametrem prawdopodobiefistwa p oraz parametrem liczby losowan m.

Zwiazek okreslajacy oczekiwang liczbe sukcesow w m losowaniach Bernoulliego 4 =m p, mozna zapisac¢

nastepujaco:

p
=(m-At)— , 2-2-3-1.30
H ( )ft ( )
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skad wida¢, ze jesli At jest czasem prowadzonego badania, wtedy | =m- At jest zakumulowang w tym

czasie liczbg ,,samochodo—lat”, a

r

p
— 2-2-3-1.31
At ( )

jest tzw. intensywnos$cia, czyli prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia na jednostke czasu, nazywanym

ryzykiem.

Pojecie ryzyka: Ze wzgledu na to, ze p jest liczebno$cia, zwigzek u = (m . At)ipt ma posta¢ analogiczna

do stosowanej w analizie regresji Poissona postaci funkcji regresji (2-1-3.10) g; = £;;1; [1], dla wartosci

oczekiwanej y; liczby zliczen zdarzen awarii w grupie (i, ), gdzie £, ktory jest odpowiednikiem (m . At),

jest parametrem okreslajacym liczbg wszystkich wynikéw zakumulowanych w czasie badania.

Ryzyko w grupie (i, j) jest zdefiniowane jako:

_Hi

= (2-2-3-1.32)

ij
U

(m-At)

Jest ono analogiem intensywnosci (awarii) r =

Oszacowane ryzyko, nazywane tempem defektu rozumianego jako porazka, jest definiowane jako:

=i , (2-2-3-1.34)

gdzie Yj jest iloScig zaobserwowanych zliczen defektow silnika dla podgrupy (i, j), a ¢; oznacza
zakumulowang (tzn. sumaryczng) dlugos¢ czasu wolnego od defektu dla wszystkich samochodow w tej
podgrupie. Zatem fij mierzy liczbe defektow w stosunku do catkowitej zakumulowanej liczby wszystkich

samochodoéw poddanych serwisowaniu w danej podgrupie na ustalong jednostke czasu (np. roku). Zwré¢my
uwage, ze wystepujaca w liczniku (2-2-3-1.34) zmienna Yjj nie jest w ogdlnosci estymatorem MNW
parametru y; dla modelu regresji Poissona, chociaz jest tak dla modelu podstawowego. Dla modelu regresji
Yi

i

zamiast empirycznego zwiazku (2-2-3-1.34) pojawia si¢ zgodnie z (2-1-5.26) estymator r(xij \ ﬁ’) = €— :
]
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Rozdzial 2-2-3-2. Ryzyko wzgledne.

Stosunek:

Ry = - (2-2-3-2.35)

jest parametrem nazywamym ryzykiem wzglednym lub ilorazem ryzyk, ktéry w tym przypadku jest stosunkiem
r, dla populacji ,,Wiejskiej” w i —tym wariancie wiekowym do ryzyka r;, dla populacji ,,Miejskiej”, rowniez
w i —tym wariancie wiekowym.

Jezeli R,; =1, to ryzyka populacyjne sa takie same w obu i—tych wariantach wiekowych, jezeli R, >1, to

ryzyko dla Wsi jest wyzsze niz dla Miast w danym wariancie wieku samochodu.

Alternatywne nazwy ryzyka wzglednego.
Innymi uzywanymi okre$leniami (wskaznika) ryzyka wzglednego R, =1, /T, sa: stosunek temp, stosunek
intensywnosci (IDR), iloraz zapadalnosci, stosunek czestosci, iloraz prawdopodobienstw lub po prostu,

stosunek ryzyk.
Rozdzial 2-2-4. Uwaga o ogolnym indeksowaniu podgrup populacji.

W ogolnych rozwazaniach, kazda warto$¢ indeksu grupowego j=1,2,...,N, wskazuje j-ta (generalng) populacje,
w ktorej (nielosowe) czynniki X;, i=1,2,...,p, przyjmuja ustalone, im wlasciwe wartosci. W ten sposob liczba
wszystkich  (pod)populacji wskazanych indeksem j oraz wartosciami zmiennych X;, i=1,2,....p wynosi

NxZz x2,x..xZ,,gdzie z; jest liczbg dyskretnych wartosci, ktore przyjmuje zmienna X;. W kazdej z tych

podpopulacji zmienng losowa Y 0znaczamy jako YI1 L gdzie I =1,..z dlai=1,2,...,p, a jej zmierzong

wartos¢ jako Y, ;. Zbior wszystkich YIl ..... 1.5 tworzy probe oznaczang tak jak poprzednio przez Y.

..... 1,
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Rozdzial 2-2-5. Dane dla przykladu.

Tabela 2-2-5.1 danych dla przyktadu: Porownanie wystgpienia awarii silnika samochodéw ,Model” firmy ,,Auto”
uzytkowanych przez mieszkancéw obszaréw Miejskich oraz Wiejskich na calym obszarze dostgpnym przez serwis tej
firmy. Liczebnosci wystgpujace w tabeli w sa sumarycznymi liczebnosciami dla probki powstalej z wszystkich
wylosowanych aglomeracji Miejskich (lub Wiejskich).

Wiek grupy Obszary Miejskie Obszary Wiejskie Estymowany
samochodow wskaznik ryzyka,
(w miesigcach) gdzie obszar Miast
Ilose Rozmiar probek Tlosé Rozmiar probek | jest grupa
przypad- | serwisowanych przypadkéw | serwisowanych referencyjna
kéw samochodow samochodow
0-12 1 172675 4 181343 3,81
13-24 16 123065 38 146207 2,00
25-36 30 96216 119 121374 3,14
37-48 71 92051 221 111353 2,57
49 — 60 102 72159 259 83004 2,21
61-72 130 54722 310 55932 2,33
73-84 133 32185 226 29007 1,89
85 + 40 8328 65 7538 1,80

Uwaga: Dla danych w Tabeli 2-2-5.1 dotyczacych jednego wariantu wielu badan serwisowych w populacji
,»Miejskiej” (j=0) lub ,,Wiejskiej” (j=1), jedna liczba w kolumnach 3 lub 5 podajaca rozmiar probki, jest
rozumiana jako liczba samochodo—lat w czasie prowadzonego badania dla okre$lonego j-tego obszaru i i-tego

wariantu wieku podgrupy (i, j), gdzie i =1,2,...,8.

Rozdzial 2-2-6. Cel badan.

W ostatniej kolumnie Tabeli 2-2-5.1 podano estymowane z pobranych probek ryzyka wzgledne, w kazdym z
wariantow wiekowych. W kazdym wariancie wieku, ryzyka wyniosly wiecej niz 1, co jasno sugeruje, ze

obszar Wiejski ma wyzszy ogdlny wskaznik awaryjno$ci niz Miejski.
Rozdzial 2-2-6-1. Uzasadnienie zastosowania rozkladu Poissona w analizie.

Fakt, ze rozklad Poissona jest uzyteczny dla modelowania pewnych typow zliczen zdarzen dla danych

serwisowych, jest oparty na tym, ze rozktad Poissona jest przyblizeniem rozktadu dwumianowego B [36], [2].
Scisle rzecz biorge, rozktad dwumianowy B(m, p) przechodzi w rozktad Poissona POiSSOﬂ(,u =m p)

zmiennej Y tylko granicznie wtedy, gdy przy liczbie pomiaréw m dazagcym do nieskonczonos$ci i
dwumianowym parametrze prawdopodobienstwa p bardzo matym, warto$ci oczekiwana liczby zdarzen

1 =E(Y)=mp pozostaje ustalona na wartosci oczekiwanej rozktadu dwumianowego [36]. W granicy tej
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oczekiwana dwumianowa liczba zliczen ,,sukcesow” (warto$¢ oczekiwana g) jest wzglednie mata w
porownaniu z liczba wszystkich wynikow, a rozklad Poissona daje dobre przyblizenie rozkladu
dwumianowego dla rzadkich przypadkow awarii (ktore sa tu ,,sukcesami”). Dlatego zastosowanie modelu
Poissona jest sugerowane, gdy otrzymujemy duzg liczbe wszystkich wynikéw dla probki pobranej z populacii,
w ktorej bada si¢ rozwdj awaryjnosci, np. rozwoj rzadkiej awarii silnika, tak ze wielko$¢ zakumulowanego

(samochodo-) czasu jest duza, a jednoczes$nie tempo I; pojawiania si¢ interesujacych nas zdarzen jest mate.

Dane w Tabeli 1 satysfakcjonujgco spetniaja to zalozenie, gdyz w kazdej kategorii wiekowej wystepuje
stosunkowo maly udzial wzgledny przypadkéow awarii w poréwnaniu do rozmiaru, tzn. liczby wszystkich
wynikéw w odpowiedniej probce pobranej z podpopulacji. Jednak petna analiza powinna obejmowac test
nieparametrycznej hipotezy o typie rozkladu [2], z ktorego generowane sa dane. Przemyslenie tego faktu

pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Rozdzial 2-2-6-2. Przyklad fizycznego odpowiednika danych w przykladzie.

Pojecie ,,serwisowego” ryzyka wzglednego nie jest niepodobne do Zzadnej wielkoSci pojawiajgcej si¢ np. w
modelach fizycznych. Jej fizycznym odpowiednikiem jest iloraz przekrojow czynnych stosowany do opisu
zajScia badanego procesu, ktory jest typem kontrastu réznych mozliwych kanatdow zachodzacej reakcji. W
przypadku, gdy zmienna objasniana ma pewien rozktad z warto$cig oczekiwana zmieniajaca si¢ w zaleznosci
od wariantow zmiennej glownej oraz zmiennych pobocznych (kowariantow), wtedy w przypadku braku
interakcji zmiennej gltownej ze wspomnianymi kowariantami, zastosowanie stosunku temp moze by¢
przyczyna ,,zniknigcia” wplywu tych drugich na warto$¢ ilorazu. W przypadku braku interakcji sytuacja ta
bytaby wiec podobna do oméwionej w Rozdziale 2-2-7-2.

Rozdzial 2-2-7. Réwnanie regresji Poissona ze zmiennymi ukrytymi.

Zmienng objasniang Y jest liczba zliczen defektéw (silnikow) otrzymanych dla kazdej podgrupy,
ktorej wartosci sa wyjasniane w regresji przez ustalong liczbe czynnikow Xy, Xy, ..., Xk . Analizg dla regresji
Poissona, omowimy na przyktadzie danych z Tabeli 1 opisujacych liczbe niedestrukcyjnych awarii silnika dla
samochodow sklasyfikowanych wg wariantow wiekowych w Miastach i Wsiach.

Jedyna modelowa rdznicg pomigdzy regresja Poissona a standardowa regresja wieloraka jest to, ze pierwsza
zaklada zastosowanie rozkladu Poissona, podczas gdy druga zaktada zastosowanie rozktadu normalnego, co
oczywiscie wplywa na posta¢ rownania regresji zgodnie z uwagami zawartymi pomiedzy (2-1-3.11) a (2-1-
3.12). Roéwnanie (2-1-3.10) jest trescig rownania regresji pierwszego rodzaju. Jego wspotczynniki musimy
oszacowa¢ na podstawie pobranej probki odwolujac si¢ do MNW. Rownanie regresji z oszacowanymi
wspoétczynnikami nazywamy rownaniem regresji drugiego rodzaju. Funkcja wiarygodnosci dla analizy

regresji Poissona ma ogdlng posta¢ (2-1-3.14) [1].
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Rozdzial 2-2-7-1. Indeksowanie grup w przykladzie.

W rozwazanym przyktadzie wystepuja dwa czynniki, czynnik ,,obszar” serwisowania oraz ,,wiek”
samochodu. Czynnik ,,obszar” przyjmuje 2 wartosci. Zgodnie z juz wczesniej wprowadzonymi oznaczeniami,
poniewaz mamy dwie populacje ,,Miast” i ,,Wsi”, liczba generalnych populacji N=2 skad, ze wzgledu na
ponizej wprowadzone kodowanie zmiennych ukrytych (tzn. kierunkowych), przyjmujemy j=0,1. Natomiast
zgodnie z danymi z Tabeli 1, (kategoryczny) czynnik ,,wieku” samochodu przyjmuje z = 8 wartosci. Stad
liczba wszystkich podpopulacji wynosi N xz =2x8 =16, a kazda z podpopulacji (podgrup) wskazuje para
indekséw grupowych (i, j). Zmienne losowe Y oznaczamy jako Y;, gdzie i = 1,..8, a j=0,1.
Indeksowanie dla populacji i podpopulacji przenosi si¢ automatycznie na indeksowanie pobranych z tych

populacji probek.

Zbudowanie modelu regresji Poissona dla powyzszej sytuacji oznacza opisanie oczekiwanej liczby

przypadkow awarii silnika, E(Yij ), poprzez wprowadzone do modelu zmienne objasniajace. Liczba zliczen Yj;

jest zmienng losowa Poissona (teoretycznie zmienng losowa dwumianowg) z warto$cig oczekiwang rowna
Ly = L1, . Rownanie to, dla okreslonej postaci zaleznosci r; od czynnikow, wyraza tre$¢ funkcji regres;ji
pierwszego rodzaju, tzn. postulowana jej posta¢ w catej generalnej populacji®.

Analiza regresji Poissona ma ustali¢, czy widoczny ,,na oko” wzorzec danych w Tabeli 1 jest statystycznie
istotny oraz otrzymac estymator ogolnego ryzyka wzglednego, ktory bylby dopasowany ze wzgledu na wiek

samochodu (tzn. wiek samochodu jest zmienng pod kontrolg).

W rozwazanym przyktadzie wystepuja wiec k=2 czynniki, czynnik wplywu gtéwnego X;, ktérym jest
»obszar” serwisowania oraz czynnik poboczny X, ,wieku” samochodu. Poniewaz ,wiek” bedzie
klasyfikowany w o$miu kategoriach, uzyjemy do ich wskazania (indeksowania) siedmiu zmiennych ukrytych

[1]. Zmienna ,,0bszar”, ktora zawiera dwa warianty, wymaga tylko jednej zmiennej kierunkowe;.

Ogolna posta¢ modelu regresji, czyli funkcji opisujacej zmiang wartosci oczekiwanej liczby awarii (silnika)

wraz ze zmiang grupy (i, J), moze by¢ zapisana zgodnie z (2-1-3.10) [1] nastepujaco:

E(yij)=ﬂij =03t i=1,2..,8; j=01. (2-2-7-1.36)

2 We wstepnych rozwazaniach indeksowaliémy grupy jednym indeksem N. Np. dla grupy N, gdzie n = 1,2,...N,
zmienng obserwowanej ilosci defektow oznaczaliSmy przez Y, a catkowita wielko$¢ zakumulowanego czasu dla

wszystkich samochodéw w n-tej podgrupie przez £ . Roéwnanie regresji mialo wtedy postaé (2-1-3.10)

n-

u,=EY)=2¢,r(x,,8), n=12..,N.
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Wspomniane zmienne ukryte (wskazujace, Kierunkowe) U, oraz M wskazujacg W hastepujacy sposob [1]

odpowiednio wariant ,,wieku” oraz ,,obszaru”:

1 jesli k=i, gdzie i=1,2,..,7
U, = (2-2-7-1.37)
< .
0 w przeciwnym wypadku
-
(1 jesli-+ ) =1 (Wsie)
M = 2 (2-2-7-1.38)
0 jesli =0 (Miasta)

Podstawowa dla wielu analiz regresji Poissona, logarytmiczna posta¢ funkcji ryzyka [1], [38], ktora pojawi si¢
w (2-2-7-1.36) i korzystajaca z kodowania (2-2-7-1.37) oraz (2-2-7-1.38) ma w przypadku bez interakcji
nastepujaca postac:

7
Model 1: Inr, =a+> U, + BM . (2-2-7-1.39)

k=1

Korzystajac z kodowania (2-2-7-1.37) i (2-2-7-1.38), mozemy w powyzszym ,Modelu 1” ryzyka, wyrazi¢ I

poprzez parametry ¢; i  w nastgpujacy sposob:

Inr, =a+¢, oraz Inr,=a+a,+4, 1=1,2,..,7, (2-2-7-1.40)
oraz

Inr, =« oraz Inr,=a+p , dlai =8, (2-2-7-1.41)

co wynikato z tego, ze U, =1 dla k=i=1,2,..,7 oraz U, =0 dlai=8.

Powyzszy przyktad modelowania jest wykorzystywany w estymacji ryzyka rozwijania si¢ uszkodzenia
(silnika samochodu) z wiekiem. Bardziej ogodlne i popularne zastosowania regresji Poissona dotyczg

modelowania tempa defektow, czyli tzw. intensywnosci procesu, dla réznych interesujacych nas podgrup.

Whniosek: Ze zwigzkéw (2-2-7-1.40) i (2-2-7-1.41) widzimy, ze w traktowanych osobno obszarach

»Miejskim” i ,,Wiejskim” ryzyko (tempo awarii) r; zmienia si¢ z wariantem ,wieku”, co z powodu

niezerowych oszacowan wspotczynnikow «; bedzie widoczne w ponizszych raportach SAS.
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Uwaga o alternatywnym kodowaniu:
Alternatywnie model moze by¢ zdefiniowany poprzez uzycie os$miu zmiennych kierunkowych dla wieku i
jednej zmiennej kierunkowej dla obszaru [1]. Gdyby zastosowano osiem zmiennych kierunkowych dla

wieku, uzycie wyrazu wolnego bytoby btedem.

Rozdzial 2-2-7-2. Estymator ogolnego ryzyka wzglednego w modelu bez interakcji.

Ponizej wyprowadzimy wazny wniosek dotyczacy ryzyka wzglednego w modelu bez interakcji czynnika

,»obszar” z czynnikiem pobocznym ,,wieku”.

Korzystajac z (2-2-7-1.40) i (2-2-7-1.41) otrzymujemy:
Inr,—Inr, =(a+o, +f-a—a,)=p , i=1,2..,7 (2-2-7-2.42)

oraz

1
oo

Inr, —Int,, =(a+B-a)=4, i (2-2-7-2.43)
Korzystajac z (2-2-7-2.42) oraz (2-2-7-2.43) widzimy, ze ryzyko wzgledne (2-2-3-2.35) dla modelu (2-2-7-
1.39) nie zawierajacego interakcji jest rowne:
r r .
Ry =+ = exp{ln[iﬂ —exp[inr, —Inr,]=exp[B]=¢/ , i=12..,8 (2-2-7-2.44)
io i0
Powyzszy model pozwala na estymacj¢ wskaznika ryzyka wzglednego dla kazdej kategorii wiekowej.
Czynimy to stosujac MNW do estymacji wspotczynnika kierunkowego [ stojacego obok zmiennej M i w ten

sposéb dopasowujgc model do danych, a nastgpnie liczac eksponente tego estymatora.

Estymator ogélnego ryzyka wzglednego: Poniewaz estymowany wskaznik ryzyka wzglednego e” jest
niezalezny od i (tzn. od kategorii wickowej), zatem mozemy interpretowaé f,; = e’ jako estymator

ogolnego ryzyka wzglednego R,; , dopasowanego do wieku, gdzie ﬁ’ jest estymatorem MNW parametru /.

Whiosek o postaci ryzyka wzglednego w modelu bez interakcji: Dla modelu (2-2-7-1.39) bez interakcji
zmiennych ,,obszar” i ,,wiek” (0znaczonego jako Model 1), ryzyko wzgledne nie zalezy od wariantu

wiekowego, tzn. wptyw ,,obszaru” nie jest modyfikowany przez ,,wiek”.
Rozwazany przyktad przedstawia model statystyczny przydatny do przeprowadzenia analizy regresji Poissona

przy dwoéch czynnikach. W ogdlnoséci, zamiast dwoch czynnikoéw (wiek i obszar), mozemy mieé¢ K -

czynnikdw: Xi, Xy, ..., Xk. Wtedy ogolna metoda dopasowywania modelu regresji Poissona nie zmienia si¢ i
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polega na wykorzystaniu rozktadu Poissona do otrzymania funkcji wiarygodnosci, ktéra moze by¢ pdzniej
maksymalizowana w celu otrzymania estymatoré6w parametrow modelu oraz oszacowanych btedow
standardowych zmaksymalizowanych statystyk MNW. Poniewaz pakiety programéw (zawarte np. w systemie
analiz statystycznych SAS) moga wykonywac takie analizy, zatem uzytkownik musi jedynie wyszczegdlni¢
trafny model, ktéry ma by¢ dopasowany. Numeryczna analiza dla powyzszego przykladu zostanie

przeprowadzona w dalszej czgsci.

Rozdzial 2-2-8. Macierz kowariancji i obserwowana informacja Fishera.

Dodatkowo procedurami SAS estymowana jest, po pierwsze, obserwowana macierz kowariancji V(A)

estymatoréw parametrow £ bedaca w metodzie MNW odwrotno$ciag obserwowanej informacji Fishera iF :
A&Z(Bo) C:)V(ﬁofﬁl) C(:JV(,BA :/A}z)
v(B)- C?V(ﬁ’o,/?l) A&Z(ﬁ’l) covidnB) | =iFp) (2-2-8.45)
covlde, ) Covlf,fn)  &2(3,)

oraz po drugie, miary dobroci dopasowania rozwazanego modelu i pewne statystyki diagnostyczne regresji,
uzyteczne dla wykrywania obserwacji wplywowych oraz wspotliniowosci [1]. Wszystko to w raportach SASa

pojawia sie jako cze$¢ wydruku komputerowego. Wiecej na temat obserwowanej informacji Fishera iF, jej

definicji oraz przyktadow, mozna znalez¢ w [38], [5].

Rozdzial 2-2-9. Statystyczne kryterium doboru modelu.

Do weryfikacji hipotez o nie wystgpowaniu statystycznie istotnego braku dopasowania w jednym modelu w
poréwnaniu z innym modelem, bedacym cztonkiem tej samej hierarchii modeli, wykorzystamy logarytmiczny
ilorazu zmaksymalizowanych wiarygodnosci tych modeli (2-1-4-1.23) oraz dewiacje (1-1.42), jako jego
szczegdlny typ. W Rozdziale 2-1-4-1 przekonaliSmy si¢, ze modele moga byé poréwnywane poprzez

obliczenie r6znic pomiedzy parami dewiancji tych modeli.

,Model podstawowy” zostal omoéwiony w Rozdziale 2-1-2. Wiarygodno$¢ proby Y przyjmuje dla modelu
podstawowego posta¢ (2-1-2.5) a jej posta¢ zmaksymalizowana jest okres$lona zgodnie z (2-1-2.9).

Powod konstrukcji modelu regresji: Powodem analizowania modelu regresji, a nie trwania przy modelu
podstawowym, nie jest sama doktadno$¢ dopasowania (ktéra nie moze by¢ lepsza niz w modelu
podstawowym), lecz proba zrozumienia istoty opisywanego zjawiska oraz mniejsza liczba parametrow, co

wplywa na zmniejszenie kosztow oszacowywania parametrow z okreslong doktadnos$cig [1].
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Rozdzial 2-2-9-1. Minimalny oszczedny model opisu danych.

Model podstawowy bez struktury parametrow zawiera tyle parametrow ile jest grup danych pomiarowych,

czyli. N . Celem analizy regresji jest otrzymanie oszczednego opisu danych. Model
M, = E(Yn ) =/, I’(Xn , ﬂ), n=12,..,N , zawierajacy K +1 parametréw, uznamy za oszczedny, jesli ma
warto$¢ zmaksymalizowang wiarygodnosci prawie tak duza, jak dla modelu podstawowego i jednoczesnie

najmniejszg liczbe parametréw funkcji regresji w klasie modeli hierarchicznych, do ktérych nalezy. Dla

modelu oszczednego warto$¢ dewiancji wpadnie w wiarygodnosciowy obszar przyje¢ hipotezy zerowe;.

Rozdzial 2-2-10. Analiza regresji dla przykladu: Model 1.

Pierwszy rozwazany model regresji Poissona dla oczekiwanej liczby przypadkéow awarii silnika w
podgrupach (i, j) ma posta¢ zadang przez (2-2-7-1.36) oraz (2-2-7-1.39). Jest wiec to uprzednio
wprowadzony Model 1:

E(Y, )= s =415 i=12.,8; j=01, (2-2-10.46)

gdzie:

7
Model 1: Inr, =a+> U, + BM . (2-2-10.47)
k=1

Zmienne U, byly ,sztucznie” wprowadzonymi zmiennymi kierunkowymi (ukrytymi) (2-2-7-1.37)

wskazujacymi wariant wiekowy i przyjmujacymi wartosci 0 lub 1, a zmienna kierunkowa M przyjmowata
zgodnie z (2-2-7-1.38) wartosci 0 lub 1, wskazujac odpowiednio obszar Miejski lub Wiejski.
Dla powyzszego modelu ryzyko wzgledne wynosi (2-2-3-2.34):

Ry=-% (2-2-10.48)

a zgodnie z (2-2-7-2.44) jego posta¢ redukuje si¢ do:

—_ B
Ru=¢" (2-2-10.49)

gdzie e” jest niezalezne od i, reprezentujac ogblne ryzyko wzgledne dopasowane do ,,wieku”.

Konkretna posta¢ funkcji wiarygodnosci powyzszego modelu jest konsekwencja zatozenia, ze liczba zliczen
Y;; ma rozktad Poissona ze $rednig £4; = £;;I; . Zgodnie z (2-1-3.14) ma ona w probce postac:
Yi *giorio Yia *filril
s (fiorio) ‘e (gilril) e

P(y| (ﬂ))ZH ) i , (2-2-10.50)
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gdzie zgodnie z (2-2-7-1.40)-(2-2-7-1.41) mamy 1, =exp(a+a;) i I, =exp(a+a, + ) dlai =1, .., 7,

oraz ry, =exp(a) i r, =exp(a+ ) dlai=8.

Uzycie pakietu komputerowego dla regresji Poissona begdzie maksymalizowato powyzsza funkcje

wiarygodnosci, dajac 9 estymatoréw parametrow badanego modelu:
.a,,6,,8,.6,,8.85.4,, B} (2-2-10.51)

oraz oszacowang 9x9 - wymiarowg macierz kowariancji (2-2-8.45).

Rozdzial 2-2-11. Analiza numeryczna programem SAS.

W celu wykonania selekcji modelu regresji Poissona dla powyzszego przyktadu z wykorzystaniem
SAS nalezy utworzy¢ zbiér danych oraz program wyznaczajacy oszacowania parametrow modelu zgodnie z
procedura jezyka programowania 4GL tej aplikacji. Nastgpnie zbior danych nalezy umiesci¢ w edytorze
systemu SAS (Widok -> Enhanced Editor) i uruchamiajac wtasciwa procedurg, dokona¢ przeliczenia modelu
(Uruchom -> Przekaz) [11]. Jezyk 4GL dzigki swojej budowie umozliwia przetwarzanie oraz peing obstuge
zbioréw danych.

Ramka ogo6lnej sktadni wprowadzonej procedury ma postac:

proc nazwa procedury data = zbior_danych opcje_procedury;
Instrukcje;

run;

Niektore z wykorzystywanych ponizej instrukcji potrzebnych w dalszej analizie (zaréwno dla programow
wezytujacych dane jak i procedur do analizy modeli), podane zostaty w Uzupelnieniu 1 w Rozdziale 2-2-15.

Pelny ich wykaz oraz zastosowanie mozna znalez¢ w pomocy pakietu SAS.

Rozdzial 2-2-11-1. Dane oraz programy.

W analizie rozwazanego przyktadu mozna wykorzysta¢ jeden, ponizszy zbior danych, wprowadzajac
w zaleznosci od modelu odpowiednie modyfikacje dopiero na poziomie programu analizujgcego rozwazany
model. Wyjasnienie uzywanych polecen jezyka 4GL oraz opis zmiennych od A do O znajdujg si¢ w

Uzupehieniu 1 w Rozdziale 2-2-15.
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Zbioér danych:

data awaria;

inputAY L M Ul U2 U3 U4 U5 U6 U7 ULIM U2M U3M U4M U5M U6M U7M O;
In = log(L);

datalines;

1 1 172675 01 00 0O OO O O O O O O O OO
2 16 123065 00 1 0 0 OO O O 0O O OO O OO
3 30 96216 00 01 0 OO OO OO OO O OO
4 71 92061 00 00O 1 0O OO OO OO OTUOO
5 102 72159 00 00O 0 1 0 O O OO OO O OO
6 130 54722 00 00 0 01 00O 0O OO O OO
7 133 32186 00 00 0 OO 1 0O 0O OO O OO
8 40 8328 00 0OO0OOOOOO OO OOTUOTGOO
1 4 181343 11 00 0 OO O 1 0O OO O OO
2 38 146207 1 0 1 0 0 OO O O 1 0 0 O O OO
3 119 121374 1 0 01 0 0O O O 01 O O O OO
4 221 111353 1 0 00 1 00O O O 0 O 1 O O OO
5 259 83004 1 0 00 0 1000 OO0OO0OTZ1I O0O0O
6 310 55932 1 0 00 0 01 0O OO OO 1 OO
7 226 29007 1 0 00O O OO 1 0 OO OOTUOTT11O
8 65 7538 10 000O00O0OOUOOOO OO OO
run;

Okreslenie funkcji wigzacej (Link Function) oraz czynnika przesuniecia (Offset Variable): Funkcja

wiazaca Q(u,) wiaze warto$¢ oczekiwana warunkowa g, = E(Yn) z kombinacjg liniowg zmiennych
objasniajacych ujeta w postaci funkeji regresji. W przypadku rozktadu Poissona funkcja g(,un ) =In(y,), aw
przypadku rozktadu normalnego ¢ (,un ) =U,.

W omawianych raportach SAS jest ona skonstruowana jako funkcja g(r(x,,/)), zatem dla rozkladu
Poissona otrzymujemy g(r(x,,3))=In(r(x,,3)), gdzie funkcja ryzyka r(x,,) ma posta¢ jak w (2-1-
3.12). Poniewaz zgodnie z (2-1-3.10), u, oraz I‘(Xn,,B) roéznig si¢ czynnikiem (skumulowanego czasu
badania) ¢/, =L, zatem w powyzszym programie dla zbioru danych, pojawita si¢ komenda In = log(L)
stuzaca do wezytania niezbgdnego wyrazenia In(? ).

Natomiast na skutek przypisania w ponizszym programie zmiennej ‘offset” wartosci In =In(¢ ), wyrazenie

to pojawi sie¢ w raporcie SAS jako tzw. zmienna przesunigcia (Offset Variable).
Wezytanie programu analizujacego model:

Po wczytaniu zbioru danych, przystepujemy do wpisania programu analizujacego konkretng posta¢ modelu,

ktory wykorzysta cato$¢ lub czes¢ powyzszego zbioru danych, w zalezno$ci od modelu regresji Poissona dla
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przyktadu awarii silnika. I tak dla Modelu 1 program ten, wykorzystujgcy procedure GENMOD, ma

nastgpujacg postac:

proc genmod data = awaria;

model Y =M U1 U2 U3 U4 U5 U6 U7 / covb

dist = poisson
link = log
offset = In;
run;

quit;

Uwaga: Zamiast wpisywa¢ model w powyzszej postaci mozna uzy¢ wprowadzonej zmiennej klasujgcej A i

zamieni¢ odpowiednie linie:

ref = 8;
class A;
model Y =M A/ corrb

a program SAS odda raport identycznej postaci.

Uwaga: Dodatkowo zamieniono komende wyznaczenia macierzy kowariancji estymatoréw ‘covb’ na

polecenie ‘corrb’ wyznaczenia ich macierzy korelacyjne;.

Rozdzial 2-2-11-2. Wynik analizy numerycznej SAS dla Modelu. 1

Jako rezultat wczytania powyzszych danych i uruchomienia procedury GENMOD dla rozwazanego aktualnie

Modelu 1, otrzymujemy raport systemu SAS, ktdry ma nastgpujaca postac:

System SAS
The GENMOD Procedure

Informacje o modelu

Zbibr WORK.MODEL1

Rozktad Poisson

Funkcja wiazaca Log

Zmienna zalezna Y

Zmienna przesuniecia 1n
Liczba obserwacji wczytanych 16
Liczba obserwacji uzytych 16

Informacje o poziomie klasyfikacji
Klasa Poziomy Wartosci

A 8 12345678
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Informacje o parametrach

Parametr

Prml
Prm2
Prm3
Prm4
Prm5
Prmé6
Prm7
Prm8
Prm9

Efekt

Intercept

M

Ul
U2
U3
U4
Ub
[8[3)
u7

Kryteria oceny zgodnos$ci

St. Wartos$é/st.
Kryterium SW. Wartosé SW.
Dewiancja 7 8.1950 1.1707
Skalowana dewia 7 8.1950 1.1707
Chi-kwadrat Pearso 7 8.0626 1.1518
Scaled Pearson X2 7 8.0626 1.1518
Log. wiarogodn 7201.8635
System SAS
The GENMOD Procedure
Algorytm osiagnal zbieznosc¢.
Macierz kowariancji szacunkowych
Prml Prm2 Prm3 Prm4 Prmb
Prml 0.01074 -0.001824 -0.009465 -0.009419 -0.009398
Prm2 -0.001824 0.002725 -0.000087 -0.000156 -0.000188
Prm3 -0.009465 -0.000087 0.20953 0.009529 0.009530
Prm4 -0.009419 -0.000156 0.009529 0.02805 0.009535
Prm5 -0.009398 -0.000188 0.009530 0.009535 0.01625
Prmé6 -0.009413 -0.000166 0.009529 0.009533 0.009535
Prm7 -0.009431 -0.000138 0.009528 0.009532 0.009533
Prm8 -0.009476 -0.000072 0.009526 0.009528 0.009529
Prm9 -0.009526 2.5943E-6 0.009524 0.009524 0.009524
Macierz kowariancji szacunkowych
Prmé6 Prm7 Prm8 Prm9
Prml -0.009413 -0.009431 -0.009476 -0.009526
Prm2 -0.000166 -0.000138 -0.000072 2.5943E-6
Prm3 0.009529 0.009528 0.009526 0.009524
Prm4 0.009533 0.009532 0.009528 0.009524
Prm5 0.009535 0.009533 0.009529 0.009524
Prmé6 0.01296 0.009532 0.009528 0.009524
Prm7 0.009532 0.01230 0.009527 0.009524
Prm8 0.009528 0.009527 0.01180 0.009524
Prm9 0.009524 0.009524 0.009524 0.01231
Analiza ocen parametréw
95% granice
Btad przedziatu ufnosci Chi-
Parametr . Ocena standardowy Walda kwadrat
Intercept 1 -5.4797 0.1037 -5.6828 -5.2765 2794.67
M 1 0.8043 0.0522 0.7020 0.9066 237.34
Ul 1 -6.1782 0.4577 -7.0753 -5.2810 182.17
U2 1 -3.5480 0.1675 -3.8763 -3.2197 448.76
U3 1 -2.3308 0.1275 -2.5807 -2.0810 334.36
U4 1 -1.5830 0.1138 -1.8061 -1.3599 193.38
Us 1 -1.0909 0.1109 -1.3083 -0.8735 96.75
U6 1 -0.5328 0.1086 -0.7457 -0.3199 24.06
u7 1 -0.1196 0.1109 -0.3371 0.0978 1.16
Skala 0 1.0000 0.0000 1.0000 1.0000

UWAGA: The scale parameter was held fixed. (Przedziat ufnosci Wald’a, Rozdziat 7.1, Uzupeknienie 1).

OANANANNANANNANA

Pr > chi kw..
<.
.0001
.0001
.0001
.0001
.0001
.0001
.0001
.2809

0001
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Rozdzial 2-2-11-3. Oszacowanie parametru i blad standardowy oszacowania dla Modelu 1.

Z powyzszego raportu mozemy odczyta¢ 0szacowanie ﬁ’ MNW parametru £:

3 =0,8043 (2-2-11-3.52)
oraz blqd standardowy (Se) tego oszacowania wyznaczony jako element macierzy (wariancji-) kowariancji (2-
2-8.45) [1]:

6, = se(/3) = (0,002725)"2 = 0,0522 . (2-2-11-3.53)

Punktowe oszacowanie fVCf odell dopasowanego ze wzgledu na wiek ryzyka wzglednego R, wynosi wigc:

'f,\v\lyilodell _ eﬁ — 08043 _ 223513 . (2-2-11-3.54)

Natomiast 95%-owy wiarygodnosciowy przedzial ufnosci Wald’a (Rozdziat 7.1, Uzupetnienie 1) dla e” [1],
przy odwotaniu si¢ do faktu, ze dla duzej probki estymator MNW ma w przyblizeniu rozktad normalny, ma
postac:

exp[4+196 5,1 =exp[0,8043+1,96 (0,0522)] = exp(0,8043+0,1023) , (2-2-11-3.55)
lub

(e°7°2°,6%9%¢) — (2,01778; 2,47589) . (2-2-11-3.56)

Rozdzial 2-2-11-4. Test hipotezy zerowej z wykorzystaniem statystyki Wald’a.

Dla duzej probki, test hipotezy zerowej:

Ho: =0 (2-2-11-4.57)
o braku zaleznosci korelacyjnej tempa awarii od lokalizacji, wobec hipotezy alternatywne;j:

Hi: p#0, (2-2-11-4.58)

moze by¢ przeprowadzony z zastosowaniem statystyki Wald’a [1] (Rozdziat 7.1, Uzupetnienie 1):

-0
o.
p

U=

(2-2-11-4.59)
Przy prawdziwosci hipotezy zerowej Ho: ff =0 statystyka U ma asymptotycznie rozktad normalny N(0,1).

Dla rozwazanego przykladu warto$¢ statystyki Wald’a wynosi:

~0,8043-0

=15,408 | (2-2-11-4.60)
0,0522
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natomiast empiryczny poziom istotno$ci [1], [9] ma warto$¢ (wyznaczong np. w pakiecie kalkulacyjnym

Excel):

p = Pr(u]| >15,408) < 0,0001 . (2-2-11-4.61)
Rozdzial 2-2-11-5. Whniosek.

Ze wzgledu na p <0,0001 przeprowadzona analiza regresji Poissona wskazuje na statystycznie istotny
wplyw lokalizacji (tzn. na statystyczng istotno$¢ wprowadzenia parametru £ przy zmiennej kierunkowej M

wskazujacej  lokalizacj¢). Ze  wzgledu na  warto§¢  oszacowanego ryzyka — wzglednego

f,; =€’ =% =223513 ogolne, dopasowane ze wzgledu na wiek, tempo awarii silnikow samochodow

na Wsiach jest okoto 2,2 razy wicksze niz w Miastach. Wyznaczony 95%-owy wiarygodnosciowy przedziat
ufnosci dla ogdlnego dopasowania ryzyka wzglednego wynosi (2,01776; 2,47591).
Do analizy Modelu 1 wrocimy jeszcze ponizej, aby omowic interakcje czynnika ,,wiek” ze zmienng ,,0bszar”,

badz uwzglednienie ,,wieku” jako ewentualnego zaburzenia w modelu [1] oraz poréwnaé dobroc¢

dopasowania Modelu 1 z innymi modelami w hierarchii.

Rozdzial 2-2-12. Charakter kowarianta ,,wiek” - interakcja czy zaburzenie.

Glownym wplywem interesujagcym nas w analizie ryzyka jest zmienna ,,obszar”. W formule (2-2-7-2.44) na
ryzyko wzglgdne, zmienna wiek okazata si¢ nawet nie wystgpowac. Jednak w wyprowadzeniu (2-2-7-2.44)
nie brali$my pod uwage mozliwosci wystgpowania zmiennej pobocznej ,,wiek” jako kowarianta w interakcji
ze zmienng ,,obszar”. Przyjrzyjmy si¢ wiec blizej charakterowi zmiennej ,,wiek” z punktu widzenia sposobu

wprowadzenia jej do modelu regresji.

Punkt 1. Zmienna poboczna ,,wiek” moze by¢ wprowadzona do multiplikatywnego czlonu interakcji ze
zmienng ,,0obszar”. Rozwazanie tej mozliwosci zwigzane jest z odpowiedzig na pytanie o to czy zmienna
»wiek” modyfikuje wptyw zmiennej ,,obszar”, to znaczy, czy wplyw zmiennej ,,0bszar” mierzony ryzykiem
wzglednym, r6zni si¢ dla roznych wariantow wieku?

Punkt 2. Zmienna ,,wiek” moze by¢ wprowadzona do modelu tylko jako zaburzenie. Mozliwo$¢ ta jest
rozwazana wtedy, gdy po analizie Punktu 1, okazalo si¢, ze wprowadzenie zmiennej ,,wiek” do modelu w
czlonie interakcji jest nieistotne statystycznie. W takiej sytuacji rozwazamy czy zmienna ,,wiek” jest
zaburzeniem, tzn. czy powinna znalez¢ si¢ w modelu w jakiejkolwiek formie po to, aby da¢ wilasciwe
okres$lenie jej wptywu na oszacowanie interesujacego nas parametru, ktorym w rozwazanym przykladzie jest

ryzyko wzgledne?
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Jest roznica pomiedzy wprowadzeniem do modelu nowej zmiennej w postaci zaburzenia lub w postaci
iloczynowego cztonu interakcji. Nie wykonuje si¢ testow statystycznych w przypadku, gdy zmienna ma

wej$¢ do modelu w postaci zaburzenia [1].

Szczegblowe omdwienie problemu rozroéznienia pomiedzy interakcja, czyli wlasnoscig modyfikacji wptywu
gléwnego zmiennej typu ,,obszar” przez kowarianta bedacego zmienng poboczng typu ,,wiek”, a problemem

zaburzenia gtdéwnego wptywu zmiennej ,,obszar” przez zmienng poboczng ,,wiek”, mozna znalez¢ w [1].

Rozdzial 2-2-12-1. Analiza interakcji obszaru i wieku. Model 2.

Aby rozstrzygna¢ kwestie zawarta w powyzszym Punkcie 1, dotyczaca mozliwos$ci, ze zmienna
,wiek” jest kowariantem modyfikujagcym wptyw zmiennej ,,0obszar”, rozszerzmy Model 1 , (2-2-10.47)

(porownaj (2-2-7-1.39)), o czton interakcji, otrzymujac:

7 7
Model 2: Inr, =a+> U, +BM+>6,(MU,) ,i=1,2..8 j=01. (2-2-12-1.62)
k=1 k=1

Aby unikng¢ osobliwosci, tzn. idealnej wspotliniowosci, mozemy doda¢ czlony interakcji tylko dla siedmiu (a

nie o$miu) zmiennych kierunkowych U, .

Istotnos¢ interakcji ,,wieku” z ,,obszarem” mozemy testowac weryfikujac hipoteze zerowa:

Ho: 0, =0,=...=96, =0, (2-2-12-1.63)
z wykorzystaniem statystyki ilorazu wiarygodnos$ci (1-1.42). Ma ona przy prawdziwosci hipotezy zerowej Hy
asymptotycznie rozktad ;(2 z 7 stopniami swobody, co jest liczbg nowych parametrow wprowadzonych do

wyzszego Modelu 2.

Statystyka testowa (1-1.42) pozwala wiec na porownanie Modelu 1 (bez interakcji) z Modelem 2, ktory

zawiera siedem iloczynowych cztonow interakcji MU, .
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Rozdzial 2-2-12-2. Program SAS dla Modelu 2.

Poniewaz w Modelu 2 chcemy uwzgledni¢ réwniez interakcje ,,wieku” i ,,0bszaru”, zatem po wczytaniu

danych takich samych jak w Punkcie 1.11.1, nalezy przy korzystaniu z procedury GENMOD (Punkt 1.11.1)

zmieni¢ lini¢ model na uwzglgdniajacy cztony interakeji MU, , k=1,2.,...,7, wczytujac program:

proc genmod data = awaria;
model Y =M U1 U2 U3 U4 U5 U6 U7 UIM U2M U3M U4M U5M U6M U7M / covb

dist = poisson

link = log
offset = In;
run;

quit;

Rozdzial 2-2-12-3. Raport z dopasowania Modelu 2.

W wyniku analizy otrzymujemy nastgpujacy komputerowy raport SAS z dopasowywania Modelu 2. Jak to
wynika z powyzszych rozwazan, raport ten dotyczy analizy z uwzglednieniem interakcji zmiennych ,,wiek” i

,,obszar”.

System SAS
The GENMOD Procedure

Informacje o modelu

Zbibr WORK.MODEL2
Rozktad Poisson
Funkcja wiazaca Log
Zmienna zalezna Y
Zmienna przesuniecia 1n
Liczba obserwacji wczytanych 16
Liczba obserwacji uzytych 16

Informacje o poziomie klasyfikacji

Klasa Poziomy Wartosci
A 8 123456738
System SAS

The GENMOD Procedure

Kryteria oceny zgodnosci

St. Wartosé/st.
Kryterium SW. Wartose SW.
Dewiancja 0 0.0000
Skalowana dewia 0 0.0000
Chi-kwadrat Pearso 0 0.0000
Scaled Pearson X2 0 0.0000
Log. wiarogodn 7205.9610

Algorytm osiagnat zbieznosc¢.
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System SAS
The GENMOD Procedure

Analiza ocen parametroéw

95% granice

St. Btad przedziatu ufnosci Chi-
Parametr SW. Ocena standardowy Walda kwadrat Pr > chi kw..
Intercept 1 -5.3385 0.1581 -5.6484 -5.0286 1139.98 <.0001
M 1 0.5852 0.2010 0.1913 0.9790 8.48 0.0036
Ul 1 -6.7207 1.0124 -8.7050 -4.7364 44.07 <.0001
U2 1 -3.6094 0.2958 -4.1891 -3.0296 148.89 <.0001
U3 1 -2.7347 0.2415 -3.2080 -2.2613 128.20 <.0001
U4 1 -1.8289 0.1977 -2.2164 -1.4414 85.58 <.0001
U5 1 -1.2232 0.1866 -1.5888 -0.8575 42.99 <.0001
[8]3) 1 -0.7040 0.1808 -1.0584 -0.3496 15.16 <.0001
u7 1 -0.1504 0.1803 -0.5038 0.2030 0.70 0.4042
UlM 1 0.7521 1.1360 -1.4743 2.9786 0.44 0.5079
U2M 1 0.1075 0.3594 -0.5970 0.8120 0.09 0.7649
U3M 1 0.5605 0.2866 -0.0012 1.1221 3.83 0.0505
U4M 1 0.3599 0.2429 -0.1161 0.8360 2.20 0.1384
USM 1 0.2067 0.2325 -0.2490 0.6623 0.79 0.3740
UueM 1 0.2620 0.2265 -0.1819 0.7059 1.34 0.2474
U7M 1 0.0490 0.2288 -0.3994 0.4973 0.05 0.8305
Skala 0 1.0000 0.0000 1.0000 1.0000
UWAGA: The scale parameter was held fixed.
Z raportu SAS wida¢, ze dewiancja dla Modelu 2 jest doktadnie rowna zero:
~ \Model2
D(ﬁ) =0, (2-2-12-3.64)

co oznacza, ze model ten dopasowuje si¢ do danych empirycznych idealnie. Fakt ten jest spowodowany

dopasowywaniem modelu z 16 parametrami do N =16 elementowego zbioru danych.

Jednak z raportu wida¢ (pogrubienie na koncu linii UIM do U7M), Ze oszacowania parametrow interakcji
0.,0,,..., 57 r6znig si¢ na poziomie istotnosci o = 0,05 statystycznie nieistotnie od zera, co oznacza, ze nie

ma potrzeby aby wprowadza¢ interakcj¢. Sprawdzmy ten wniosek odwolujac si¢ do analizy z wykorzystaniem

statystyki logarytmu ilorazu wiarygodnosci (1-1.42) dla Modelu 1 i Modelu 2.

Rozdzial 2-2-12-4. Testowanie braku dopasowania w Modelu 1 w poréwnaniu z Modelem 2.

Rozwazmy hipoteze zerowg (2-2-12-1.63):
Ho: 0, =0,=...=96, =0 (2-2-12-1.63")

mowiaca o nieistotnosci rozszerzenia Modelu 1 do Modelu 2, czyli statystycznej nieistotnosci interakc;ji.
Okazuje si¢, ze w rozwazanym przypadku test statystyczny weryfikujacy hipoteze¢ zerowa (2-2-12-

1.63), mozna by przeprowadzi¢ zardéwno wykorzystujac statystyke ilorazu wiarygodnosci (co jest oczywiste),

jak i dewiancj¢ Modelu 1.
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Istotnie, po pierwsze w Rozdziatach 2-1-4 oraz 2-1-4-1 zauwazyliSmy, Ze obie te statystyki majg w
przyblizeniu rozktad chi-kwadrat [1]. Po drugie, zauwazmy, ze dewiancja dla Modelu 1 otrzymana w raporcie
w D1.11.2 przyjeta w probce wartosc:

D(/}(r)

Modell
[ _8195 (2-2-12-4.65)

~ odell
Natomiast liczba stopni swobody dewiancji D(ﬂ(r) )M wynosi [1]:
d.f.=[liczba zmiennych (Yij )] — [liczba parametréow w Modelu 1] = N — (r +1)
=16-9=7. (2-2-12-4.66)

)Modell

Statystyka D@(r) ma wiec w przyblizeniu rozktad chi-kwadrat z d.f. = 7.
Z kolei statystyka testowa ilorazu wiarygodnos$ci (2-1-4-1.24) dla hipotezy zerowej (2-2-12-1.63) jest zgodnie
z (2-1-4-1.25) otrzymana przez odj¢cie dewiancji dla Modelu 2 (ktora jest rowna zero) od dewiancji dla

Modelu 1, tzn.:

-2 '”[%} =(g, )" - p(p)""" =8195-0=8195 | (2-2-12-4.67)

zatem jej warto$¢ w probce jest rowna D(ﬁ(r) )MOdell jak w (2-2-12-4.65).
Rowniez liczba stopni swobody statystyki ilorazu wiarygodnosci (1-1.42), rowna [1]:
d.f.=[liczba parametréw w Modelu 2] — [liczba parametréw w Modelu 1]
=16-9=7, (2-2-12-4.68)

wynosi tyle ile d.f. dewiancji Modelu 1, wigc i ona ma w przyblizeniu rozktad chi-kwadrat z d.f. = 7.

Zbierzmy informacje zawarte we wzorach od (2-2-12-4.65) do (2-2-12-4.68). Wynika z nich, ze skoro
zarowno rozktad, jak i warto$¢ liczbowa oraz liczba stopni swobody dewiancji Modelu 1, (2-2-12-4.65), oraz
log ilorazu wiarygodnosci, (2-2-12-4.67), sa takie same, zatem rownowaznie mozna weryfikowaé hipoteze
zerowg (2-2-12-1.63) korzystajac ze statystyki (2-2-12-4.67) badz (2-2-12-4.65).

Modell i
) dla Modelu 1 jako statystyke testowa

Przyjmijmy wiec, w tym przypadku, dewiancje D(ﬁ(r)
hipotezy (2-2-12-1.63). Korzystajac z (2-2-12-4.65) oraz (2-2-12-4.66) otrzymujemy, wykonujac pomocnicze
rachunki na przyktad w arkuszu kalkulacyjnym Excel, Ze empiryczny poziom istotno$ci wynosi:

p= Pr(;(f > D(ﬁ(r)

)Modell

= 8,195) =0.3157 . (2-2-12-4.69)
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Rozdzial 2-2-12-4-1. Wniosek dla analizy interakcji zmiennych ,,obszar” i ,,wiek”.

Zatem na zadnym poziomie istotnosci @ mniejszym od jak wida¢ dos¢ duzego p = 0.3157, np. na poziomie
a =01, nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej o statystycznej nieistotnosci rozszerzenia

Modelu 1 do Modelu 2. Uznajemy wigc, ze w Modelu 1 nie ma statystycznie istotnego braku dopasowania do
danych empirycznych w porownaniu z Modelem 2. Poniewaz Model 2 oraz model podstawowy dopasowuja

si¢ do danych pomiarowych tak samo dobrze, zatem widzimy, ze w Modelu 1 nie ma istotnego odchylenia
obserwowanych wartosci Y;; od wartosci przewidywanych \fij tym modelem.

Pozostawiamy wigc prostszy Model 1 jako wystarczajacy do przewidywania oczekiwanej ilosci przypadkow
awarii silnika, stwierdzajac, ze dodanie cztonéw interakcji MU, do Modelu 1 skomplikowatoby

niepotrzebnie model, nie poprawiajac w sposob statystycznie istotny dopasowania do danych empirycznych.

Rozdzial 2-2-12-5. Analiza ,,wieku” jako zaburzenia czynnika gléwnego.

Rozwazenie Punktu 2 w Rozdziale 2-2-12 polega na szukaniu odpowiedzi na pytanie o to, czy ,,wiek” jest

kowariantem zaburzajacym gtowny wptyw czynnika jakim jest ,,obszar”. Odpowiedz ta otrzymuje si¢ wraz ze

zbadaniem czy ryzyko wzgledne f,; = e’ albo rownowaznie B zmienia si¢ znaczaco, jesli zignorujemy

zmienng ,,wiek”. Nie wprowadzenie ,,wieku” do analizy w Modelu 1 pozostawia ta zmienng poza kontrola

[1].

Rozdzial 2-2-12-5-1. Znaczaca réznica ekspercka.

;
Aby przeprowadzi¢ potrzebna analize nalezy wiec pomina¢ wyrazenia dla ,,wieku”, tzn. sktadnik Zk:1aku K
Z Modelu 1 i zobaczy¢, czy otrzymane oszacowanie wspotczynnika przy M rozni¢ sie bedzie znaczaco od

warto$ci ﬁ’ =0,8043, (2-2-11-3.52), albo lepiej czy oszacowanie wzglednego ryzyka (bo to ono ostatecznie

interesuje badacza) ro6zni si¢ znaczaco od warto$ci f\,\'yimde'l =ef =% =2 23513. Termin , znaczqca

roznica” nie odnosi si¢ do testow statystycznych, ale do wiedzy ekspertow w dziedzinie.

Rozdzial 2-2-12-5-2. Analiza SAS dla Modelu 3.

Aby odpowiedzie¢ na pytanie o ile zmieni oszacowanie wspotczynnika £ przy M, musimy dopasowywaé do

danych nastepujacy model:
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Model 3: Inr,=a+gM, i=1,2..,8 j=0,1 (2-2-12-5-2.70)

Zadanie dla Modelu 3. Napisa¢ program korzystajacy z procedury GENMOD dla Modelu 3, a nastgpnie

wykorzystujgc dane podane w Punkcie 1.11.1 uruchomi¢ go, otrzymujac ponizszy raport SAS.

Rozdzial 2-2-12-5-3. Raport SAS dla Modelu 3.

System SAS
The GENMOD Procedure

Informacje o modelu

Zbidr WORK.MODEL3

Rozktad Poisson

Funkcja wiazaca Log

Zmienna zalezna Y

Zmienna przesuniecia 1n
Liczba obserwacji wczytanych 17
Liczba obserwacji uzytych 16
Braki danych 1

Informacje o poziomie klasyfikacji
Klasa Poziomy Wartosci
A 8 123456738

Informacje o parametrach

Parametr Efekt
Prml Intercept
Prm2 M

Kryteria oceny zgodnos$ci

St. Wartos$é/st.
Kryterium SW. Wartosé SW.
Dewianc]j 14 2569.7700 183.5550
Skalowana dewia 14 2569.7700 183.5550
Chi-kwadrat Pearso 14 3012.0987 215.1499
Scaled Pearson X2 14 3012.0987 215.1499
Log. wiarogodn 5921.0760

Algorytm osiagnal zbieznosc¢.
System SAS

The GENMOD Procedure
Analiza ocen parametrdéw

95% granice

St. Btad przedziatu ufnosci Chi-
Parametr SW. Ocena standardowy Walda kwadrat Pr > chi kw..
Intercept 1 -7.1273 0.0437 -7.2130 -7.0416 26567.6 <.0001
M 1 0.7431 0.0521 0.6410 0.8453 203.23 <.0001
Skala 0 1.0000 0.0000 1.0000 1.0000

UWAGA: The scale parameter was held fixed.
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Rozdzial 2-2-12-5-4. Analiza raportu SAS dla Modelu 3.

Z powyzszego raportu odczytujemy, ze oszacowanie parametru £ WyNoSi ,é =0,7431, skad ,,surowe”
oszacowanie (z powodu braku w analizie zmiennej ,,wiek”) wzglednego ryzyka, wynosi:

fModel — of = 0741 =2 1024 | (2-2-12-5-4.71)
Uwaga: Podkreslmy raz jeszcze, ze w przeciwienstwie do roznicy istotnej statystycznie, wypowiedZ o
znaczacej roznicy, nie jest poparta zadnym statystycznym testem i nie nalezy testow takich wykonywaé. O

tym, czy rdznica jest znaczaca wypowiadajg si¢ specjalis§ci w branzy.

Whiosek dotyczacy zaburzenia: Poréwnujac wartoSci Modelu 1 oraz Modelu 3 dla ﬁ , ktore wynosza

odpowiednio 0,8043 oraz 0,7431 lub lepiej dla wzglednego ryzyka f, = ef , ktére wynosza odpowiednio
2,2351 oraz 2,1024, uznajmy (chociaz nie jestesmy specjalistami z branzy samochodowej), ze r6znig si¢ one

znaczaco i zmienng poboczng ,,wiek” eksploatacji samochodu nalezy wprowadzié¢ do modelu jako zaburzenie

glownego wplywu zmiennej ,, obszar” eksploatacji samochodu.
Rozdzial 2-2-12-5-5. Analiza rozszerzenia Modelu 3 do wyzszego w hierarchii Modelu 1.

Z porownania raportow dla Modelu 3 oraz Modelu 1 wida¢, ze réznica dewiancji tych modeli wynosi:
2569,77 — 8,195 = 2561,58. Roznica dewiancji tych modeli (2-1-4-1.25), tzn. log ilorazu funkcji
wiarygodnosci, ma w przyblizeniu rozktad chi-kwadrat. Przy r6znicy 14-7=7 stopni swobody dewiancji tych
modeli, warto$¢ 2561, 58 jest wysoce istotna statystycznie, wskazujac na istotny brak dopasowania Modelu

3 w stosunku do Modelu 1.
Zadanie: Sformutowac posta¢ hipotezy zerowej mowigcej o nie wystepowaniu braku dopasowania do danych

pomiarowych w Modelu 3 w poréwnaniu z Modelem 1. Wyznaczy¢ empiryczny poziom istotnosci dla

przeprowadzanego testu tej hipotezy.
Rozdzial 2-2-13. Analiza regresji Poissona w SAS dla modelu z przesuni¢ciem.
Dla skompletowania analizy dla wszystkich modeli ze zbioru modeli hierarchicznych rozwazymy jeszcze

model tylko z wyrazem wolnym, czyli taki w ktérym wystepuje brak zaleznosci modelowej od zmiennych

objasniajagcych. Model ten ma postac:

Model 0: Inr; = , i=1,2.,8 j=0,1. (2-2-13.71)
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Rozdzial 2-2-13-1. Dane i program SAS dla Modelu 0.

Aby przeprowadzi¢ analiz¢ z uzyciem procedury GENMOD zostata w danych podanych w Rozdziale 2-2-11-

1 wprowadzona dodatkowa zmienna O, przyjmujgca zawsze warto$¢ zero.

Poniewaz w Modelu 0 wystepuje brak zaleznosci modelowej od zmiennych objasniajacych, w zwiazku z tym

modyfikujemy nastgpujaco wiersz model polecen w procedurze GENMOD:

model Y = O/ covb
lub
model Y = O/ pred covb

Rozdzial 2-2-13-2. Raport SAS dla Modelu 0.

Po wczytaniu danych zawartych w Rozdziale 2-2-11-1 oraz uruchomieniu programu procedury GENMOD,

otrzymujemy ponizszy raport.

System SAS
The GENMOD Procedure

Informacje o modelu

Zbidr WORK.MODELOQ
Rozktad Poisson
Funkcja wiazaca Log
Zmienna zalezna Y
Zmienna przesuniecia 1n
Liczba obserwacji wczytanych 16
Liczba obserwacji uzytych 16

Informacje o poziomie klasyfikacji

Klasa Poziomy Wartosci
A 8

Informacje o parametrach

Parametr Efekt
Prml Intercept
Prm2 )

Kryteria oceny zgodnos$ci

St.
Kryterium SW. Wartosé
Dewiancja 15 2790.3403
Skalowana dewia 15 2790.3403
Chi-kwadrat Pearso 15 3480.1347
Scaled Pearson X2 15 3480.1347
Log. wiarogodn 5810.7909

Algorytm osiagnat zbiezno$é.

12345678

Wartosé/st.
SW.

186.0227
186.0227
232.0090
232.0090
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Analiza ocen parametroéow

95% granice

St. Btad przedziatu ufnosci Chi-
Parametr SW. Ocena standardowy Walda kwadrat Pr > chi kw..
Intercept 1 -6.6669 0.0238 -6.7135 -6.6202 78449.1 <.0001
¢ 0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 .
Skala 0 1.0000 0.0000 1.0000 1.0000

UWAGA: The scale parameter was held fixed.

Rozdzial 2-2-13-3. Wynik analizy dla Modelu 0.

Dewiancja dla Modelu 0, In I, =&, wynosi 2790,3403. Jak mozna si¢ byto spodziewac, model posiadajacy
tylko przesunigcie i bez zaleznosci od zmiennych objasniajagcych wykazuje istotny brak dopasowania w
stosunku do Modelu 1, Inr; =« +Zz=lakUk + M , co przejawia si¢ gwaltownym wzrostem dewiancji
Modelu 0, (2-2-13.71), w stosunku do dewiancji Modelu 1, (2-2-10.47).

Zadanie: Sformutowac postaé¢ hipotezy zerowej mowigcej o nie wystepowaniu braku dopasowania do danych
pomiarowych w Modelu 0 w poréwnaniu z Modelem 1 . Wyznaczyé empiryczny poziom istotnosci dla

przeprowadzanego testu tej hipotezy sprawdzajac powyzszy wynik analizy dla Modelu 0.

Zadanie: Pokazac, ze roznica dewiancji Modelu 0, (2-2-13.71), oraz Modelu 3, (2-2-12-5-2.70), jest rowniez

statystycznie istotna, znajdujac warto$¢ odpowiedniego empirycznego poziomu istotnosci.
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Rozdzial 2-2-14. Podsumowanie analizy regresji doboru modelu Poissona.
Ponizsza Tabela 2-2-14.2 podsumowuje przeprowadzong analiz¢ regresji Poissona dla przyktadu zaleznosci
liczby awarii silnika w klasie modeli hierarchicznych z uwzglednieniem ,,obszaru” jako czynnika gtéwnego

wplywu, a zmiennej ,,wiek” jako zmiennej poboczne;.

Tabela 2-2-14.2. Tabela ANOVA dla przyktadu awarii silnika (N =16).

Model dla In r b ) D( ) i Istotna statystycznie
i Liczba parametrow p £ romica w D( ,3)
Model 0 a 1 2790,34 15
Istotna p =~ 0
Model 3 o +ﬂ M 2 2569,77 14
Istotna p~0
Model 1 | o+ U, +SM 9 8,2 7
= Nieistotna
7
a+y, aU +BM+ p=032
Model 2 S h 16 0 0
+> .0 MU,
Model
podstawowy Hi 16 0 0

Rozdzial 2-2-14-1. Wniosek z analizy.

Z przeprowadzonej analizy wida¢, ze dane zawieraja wskazanie, ze sposrod rozwazanego zbioru modeli
hierarchicznych nalezatoby wybra¢ Model 1 jako ten, ktoéry nie ma statystycznie istotnego braku dopasowania

do danych pomiarowych, a jednocze$nie ma prostsza strukture (9 parametrow) niz model podstawowy lub
Model 2 z interakcjg (16 parametrow).

Uwaga: Wykroczenie poza klase modeli hierarchicznych i potraktowanie ,,wieku” jako zmiennej typu

ciggtego mogtoby doprowadzi¢ do wyselekcjonowania modelu z mniejsza liczbg parametrow niz Model 1 [1].
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Rozdzial 2-2-15. Uzupelnienie.

Rozdzial 2-2-15-1. Polecenia jezyka 4GL procedury GENMOD dla rozwazanego przykladu.

Ponizej podane zostaly podstawowe komendy programéw napisanych w jezyku 4GL dla celow

przeprowadzenia analizy regresji Poissona, w tym rozwazanego powyzej przyktadu.

data ‘awaria’ wskazuje nazwe zbioru z danymi;

input wskazuje zmienne, ktore maja by¢ wezytane do modelu;

In wskazuje zewnetrzng zmienng funkcyjna (tutaj logarytm);
datalines wskazuje, ze ponizej bedg si¢ znajdowaty linie danych;

run wskazuje na koniec linii danych;

proc oznacza poczatek odpowiedniej procedury (,,genmod” dla regresji Poissona);

model wskazuje zmienne uzyte w modelu;

pred wskazuje na konieczno$¢ wyliczenia warto$ci prognozowanych;

ref wskazuje referencyjna populacje (tzn. lini¢, w ktorej wszystkie zmienne kierunkowe dla przyjgtego
systemu kodowania oraz ich interakcje maja wartos¢ 0);

covb wskazuje na wyliczenie macierzy kowariancji estymatorow;

corrb wskazuje na wyliczenie macierzy korelacyjnej estymatorow;

dist informuje o uzyciu okreslonego rozktadu;

link informuje o uzyciu wskazanej funkcji linku (logarytmicznej dla regresji Poissona);

offset wskazuje zmienna, znajdujacg si¢ poza modelem, w ktérej przechowywana jest funkcja linkujaca;
run informuje o uruchomieniu procedury liczace;j;

quit powoduje wyjscie z programu i wyswietlenie wydruku.

Rozdzial 2-2-15-2. Opis zmiennych wystepujacych w zbiorze danych w Rozdziale 2-2-11-1.

Zmienna A jest zmienng jako$ciowg z wariantem wieku serwisowanych samochodéw;

Y oznacza zmienng objasniang ilo$ci wystepujacych przypadkow (zmienna o rozktadzie Poissona);

N oznacza liczebno$¢ badanych populacji;

M jest zmienng kierunkowa wskazujacg na obszar;

Ul, U2, U3, U4, US, U6, U7 sg zmiennymi kierunkowymi, wskazujagcymi na odpowiednia przynalezno$¢ do
klasy wiekowej;

UlM, U2M, U3M, U4M, U5M, U6M, U7M to interakcje zmiennych kierunkowych ,,wiek” U1, U2, U3, U4,
U5, U6, U7 oraz ,,obszar” M;

O jest zmienng sztucznie wprowadzong dla celu analizy Modelu 0, ktora nie jest zmienng objasniajgca.
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A. Rozdzial 3. Podsumowanie zastosowania MNW w analizie regresji Poissona.

Przedmiotem Rozdzialu 2 byto przeéwiczenie zastosowania metody najwickszej wiarygodno$ci
(MNW) w problemach estymacyjnych analizy regresji Poissona. Rozwazania zostaly poparte przyktadami
przeliczonymi z wykorzystaniem systemu analiz statystycznych SAS.

Omowiono sposob konstrukcji funkcji wiarygodnosci wykorzystywany dla celow budowy estymatoréw
parametréw modelu oraz wynikajace z tej metody procedury wnioskowania statystycznego. Procedury dla
testowania hipotez i konstruowania przedzialéw ufnosci wykorzystuja nie tylko zmaksymalizowane wartosci
funkcji wiarygodnos$ci, ale réwniez oszacowane macierze kowariancji wyznaczane w ramach szerzej
rozumianej metody najwickszej wiarygodnosci odwotujacej si¢ do tzw. informacji Fishera zawartej w probie.
Teoretyczne podstawy MNW wraz ze znaczeniem informacji Fishera dla (estymacji) macierzy kowariancji
estymatorow parametrow modelu znajduja si¢ w zacytowanej literaturze.

W omoéwionych przyktadach zmienna losowa objasniana zawsze byla liczba zliczen przypadkow
interesujgcego nas zdarzenia. Dlatego przy spetnieniu warunku matej liczby defektéw w stosunku do
wszystkich obserwacji w rozwazanych podgrupach probek pobranych z dwodch poréwnywanych populacji,
wykorzystywana posta¢ funkcji wiarygodnosci odwolywata si¢ do zmiennej majacej rozklad Poissona. W
praktyce, dla typowego modelu regresji Poissona naturalng miara estymowanego efektu jest tempo awarii
(tzn. ryzyko) oraz ryzyko wzgledne, zwigzane z okreslonym, interesujagcym nas czynnikiem, ktérego warianty
kontrastuja badane populacje.

Przedstawiono metode selekcji modelu z wykorzystaniem statystyki ilorazu wiarygodnos$ci oraz
zastosowanie statystyki dewiancji, ktora jest rodzajem statystyki ilorazu wiarygodnosci, opisujacej dobroé¢
dopasowania badanego modelu wzgledem modelu podstawowego. Poniewaz roznica statystyk dewiancji,
otrzymana dla dwdch poréwnywanych modeli, jest rowna statystce logarytmu ilorazu funkcji wiarygodnosci
dla tych modeli, wigc testy hipotez o braku dopasowania w modelach nizszych w hierarchii, mogg by¢
przeprowadzony z wykorzystaniem roznicy statystyk dewiancji, ktore pojawiaja sie raportach SAS.
Zastosowanie MNW w analizie regresji Poissona ma kluczowe znaczenie ze wzgledu na mozliwosé selekcji
modelu, ktéry nie tylko ma estymatory posiadajgce (asymptotycznie) optymalne wiasnosci [36], ale jak na to
zwrocono uwage w analizowanych przyktadach, nie wykazuje rowniez statystycznie istotnie gorszego
dopasowania do danych empirycznych niz model podstawowy, posiadajac przy tym najmniejsza mozliwa

liczbe parametrow.

Typowy model regresji Poissona, uzyty w przyktadach, wyraza w postaci logarytmicznej tempo porazki jako
liniowg funkcje zbioru czynnikow. Niemniej, estymacja MNW jest szczegoOlnie przydatna w estymacji
wspolczynnikoéw regresji w modelach nieliniowych, takich jak model regresji logistycznej czy nieliniowy
model regresji Poissona. Poniewaz uktad réwnan wiarygodnosci nie prowadzi wtedy do liniowych réwnan

algebraicznych na estymatory tych parametrow, dlatego procedury estymacji dla takich modeli wymagaja
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programu komputerowego stosujacego algorytmy z wielokrotnymi iteracjami estymatorOw parametrow
modelu. Taki pakiet numerycznych procedur komputerowych jest zawarty w systemie SAS.

Podstawowa procedura SAS stosowana w analizie regresji Poissona w sytuacji, gdy logarytm ryzyka jest
liniowa kombinacja czynnikow, jest procedura GENMOD. W bardziej skomplikowanych nieliniowych
modelach regresji Poissona, gdy logarytmu ryzyka nie da si¢ przedstawi¢ w postaci liniowej kombinacji

czynnikow, wlasciwg procedura, ktorg mozna wykorzystac jest procedura NLMIXED [1].
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A.  Rozdzial 4. Analiza doboru modelu w regresji logistycznej.

Obecny rozdzial dotyczy zastosowania regresji logistycznej. Posiada ona wyjatkowo szerokie
zastosowania w opisie danych empirycznych w przypadku, gdy zmienna objasniana (odpowiedz) ma
charakter dychotomiczny, tzn. gdy odpowiedz moze przyjmowac jedynie dwa warianty klasowe, poziomy
numerowane wartoscig 0 lub 1. (Uogoblnieniem regresji logistycznej jest wielomianowa regresja logistyczna,
w ktorej zmienna objasniana moze przyja¢ wigcej niz dwa warianty.) W tym aspekcie rézni si¢ ona od
poprzednio omawianych modeli regresji i ANOV A, w ktérych odpowiedz byta zmienng ilo$ciowa.

Sednem analizy logistycznej jest okreslenie zmiany prawdopodobienstwa (szansy) pojawienia si¢ sukcesu, na
skutek wptywu okre§lonego czynnika. Pozwala ona okresli¢ tak site, jak i kierunek zalezno$ci pomiedzy
czynnikiem jako$ciowym (typu klasowego) lub ilosciowym (typu dyskretnego lub ciggltego), a dychotomiczng
zmienng objasniang Y. Mozna jej uzy¢é w celu opisania wptywu na dychotomiczng zmienng Y  Kilku
czynnikdw X, Xy, ... ,Xk. Np. w badaniach ekonomicznych mozna dowiedzie¢ si¢ jaka jest szansa splacenia
kredytu przez przedsigbiorstwo dzialajace w okreslonej branzy i przy okreslonych warunkach (w odniesieniu
do 0s6b dziatajacych przy innych warunkach, gdzie warunek jest wariantem tego samego czynnika). Ro6wniez
w badaniach medycznych, gdzie podstawowym problemem jest zdrowie pacjenta, odpowiedz w
przeprowadzanych badaniach moze przyjmowac¢ wartosci O (zdrowy) lub 1 (chory).

Do oszacowania parametréw modelu regresji (w postaci logit’owej) wykorzystuje si¢ bezwarunkowa
estymacje metoda najwickszej wiarygodnosci. Kolejne rozdzialy =zostaly poswiecone ogdlnemu
sformutowaniu zatozen i metody regresji logistycznej oraz zastosowaniu metody najwickszej wiarygodnosci
do estymacji parametrow modelu logistycznego. Przedstawiono réwniez przyktad analizy logistycznej,

wykorzystujac procedury programu SAS.

Rozdzial 4-1. Wprowadzenie teoretyczne.

Rozdzial 4-1-1. Zmienne dychotomiczne.

W modelu regresji logistycznej podstawowa zmienna dychotomiczna Y, przyjmuje wartos¢ 1 z
prawdopodobienstwem 6 oraz 0 z prawdopodobienstwem 1- . Zmienng dychotomiczng okresla si¢ rowniez
mianem zmiennej wskazujacej, binarnej czy zero-jedynkowej (0-1). Danej obserwacji zmiennej Y
przypisujemy wartos¢ 1 wtedy, gdy interesujacy nas poziom zjawiska A zostal osiggniety, zjawisko to sie
wydarzyto lub zaistnial interesujacy nas stan, oraz warto$¢ 0, gdy zaszto zdarzenie przeciwne. Zmienna
wskazujgca pokazuje wigc czy pewien warunek (np. w jednym, konkretnym losowaniu do proby, w jednej
obserwacji) zostat spelniony, czy nie zostat spetniony. Zatem, jako zmienna binarna, ktora wskazuje poziom

A, zmienna Y ma postac:

1, gdy osiagni¢to poziom A
Y = (4-1-1.1)

0, gdy nie osiggnigto poziomu A

297



Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej dychotomicznej jest wiec nastepujacy:

P(Y10)=p(Y)=6"(-6)"", Y=01, (4-1-1.2)
skad tatwo sprawdzi¢, ze jej wartos¢ oczekiwana wynosi:
1
E(Y)= X yplY =y|0)=p(Y =1]6)=0. (4-1-1.3)
y=0

W N-wymiarowej probie (Yi, Yo, ...., Yn), kazda ze zmiennych dychotomicznych Y; (i = 1,2,...,N) jest zmienna
losowa o rozktadzie zero-jedynkowym:

pi(Y; 16)=6"1-6)"", Y,=01, i=12,..N. (4-1-1.4)

Chociaz zaktadamy, ze zmienne dychotomiczne (Yy, Yy, ... ,Yn) sa parami niezalezne, jednak poniewaz 6,
moga by¢ rozne dla roznych i, wige proba nie musi by¢ prosta. Parametr 6; jest prawdopodobienstwem, np. ze
i-ta osoba w losowej probce N 0sob wylosowanych z populacji, nie sptaci pozyczki w ustalonym, od pewne;j

chwili, okresie czasu.

Rozktad zero-jedynkowy (0-1) jest rtowniez nazywany punktowym rozktadem dwumianowym, co wynika z

tego, ze dla N =1 jest on szczegdlnym przypadkiem rozktadu dwumianowego:

@') o' 1-oNY (4-1-1.5)

zmiennej losowej Y (zliczajacej np. liczbe sukcesow w N losowaniach, Y=0,1,2,...,N, gdzie w kazdym z tych

losowan, prawdopodobienstwo sukcesu € jest takie samo).

Rozdzial 4-1-2. Metoda najwi¢kszej wiarygodnosci w regresji logistycznej.

Funkcja wiarygodnos$ci proby Y = (Y1, Yy, ... ,Yy) dla zmiennych posiadajacych punktowe rozktady jak w (4-

1-1.3), ma postacé:
~ N N
PV 10)=TTp; (v 16) = T116" a—6,% ] (4-1-2.6)
i=1 i=1

gdzie @=(6;, 6,, ... Oy)".

Poniewaz nie interesuje nas kolejnos¢ zajscia zdarzenia w ciggu N losowan, zatem bez straty ogdlno$ci
rozwazan zalozmy, ze N; pierwszych jednostek z N elementowej losowej proby, nabyto rozwazang wtasnosé
(np. nie splacito pozyczki w uméwionym terminie), tak ze Y; =Y, = -..=Yy, =1. Oznacza to ze (N, = N - N,)
pozostatych jednostek proby nie nabylo tej wiasnosci, czyli Yy 4 =Yy.o = ...=Yy =0. Posta¢ funkcji

wiarygodnosci jest zatem nastgpujaca:
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N, N
p(Y |®)=[H0i j{ -6 )j (4-1-2.7)

i1 Ni=N+1
Poniewaz prawdopodobienstwo 6; (i = 1,2,...,N) jest rowniez warunkowg warto$cig oczekiwang

zmiennej dychotomicznej Y;, tzn.:
ui =E(Y;)=p(Y; =116)=6,, i=12,...N, (4-1-2.8)

zatem funkcje¢ wiarygodnosci (4-1-2.7) mozna wyrazi¢ poprzez wspotczynniki regresji f; modelu
logistycznego. Logistyczna analiza regresji jest jednym ze sposobow modelowania zaleznos$ci korelacyjnej,
zmiennej zaleznej Y dychotomicznej w jej zwigzku z czynnikami Xy, Xy, ... , Xi, ktore mogg by¢ tak ilosciowe

jak i jakosciowe. Niech x; =(Xy,Xyi,....Xyj) 0znacza zbidr wartosci k czynnikow X ; (j = 1,2,...,k) dla
okreslonej i—tej jednostki (i=1,2,...N) w N-wymiarowej probie Y. W modelu logistycznym
warunkowe warto$ci oczekiwane zmiennej dychotomicznej Y s3 zwigzane z czynnikami X

nastgpujacag transformacja:

E(Y,)=6—— 1 ! L i=12,.N, (4-1-2.9)
1+exp(—4;) k
1+exp{—[ﬂo + Zﬂ] in J:|
=

* k - . . . . ..
gdzie 4 =p,+ 2 pjXji, (2-1-3.11), a B, ( j=0,1,2,...K) sa nieznanymi wspotczynnikami regresji
=1

logistycznej, ktore trzeba estymowac. Wyrazenie stojace po prawej stronie (4-1-2.9) ma postaé:

f(z)= 1_2 . (4-1-2.10)
l+e

Funkcja f(z) jest nazywana funkcjq logistyczng. Nadaje si¢ ona do modelowania zmiany prawdopodobienstwa
wraz ze zmiang wartosci Z, co wynika z tego, ze dla ze(—o0;+), f(z) zmienia si¢ zgodnie z jej
sigmoidalnym ksztattem w granicach od 0 do 1. W badaniach ekonomicznych mozna jg wykorzysta¢ np. do
opisu (indywidualnego) ryzyka niesptacenia dlugu przez dtuznika. Sigmoidalny ksztatt wykresu funkcji
logistycznej f(z) jest wykorzystywany przez epidemiologow, szczegolnie wtedy gdy zmienna z reprezentuje
indeks, ktory podsumowuje dziatanie kilku czynnikow ryzyka (X;, Xy, ... , Xi), tak, ze f(z) opisuje ryzyko dla

danej wartosci z.
fz2)
1

0,5

Rysunek. 4-1-2.1 Wykres funkcji logistycznej.
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Funkcja linku (wiazacg), czyli funkcja g(yi) wigzaca warto$¢ oczekiwang warunkows

yn zE(Yi)zei z kombinacjg liniowa /”t? zmiennych objasniajagcych, ma wigc dla regresji logistycznej

/ff = g(,ui )=InLui /(1- 1)) (tzw. postac¢ ,,Logit”).

Wstawiajac 65 z (4-1-2.9) do funkcji wiarygodnoSci (4-1-2.7), otrzymujemy bezwarunkowq funkcje

wiarygodnosci wykorzystywang w standardowej analizie logistyczne;j:

exp{— (ﬁo +iﬁj inﬂ
~ M 1 N j=1
o719 | T v |

i=1 1+ exp|:— (ﬁo +Zﬂj inJ:I i=N;+1 1+6Xp|:— (ﬂo +Zﬂj in]:l

(4-1-2.11)
N K
[] e [_ (ﬂo +2 B H
i=N;+1 j=1
N k ,
H{LL &P {_ (ﬁo + 2 B X; Jﬂ
i=1 j=1
gdzie B=(B.,B5,---,P), co mozna zapisa¢ nastgpujaco:
N, k
HeXp(ﬂo + Zﬁj inJ
PY | f)=—F = (4-1-2.12)

ol 0]

i=1

W ten sposob otrzymaliSmy ostateczng posta¢ (bezwarunkowej) funkcji wiarygodnosci dla modelu

logistycznego. Jej logarytm ma postac:

INP(Y | B)=1In

l_ﬁ[{l+ exp {ﬂo + Zk:ﬂ,- X;i ]] (4-1-2.13)

Ze wzgledu na konieczno$¢ oszacowania k+1 niezaleznych parametréw £, j=0,1,2,...,k, odpowiedni uktad

roéwnan wiarygodnosci, ktérego rozwigzanie daje oszacowania MNW parametrow modelu, ma postaé:

InPVIA - o, §=2012,.. k. (+-1-2.14)
Pilpp

Poniewaz logarytm funkcji wiarygodnosci (4-1-2.13) jest skomplikowang nieliniowa funkcja parametrow

L=(B1,P>,.... Bc), zatem jego maksymalizacja (majaca na celu otrzymanie estymatoréw ﬁ MNW dla
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parametrow ) oznacza na ogot konieczno$¢ wykorzystywania wiasciwie zaimplementowanych

komputerowo algorytmoéw. Analiza regresji logistycznej zawarta w systemie SAS dysponuje odpowiednimi

procedurami (LOGISTIC procedure), dajac po rozwigzaniu uktadu rownan (4-1-2.14) maksymalizowang

warto$¢ P(\?l ,5’) funkcji wiarygodnosci oraz macierz kowariancji \A/(ﬁ) estymatorow /? rozwazanego

modelu. Macierz V/( ﬁ) jest konieczna do przeprowadzenia wlasciwego statystycznego wnioskowania.
W dalszej czgséci rozdziatu, zostanie omoéwiony przyklad zastosowania procedur SAS’a, pozwalajacych na

wyznaczenie zarowno wartosci estymatoréw MNW, jak i macierzy kowariancji V( ,3) w regresji logistycznej.

Rozdzial 4-1-3. Modelowanie ilorazu szans.

Wspolczynniki regresji f; odgrywaja wazna role w dostarczaniu informacji na temat zwigzku
pomigdzy czynnikami X; (j=1,...,k) a odpowiedziag Y. W modelu regresji logistycznej ilosciowe okre$lenie
tego zwiazku przedstawia ,.iloraz szans” (,,odds ratio”).
lloraz szans rozumiany jest jako czesto$¢ wystgpienia danego zdarzenia (np. nie sptacenia dlugu czy
zachorowania) u grupy badanej charakteryzujacych si¢ dang wlasnoscia (np. kolejno, grupy osoéb
mieszkajacych W miastach czy osob palgcych) w stosunku do grupy poroéwnawczej, nie posiadajacej danej
wilasnoséci (np. kolejno, grupy osob mieszkajgcych na wsiach czy oséb niepalacych). lloraz szans jest
miernikiem przedstawiajgcym mozliwosci poznawcze w ocenie modeli stuzacych do prognozowania
zagrozen, bedac miarg wphywu warto$ci rozwazanych czynnikow na zmienng Y [1].

Zdefiniujmy ,,szans¢” (0dds(G)) jako stosunek prawdopodobienstwa pr(G) wystgpienia zdarzenia G
do pr(G)= pr(nieG)=1- pr(G), czyli prawdopodobienstwa nie wystapienia zdarzenia G:

pr(G) __pr(G)
pr(G) 1-priG)

0ddgG) = (4-1-3.15)

Iloraz ten moze by¢ interpretowany jako stosunek prawdopodobienstwa wystapienia zdarzenia do jego nie

i:l i mamy szans¢ 2 do 1, ze

wystgpienia. Przyktadowo, gdy pr(G) = 1/3, wtedy odds(G):l /32

zdarzenie nie zajdzie.

Kazdy iloraz szans (,,0dds Ratio”, skad oznaczenie OR) jest z definicji proporcjg dwéch szans, tzn.:

pr(Ga)
0ddyG,)  1-pr(Gy,)
0ddsGg)  Pr(Gg)
1-pr(Gg)

Avs.B = (4-1-3.16)

gdzie indeksy A i B odpowiadaja dwom grupom jednostek, ktore majg by¢ porownane.
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Przyklad. Przypuscimy, ze A=M oznacza grupe osOb mieszkajagcych w (duzych) miastach (m), a B=W
oznacza grupe osob mieszkajacych na wsiach (facznie z matymi miastami) (w). Niech Gy, opisuje zdarzenie,
ze osoba mieszkajaca w grupie osob mieszkajacych w miastach nie sptaci dtugu (kredytu) i odpowiednio,
zdarzenie Gy, odpowiada grupie 0sob mieszkajacych na wsiach, ktorzy nie sptacili dtugu. Jesli pr(Gy)=1/3, a
pr(Gw)=1/5, to iloraz szans poréwnujacy szanse niesptacenia dtugu przez osoby w miastach w stosunku do

0sOb mieszkajacych na wsiach, przedstawia si¢ nastepujaco:

1/3 1
1-1/3 _ 2

ORwvow =760 =2 =2 (4-1-3.17)
1-1/5 4

Zatem dla tego (przyktadowego) ukladu danych, szansa niesptacenia dlugu przez osoby mieszkajace w
miastach jest dwukrotnie wigksza niz szansa niesptacenia dlugu przez osoby mieszkajace na wsiach. Iloraz
szans rowny 1, oznaczatby rownowaznos¢ ryzyka dla porownywanych grup. Taka warto$¢ ilorazu szans
mowitaby, ze miejsce zamieszkania nie ma wptywu na sptacenie dlugu. Wystapienie wartosci ilorazu szans
mniejszej niz 1, wskazywaloby na wystapienie wickszej szansy niesptacenia dtugu przez osoby z grupy B=W,
niz w grupie A=M.

Istnieje rOwnowazny sposOb zapisu regresji logistycznej w tzw. postaci logitowej (,,logit form”).
Funkcja logit z pr(Y=1) jest transformacjg zdefiniowana jako logarytm naturalny szansy zajscia zdarzenia G
={Y=1}

logit[ pr(Y =1)] = In[odds(Y =1)] = In{%} (4-1-3.18)
lub

oddgY =1)= _PrlY =1 _ jiogittprev=ny (4-1-3.19)
1-pry =1

Po wstawieniu (4-1-2.8)-(4-1-2.9) do (4-1-3.18) otrzymujemy tzw. logit’'owg posta¢ modelu
logistycznego:

Kk
logit[pr(Y =1)]= o+ Y. 8 X, (4-1-3.20)
j=1

w ktorej czynniki Xj pojawiajg si¢ liniowo, a zaletg jej jest to, ze podobnie jak w liniowej regresji wielorakiej
logit[ pr(Y =1)] € (—o0; +0).

Ogolnie, przy liczeniu ilorazu szans, nalezatloby poda¢ dwie grupy (lub jednostki), ktore majg zostaé
poréwnane poprzez dokonanie wyszczegolnienia wartosci  zbioru czynnikdw Xy, Xp,...,.Xk. Niech
Xa=(X1a X240 Xka) | Xg=(X1,X2B,...,Xkg) Oznaczajg zbior wartosci tych czynnikow dla grup (lub jednostek),
kolejno A'i B.

Dzielac szanse dla grupy (lub jednostki) A przez szanse dla grupy (lub jednostki) B, a nastepnie podstawiajac
(4-1-3.19) do (4-1-3.16), otrzymujemy ogdlng, logit’owg postaé ilorazu szans dla dwoch grup (lub jednostek)
AiB:
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pr(Gp)
_0dds(G,)  1-pr(G,)  expllogit[pr(Y, =1)])
~odds(Gg)  Pr(Gg)  expllogit[pr(Yg =1)])
1-pr(Gg)

(4-1-3.21)

Podstawiajac do (4-1-3.21) logit’owa posta¢ modelu logistycznego, (4-1-3.20), otrzymujemy ogodlna postac
iloraz szans dla dwoch grup (lub jednostek) A 1 B, wskazanych szczegdélowo poziomami czynnikow

X1,Xz,...,.Xk, 1 Wyrazong poprzez parametry modelu logistycznego:

k
ex + > BiX;
odds_dla_X, '{ﬁo e 'A]

O = 4-1-3.22
Xa¥eXe " odds_dla_Xg K ( )
expl fo + _Zl/i'jij
]:
Po przeksztatceniu (4-1-3.22), otrzymujemy nast¢pujacg, ogdlng postac ilorazu szans:
k
ORy, vs.X, =exp( _Zlﬁj (Xja _XjB)j - (4-1-3.23)
j=

Zauwazmy, ze wyraz wolny S, modelu logistycznego skasowat si¢ w ilorazie szans (4-1-3.23), tak ze iloraz
szans zalezy jedynie od eksponenty sumy parametrow S (j = 1,2,...,K) modelu pomnozonych przez réznice
warto$ci czynnikow X; dla grup (lub jednostek) A i B.

Poniewaz f; sa nieznanymi parametrami populacyjnymi, zatem parametr ORy sy = (4-1-3.23) jest
populacyjnym ilorazem szans. Jego estymator mozna otrzymaé poprzez dopasowanie modelu logistycznego,
wykorzystujgc metode najwickszej wiarygodnosci i podstawiajac w (4-1-3.23) estymatory BJ- MNW w
miejsce B;( = 1,2,...,K). Podajac wartosci B j W konkretnej probce oraz konkretne wartosci specyfikacji

X iA i X iB czynnikéw, otrzymujemy liczbowa warto$¢ tego estymatora.

Przyklad 1. Zalozmy, ze Y moze przyja¢ dwie wartosci, 1-nie sptacit dtugu i 0-sptacit diug.
a) Niech jedynym czynnikiem X, (k=1) bedzie lokalizacja (I) przyjmujaca poziomy 0,1. Wskazuje on
przynalezno$¢ do grupy osob mieszkajacych w miastach (X, =l =1) badz na wsiach (X, =1=0). Model
(4-1-3.20) ma zatem postac:

logifpr(Y =0]1=8y+ /1 . (4-1-3.24)
Aby otrzymaé wyrazenie na iloraz szans w modelu logistycznym, musimy poréwnaé szanse dla dwoch grup

jednostek. W omawianym przykladzie nalezy rozwazy¢ nastepujace logit’owe transformacje

prawdopodobienstw. W grupie A=M o0s6b mieszkajgcych w miastach ma ona postac:

logif pr(G)l=logitf pr(Ya =Dl=Inoddq{Y, =) =5y +(L1- D=Ly + 51 . (4-1-3.25)
a w grupie B=W o0s6b mieszkajacych na wsiach:
logif pr(Gg)] =logi{ pr(Yg =1l =InoddqYg =1)= By +(B;,-0) =, . (4-1-3.26)
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Zatem postac (4-1-3.22) ilorazu szans jest dla (4-1-3.24) i (4-1-3.25) nastepujgca:

oddggrupaA) _oddgG,) e4*A) _eh
oddggrupaB) oddg{Gg) e

AvsB = (4-1-3.27)

Wida¢, ze wyraz wolny f, skasowatl si¢ w ilorazie szans ORjs g . Jednoczes$nie wspolczynnik f; pozostal, co
jest spowodowane niejednorodnos$cia czynnika X, tzn. przyjmowaniem innego poziomu w grupach A i B.

Posta¢ (4-1-3.27) pozwala jedynie na podstawie oszacowania Bl (np. metoda MNW) wartosci parametru f;

na porownanie szans sptacenia dlugu (kredytu) dla os6b mieszkajacych w miastach (A=M) z mieszkajacymi

na wsiach (B=W).

Wprowadzmy obok gltownego czynnika lokalizacji X, =1 dwa jego kowarianty, zmienng ciagla
X, =w oznaczajaca wiek diuznika oraz zmienng kategoryczng X, =S wskazujaca ple¢ (1-kobieta, O-
mezezyzna). Mamy wigc k=3 czynniki. Zatem specyfikacja catej grupy (lub jednostki) A i B jest bardziej
ztozona niz poprzednio, gdzie grupa (jednostka) byta wskazana jedynie miejscem zamieszkania. Niech wiec
Xa=(X1a,X2a,:X34) | Xg=(X1B,X28,X38) S8 dwoma szczegdlnymi specyfikacjami A i B (warto$ci) trzech czynnikow
X = (Xq,X2,X3), przyktadowo:
Xp =(Xa =la =1, X0 =Wp, Xgp =S5 =1), (4-1-3.284a)
Xg =(Xg =lg =0, X, =Wg, X35 =Sg =1). (4-1-3.28b)
Specyfikacja xa wskazuje grupe kobiet (S, =1) w wieku w, lat, mieszkajacych w miastach (1, =1), a Xg
wskazuje rowniez grupe kobiet (S; =1) w wieku wg lat lecz mieszkajacych na wsiach (15 = 0).
W omawianym przykladzie nalezy rozwazy¢ wigc nastepujaca logit’ows transformacje  (4-1-3.20)
prawdopodobienstwa:
logit[ pr(G)l =logit[pr(Y =1)]=InoddyY =1)= Sy + S, - | + o -W+ S5 -S. (4-1-3.29)
Dla grupy (jednostki) A jak w (4-1-3.28a) ma ona postac:
logit[pr(G )l =logiipr(Y, =1l =InoddqY, =1)

(4-1-3.30)
=Po+Pr1+Po - Wa+PB3-Sp=Po+P1+P2-Wa+P3-Sp,
a dla grupy (jednostki) B jak w (4-1-3.28b) ma ona postac:
logit[ pr(Gg)l=logif pr(Yg =1)]=InoddqYg =1)
(4-1-3.31)

=Po+ P10+, -Wg+ 3-S5 =g+ 2 Wg +3-Sg -

lloraz szans porownujacy stosunek szans splacenia dlugu (kredytu) dla oséb wskazanych tgcznym poziomem
A (wigc mieszkajacych w miastach) do osob wskazanych lacznym poziomem B (wigc mieszkajacych na

wsiach) ma zgodnie z (4-1-3.22) postac (4-1-3.23):
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_odds(grupaA) _ 0dddG,) _ (Bt Bt o Wa+ B35

OR = = = = Pt Po(Wa—Wg)+55(Sp—Sg)
A(W,,5,)VS. B (Wg,Sg) odds(grupaB) oddgGg) o(Bo+ B, We +s+Sg)

(4-1-3.32)
Gdyby w powyzszym przyktadzie rozwaza¢ grupy, w ktorych wartosci kowariantow czynnika lokalizacji
X, =1, tzn. wieku X, =w iplci X, =S byly jednorodne w podgrupach kredytobiorcow miast i wsi, czyli
gdyby w, =wg (ten sam wiek) oraz s, =sg(ta sama ptec), to (ze wzgledu na brak interakcji z czynnikiem
lokalizacja X, =l) wplyw  kowariantow  skasowalby si¢ w liczniku i  mianowniku
odddgrupaA)/oddgqgrupaB):

ORAvs.B :odds(grupaA)zeﬂl (4-1-3.33)
odds(grupaB)

I otrzymaliby$my iloraz szans niesptacenia dlugu w miescie w stosunku do wsi, ktory nie zalezatby od
poziomow tych kowariantow. (Podobna sytuacja miata miejsce w Rozdziale ROZDZIAL 2-2-7-2, wzor (2-2-
7-2.44) dla ryzyka wzglednego, w przypadku analizy awarii w regresji Poissona, w ktérym kowariantem

lokalizacji byt rok serwisowania samochodu).

Podsumujmy. W og6lnosci, kiedy zmienia si¢ tylko jeden czynnik (np. lokalizacja w powyzszym
przykladzie), a poziomy pozostatych czynnikdéw sa ustalone, to méwimy, ze iloraz szans poréwnujacy dwa
poziomy jednej, zmieniajacej si¢ cechy (zamieszkanie w miescie vs. na wsi) jest dopasowanym?®
(skorygowanym) ilorazem szans®, ktory zostal wyznaczony, gdy pozostate czynniki sa pod kontrolg (tzn.
model je uwzglednit) i ich wartosci sa ustalone w porownywanych grupach. Podlegajacy zmianie, interesujacy
nas czynnik jest czesto nazywany czynnikiem badanym (jawnym), inne czynniki to zmienne kontrolowane.
Czynniki jawne sg traktowane w analizie jako majace glowny wptyw (main effect) na zachowania si¢ warto$ci
oczekiwanej zmiennej objasnianej, stad sa nazywane ogdlnym terminem czynnikéw gléwnych
(zasadniczych). Gdy czlon interakcji jest nieistotny statystycznie, wtedy wprowadzone do analizy kowarianty
sg czynnikami zaburzajacymi. O sprawie tej mowilismy poprzednio w Rozdziale 2-2-12, przy okazji regresji

Poissona.

Pod warunkiem, Ze nie ma zadnych interakcji witaczajacych zmienne gtéwne, dopasowany iloraz szans moze
zosta¢ wyliczony jako eksponenta ze wspotczynnika kierunkowego stojgcego przy zero-jedynkowej zmiennej
glownej, wystepujacej w modelu logistycznym. Warto pamigtaé, ze gdy oszacowujemy wspotczynnik S, na

podstawie pobranej probki (czyniac to np. zgodnie z MNW), to chociaz ORp g5 W (4-1-3.27) i w (4-1-3.33)

% Dopasowanym ze wzgledu na wprowadzone czynniki pod kontrola. Ustalenie warto$ci kontrolowanych czynnikéw na
tych samych poziomach umozliwia (przy jednoczesnym traktowaniu rozktadéw tych czynnikow w (pod)populacjach
jako identycznych) przeprowadzenie wspdlnej analizy szans w (pod)populacjach polaczonych w jedng ogélniejsza
populacj¢ [1]. Zalozenie o identycznosci rozkladow czynnikow w (pod)populacjach nalezatoby jednak najpierw
przetestowac.

# (adjusted odds ratio)
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wygladaja tak samo, jednak warto$¢ surowego oszacowania ,31 otrzymana w modelu (4-1-3.24) jest inna niz

otrzymana w modelu (4-1-3.29), w ktérym kowarianty wiek oraz pte¢ zostaty uwzglednione.

Do tej pory rozwazalismy tylko wptywy gldwne w badanym modelu, np. lokalizacja (I) i ewentualne
kowarianty np. wiek (w), ple¢ (s). (Powyzszy przyktad moglby byc¢ tak sformutowany, aby wpltywem
glownym byla np. pteé). Nie rozwazali$émy ani cztonéw interakcji np. typu | x w czy | xS, ani innych
czynnikow gtéwnych jak tylko zero-jedynkowe (0-1). Gdy model zawiera badz interakcje typu | x w, badz
czynniki glowne nie przyjmujace wartosci 0 lub 1, wtedy poprzednie wyprowadzenie ilorazu szans w postaci
(4-1-3.33) nie bedzie na ogodt stuszne. Wtedy, w celu wyznaczenia dopasowanego iloraz szans nalezy

skorzysta¢ z ogblnej zaleznosci (4-1-3.21).

Przyklad 1 (c.d.) Niech tak jak wczesniej lokalizacja (1) jest czynnikiem gtéwnym (0-1), a (ciggla zmienna)
wiek oraz zero-jedynkowa zmienna ple¢ sa zmiennymi kontrolowanymi. Model logistyczny w postaci
logit’owej ma teraz postac:

logit[ pr(G)] =logit[pr(Y =1)] =InoddqY =1)

= Lo+ Pl + Lo W+ B35+ B4 (I xW) + S5 (1x5) (4-1-3.34)

Aby otrzyma¢ iloraz szans dopasowany do wieku i rasy, musimy okresli¢ dwa zbiory wartosci dla Xa i Xg dla
uktadu czynnikow X:
X = (lokalizacja (1), wiek (w), pte¢ (s), lokalizacja x wiek (I x w), lokalizacjax pfec¢ (I xS))
(4-1-3.35)
Ogdlna postaé dopasowanego ilorazu szans (4-1-3.23) dla modelu (4-1-3.34) jest wiec nastepujaca:
ORpysp = @ Pillale 1By (Wa—Wg -5 (Sp =S5 )+ B, (1 xWa—lg xWg )+ s (1, xSl %S5 ) (4-1-3.36)

Jesli jak poprzednio, specyfikacja Xa wskazuje na grupg kobiet (S, =1) w wieku wy lat,
mieszkajacych w miastach (1, =1), a Xg wskazuje na grupe kobiet (S; =1) w wieku wg lat i mieszkajacych
na wsiach (I; =0), wtedy mamy dwa piecio-elementowe zbiory warto$ci dla uktadu czynnikow X (4-1-

3.35);

XA:(IA:].,WA,SA :1’IAXWA:WA’IAXSA :1) y (4-1-3373.)
gdzie wy =Wg =W (ten sam wiek) oraz s, =Sg =S (ta sama pte¢) . (4-1-3.37c)

Dla powyzszych specyfikacji poziomoéw Xa Oraz xg, dopasowany iloraz szans (4-1-3.36) dla modelu (4-1-
3.34), ma postac:

OR(A vs. Blwiek=w, plec=1) = eﬁl (1-0)+ B, (W—W)+ B3 (s—8)+ 8, W+ 55 (1-0) _ eﬂ1+ﬂ4 W+g , (4-1-338)

306



gdzie po symbolu | podano warunek wskazujgcy badang grupe. Otrzymany dopasowany iloraz szans na splate
dtugu ze wzgledu na wplyw lokalizacji, zostal wyznaczony przy ustalonych poziomach innych czynnikow.
Obok wspotczynnika f; pojawily si¢ parametry f4, f5 wlaczone do modelu (4-1-3.34) ze wzgledu na ich
wystepowanie w dopasowanym modelu w cztonach interakcji z czynnikiem lokalizacji. Model (4-1-3.34)
oznacza wiec, ze warto$¢ ilorazu szans dla wptywu lokalizacji zmienia si¢ w zaleznosci od poziomu
czynnikow wiek i ple¢ oraz zalezy od wartoSci parametrow f4, fs, ktore stojg przy iloczynach tych
czynnikéw ze zmienng lokalizacja. Aby zobaczy¢ w jaki sposéb kowarianty wiek i ple¢ modyfikuja wptyw
glowny zmiennej zasadniczej lokalizacja, wystarczy do (4-1-3.36) wstawi¢ rozne, ustalone specyfikacje Xa

oraz xg poréwnywanych grup (lub jednostek) A i B.

Podsumujmy: Dla modelu logistycznego opisujagcego gltéwny wplyw jawnej zmiennej zero-
jedynkowej wraz z jej interakcjami (opisanymi przez iloczyny tej zmiennej glownej ze zmiennymi
kontrolowanymi), dopasowany iloraz szans jest wyznaczany jako eksponenta funkcji liniowej
wspotczynnikow regresji dla zar6wno wplywu gléwnego jak i jego interakcji z kowariantami. Ponadto,
poniewaz dopasowywany model zawiera cztony interakcji, liczbowa warto$¢ dopasowanego ilorazu szans
bedzie sie zmieniala w zaleznosci od warto$ci zmiennych pod kontrola, ktére jako wchodzace w interakcje ze

zmienng gtéwna modyfikuja wplyw gtoéwny.

Przyklad 2. Przypadek czynnika gtéwnego typu ciaglego.

Przypus¢my, ze glowny czynnik modelu jest zmienng typu cigglego, taka jak np. sa w praktyce dochody

osoby (d) (pomijajac jednostke jednego grosza). Kowariantami sg wiek (w) oraz pfe¢ (s) a zmienng objasniana,

tak jak w Przyktadzie 1, splacalnosé zadtuzenia (Y). Model przyjmuje teraz nastepujaca postac:
logitlpr(Y=1)]= Sy + f1d + o W+ 5 S (4-1-3.39)

Aby uzyska¢ skumulowany iloraz szans dla takiego modelu nalezy wyodrebni¢ dwie wartosci zmiennej d,

kontrolujgc wptyw wieku W i ptci s. Dwie wyodrebnione wartosci d sg potrzebne nawet gdy czynnik jest typu

ciggtego, poniewaz iloraz szans z zatozenia porownuje dwa stany zmienne;.

Ogolna posta¢ ilorazu szans, gdy zmienne wiek W i pte¢ s sg ustalone w grupie (dla jednostki) A i B, jest

nastepujaca:

— elda=de) BHW-W) 5, Hs-8)f; _ o(da=0s) A (4-1-3.40)

OR(dA VS. dg |W, =Wg =W,S, =S5 =S)

Na przyktad, jesli dwa stany zmiennej d to da = 3200 PLN oraz dg = 1200 PLN, to iloraz szans ma postac:

3200-1200 2000
OR (4, 23200 vs, d, <1200 w, —yi =i 5, =5, =5) = €' Vi = 200A (4-1-3.41)
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Gdyby da - dg = 1 PLN, wtedy wyrazenie (4-1-3.40) uproscitoby sie do ef. Przypadek rdznicy w d
rownej 1 PLN, jest z ekonomicznego punktu widzenia nieciekawe. Dlatego zmienne typu ciagltego, takie jak d,
mozna potraktowa¢ nastgpujaco. Po zbadaniu rozktadu zmiennej glownej (np. d), mozna dokonaé
pogrupowania jej wartosci w warianty, np. wg kolejnych kwantyli, nastepnie wyznaczy¢ w kwantylach $rednie
lub mediany dla rozkladu tej zmiennej i w koncu wyznaczy¢ ilorazy szans dla oceny wplywu tej zmiennej

glownej na odpowiedz Y [1], [40].

Rozdzial 4-1-4. Estymacja ilorazu szans oraz weryfikacja hipotez statystycznych.

Wiasciwie przeprowadzona analiza logistyczna oznacza uchwycenie wlasciwego zwiazku pomiedzy
wybranym czynnikiem glownym, a zmienng objasniang (charakteryzujagca np. splacalno$¢ zadluzenia).
Istotng sprawa jest wlasciwe wprowadzenie do analizy kowariantow, ktére nalezy mie¢ pod kontrolg i ze
wzgledu na ktore dopasowywany jest iloraz szans OR. Nie wprowadzenie kowariantow do analizy oznacza
oszacowanie surowego OR, co moze by¢ uzasadnione, ale jedynie po uprzednim sprawdzeniu nieistotnosci
mozliwych interakcji, a nastgpnie stwierdzeniu (eksperckim, bez wykonywania statystycznego testu)
nieznaczno$ci kowarianta jako zaburzenia. Niewlasciwe ujecie wpltywu kowarantow skutkuje zlym
ocenieniem sily zwigzku pomiedzy zmienng jawng a odpowiedzig. Oznacza ono poslugiwanie si¢

niedopasowanymi ze wzgledu na kowarianty zmiennymi gléwnymi i estymatorami parametrow.

Estymatory MNW wspofczynnikow regresji B, j=0,1,2,... k, otrzymujemy za pomocg standardowego
zestawu procedur regresji logistycznej w programie SAS. Sa one z kolei wykorzystane w budowaniu
estymatora ilorazu szans OR po wstawieniu w (4-1-3.23) ﬂ j W miejsce S, w celu otrzymania z probki

numerycznej, punktowej wartosci oszacowania dopasowanego ilorazu szans.
Whioskowanie statystyczne dotyczace ilorazu szans moze by¢ zwiazane badz z testowaniem hipotez badz

estymacja przedziatows.

Dla prostego przyktadu bez interakcji z kowariantami i przy ich ustalonych wartosciach, iloraz szans ma
posta¢c OR =eh, (4-1-3.33), a przedziat ufnosci dla dopasowanego ilorazu szans mozna wyznaczy¢ liczac
przedzial ufnoéci dla /3, a nastgpnie eksponenty z jego dolnej i gornej granicy. W konsekwencji, dla

wystarczajaco duzej proby, otrzymujemy (1-0) 100%-owa realizacje przedziatu utnosci dla ilorazu szans OR:

P Uy 6;). 8008, +Uy 00 6,), (4-1-4.42)
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gdzie ﬁl jest estymatorem MNW parametru 5, & b= /6‘2 jest oszacowanym bledem standardowym

(estymatorem odchylenia standardowego) estymatora ,5‘1 parametru S, a Up_,,, jest kwantylem rzedu
1-a /2 statystyki Wald’a, ktora ma asymptotycznie rozktad normalny (Rozdziat 4). Oszacowanie 6‘2
1
Wariancjiag estymatora parametru [, lezy na przekatnej obserwowanej macierz kowariancji V(ﬂA) (2-2-

8.45) estymatoréw parametrow [, ktora w metodzie MNW jest odwrotnoscia obserwowanej informacji

Fishera iF (Rozdziat 2-2-8) [5]. Zarowno v (ﬁ ) jaki & b moze by¢ podana w raportach SAS'a.

W przypadku weryfikacji hipotez statystycznych szczego6lnie wazna jest hipoteza zerowa mdéwiaca o

tym , ze iloraz szans wynosi 1. Gdy na przyklad dopasowany jest iloraz szans dany prostym wyrazeniem
OR =e”, (4-1-3.33), zawierajacy zalezno$é od jednego wspotczynnika, wtedy hipoteza zerowa:

Hy:ef =1, (4-1-4.43)

ze iloraz szans wynosi 1 moze, ze wzglgedu na efi =g =1, zosta¢ wyrazona nastgpujaco:

Ho: /1 =0. (4-1-4.44)
Test tej hipotezy zerowej moze zosta¢ przeprowadzony badz za pomoca statystyki testowej Wald’a (Rozdziat
7.1, Uzupetnienie 1, (7-1.6)), badz z wykorzystaniem statystyki ilorazu wiarygodnosci (Rozdziaty 1-3 i 1-4).

Przyktad odpowiedniej analizy zostanie zaprezentowany w nastepnym rozdziale.

Przy analizie wyboru modelu logistycznego wygodng postacia jest jego postac logit’owa (4-1-3.20):
K
logit[pr(Y =1)]=fy + > B X . (4-1-3.20°)
j=1
Analizg zwiazana z selekcja modelu mozna oprze¢ o badanie istotnosci (kolejnych w hierarchii) parametréw

modeli o postaci (2-1-1.19"). Hipoteza zerowa o nieistotno$ci parametru [ j W powyzszym rOwnaniu regresji

ma postac:

Ho:B;=0 j=01.k, (4-1-4.45)

gdzie k jest liczba czynnikow w modelu.

Hipoteza alternatywnej ma postac:

Hi:B; #0. (4-1-4.46)

Poniewaz wszystkie parametry modelu logistycznego estymuje si¢ metoda najwigkszej wiarygodno$ci, zatem

statystyka testowa dla hipotezy zerowej (4-1-4.45):
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(4-1-4.47)

ma asymptotyczne rozktad normalny [36], a statystyka (4-1-4.47) ma asymptotycznie rozktad normalny
standaryzowany N(O,l). Oznacza to, ze dla wystarczajaco duzej proby, do testowania hipotezy (4-1-4.45)
wobec hipotezy (4-1-4.46) mozna wykorzystac statystyke Wald’a (Rozdziat 7.1, Uzupetienie 1):

B

o,
Bi

U=

, (4-1-4.48)

ktora przy prawdziwosci hipotezy zerowej (4-1-4.45) ma rozktad N(0, 1). Warto$¢ empirycznego poziom
istotnosci:

p=PU >u,,) (4-1-4.49)
jest  wykorzystywana do stwierdzenia, czy warto$¢ statystyki (4-1-4.48) rozni si¢ od zera istotnie
statystycznie, a wigc czy wartos¢ statystyki ﬁ j rozni si¢ od zera w sposéb istotny statystycznie.

Zamiast postugiwac sie statystyka (4-1-4.48) mozna postuzy¢ si¢ zwigzang z nig statystyka:
yP=U?%, (4-1-4.50)

Gdy zmienna U ma rozktad N(0,1), to mozna tatwo pokaza¢, ze zmienna U 2 ma rozklad chi-kwadrat z
jednym stopniem swobody (prosze pokaza¢ ten fakt). Zatem statystyka chi-kwadrat Wald'a:
2 ﬁ i

X =7
G

N

, (4-1-4.51)

ma asymptotycznie i przy prawdziwosci hipotezy zerowej (4-1-4.45) rozklad chi-kwadrat z liczba stopni

swobody rowna 1.
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A. Rozdzial 5. Przyklad regresji logistycznej.

Przyktad dotyczy problemu niesptacenia dtugu (kredytu). Podane dane (Rozdziat 5-3) opisujg probe
losowa 196 0sob wylosowanych z trzech ustalonych dzielnic wybranego, $redniej wielkosci miasta (40 —
400 tysigey). Z posrod wylosowanych osob 57 nie sptacito dlugu w wyznaczonym terminie.

Celem analizy jest okreSlenie czynnikéw ,,ryzyka” majacych wplyw na niesptacenie dtugu. Po pierwsze,
badanym wplywem glownym jest ,,Ple¢” osoby. Jej kowariantami sg: czynnik ,,Czas” lat pracy osoby
(wlaczajac w to okres na emeryturze) oraz czynnik ,,Lokalizacja” (Lok), czyli dzielnica miasta. Zmienng
objasniang Y jest ,,Dlug”. Zmienne te maja nastgpujacy charakter:
a) zmienng objasniang Y jest ,,Dlug”; jest to zmienna dychotomiczna majgca dwa poziomy: 1=dlug
niesptacony, O=dtug sptacony,

b) czynnik glowny ,Ple¢” osoby przyjmuje dwa poziomy: zmienna nominalna (kategoryczna)

przyjmujaca warianty 1=kobieta”, 0=,,me¢zczyzna”,
€) czynnik poboczny (kowariant) ,,Czas” lat pracy osoby (wlaczajagc w to okres na emeryturze): zmienna
typu ilociowego, interwatowa (czas podany jest w latach),

d) czynnik poboczny ,Lokalizacja” (LoOK) (dzielnica miasta): zmienna kategoryczna przyjmujgca

warianty 1,2,3.
W analizie statystycznej SAS czesto wygodnie jest postugiwac si¢ zmiennymi wskazujacymi zamiast
zmiennymi pierwotnymi. Poniewaz zmienna ,Ple¢” ma dwa warianty, zatem wystarczy jedna zmienna
wskazujaca do ich wskazania; nazwijmy ja P.. Jej kodowanie jest nastepujace:
{ 1, gdy osoba jest kobieta
P. =

(5.1)
0, gdy osoba jest mezczyznag

Zmienna ,,Lokalizacja” (Lok) dostarcza informacji o dzielnicy zamieszkania badanej osoby. Rozwazono trzy
dzielnice, stad probke podzielono na trzy lokalizacj¢. Zmienna Lok ma trzy warianty: 1, 2 i 3, zatem w jej

miejsce wprowadzamy dwie zmienne wskazujace (inne kodowanie tez jest mozliwe):

1 gdy osoba mieszka w dzielnicyl
L, =10 gdy osoba mieszka w dzielnicy2 (5.2a)
0 gdy osoba mieszka w dzielnicy3

0 gdy osoba mieszka w dzielnicyl
L, =<1 gdy osoba mieszka w dzelnicy2 (5.2h)
0 gdy osoba mieszka w dzielnicy3
Przez podanie wartosci zmiennych L; i L, w sposob jednoznaczny wskazujemy dzielnice miasta, w ktorej
mieszka badana osoba. Poniewaz mozliwe sa tylko trzy warianty zmiennej Lokalizacja (Lok), zatem jesli
zmienna wskazujaca L; przyjmuje wartos¢ 0, a zmienna L, réwniez przyjmuje warto$¢ 0, to badana osoba nie

mieszka ani w dzielnicy 1, ani w dzielnicy 2, co oznacza, Ze mieszka ona w dzielnicy 3, a zmienna pierwotna

Lok ma wartos¢ 3. Po przygotowaniu zmiennych kierunkowych i wprowadzeniu ich w miejsce zmiennych

311



pierwotnych do zbioru danych (Rozdziat 5-3), korzystamy z analizy SAS’a, traktujac wszystkie zmienne jako
ilo$ciowe (quantitative).

Rozdzial 5-1. Analiza bez interakcji gléwnego wplywu z kowariantami.

W pierwszej kolejno$ci przeprowadzamy analiz¢ bez wprowadzania interakcji. Dla modelu
zawierajacego kolejno, zmienng Czas, zmienng P, wskazujacg pte¢ i zmienne L; oraz L, wskazujace lokalizacje,
forma logit’owa (4-1-3.20) modelu (czyli logarytm naturalny szansy zajscia zdarzenia {Y=1}), przybiera postac:

logit[pr(Y =1)]=InoddqY =1)= Sy + 5, -Czas+ S, - P, + B3 - Ly + f4 - Ly (5-1.3)

Do oszacowania parametrow modelu (5-1.3) wykorzystamy aplikacje Analyst pakietu SAS. W
Rozdziale 5-3 podano dane pomiarowe. (W nazwach zmiennych w zbiorze danych pomijamy polskie znaki oraz
podnosimy dolne indeksy). W pierwszej kolumnie podano numerem porzadkowy (Nr) osoby bioracej udziat w
badaniu. W drugie kolumnie znajduja sie obserwacje dla zmiennej ,,.Dlug” Y (Dlug), bedaca zmienng
charakteryzujacg stan sptacenia dtugu. W kolumnie trzeciej podane sa wartosci zmiennej Czas; w czwartej P
(czyli zmienna kierunkowa ptci (5.1)); potem kolumny zmiennych kierunkowych lokalizacji L, oraz L, (5.2a) i

(5.2b), nastgpnie zmienna interakcji czasu i plci CP, =CzasxP. oraz dodatkowo zmienna pierwotna

,,Lokalizacji” (Lok).

Rozdzial 5-1-1. Oméwienie kolejnych krokow analizy przykladu w programie SAS.

Raport z analizy przeprowadzonej w SAS otrzymujemy po wykonaniu nastgpujacych krokow. Po
uruchomieniu SAS:

C) Z paska MENU wybieramy Solutions — Analysis — Analyst.

d) Po wczytaniu zbioru danych (File — Open By SAS Name) przechodzimy do regresji logistyczne;j:
Statistics — Regression — Logistic.

e) W prawym goérnym okienku ,,Model Pr{ }” wybieramy warto$¢ 1, gdyz ta warto§¢ zmiennej Y
(,Dlug”) oznacza =zajscie zdarzenia niesptacenia dtugu (co w naszym przypadku jest sukcesem) i
modelowanie odpowiadajacego mu prawdopodobienstwa. (Wybdr wartoSci 0, odpowiadajacej porazce,
oznaczatoby modelowanie prawdopodobienstwa zwigzanego ze sptatg dtugu).

f) Z opcji ,,Dependent type” wybieramy ,,Single trial” jako opis eksperymentu pojedynczego losowania,
dla kazdej jednostki (osoby), wartosci zmiennej dychotomicznej Y.

9) W okno ,,Quantitative” prowadzamy zmienne Czas, Pc, L1 i L2.

h) W opcji ,,Model” (na dole okna gltdéwnego) wybieramy: z (pod)okna ,,Model” — Standard Models —
Main effects only, czyli uwzgledniamy jedynie wplywy gtowne (ktorymi w znaczeniu tego okna wyboru sa
wplywy od czynnika gléwnego i jego kowariantow (tzn. Czas, Pc, L1 i L2), ale bez uwzglednienia interakcji).

Mozna by wprowadzi¢ opcje z interakcjami do rzgdu 2-giego lub 3-ciego (pozostawiajac jedynie interakcje
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majace sens), jednakze interakcj¢ rozwazymy w dalszej czeéci, wprowadzajac zmienng interakcji CP, =Czas

x Pc bezposrednio do danych.

i) Ciagle w opcji ,,Model” wybieramy: z (pod)okna ,,Selection” opcje ,,Full Model” (mozliwo$¢ wyboru

procedury eliminacji wstecz ,,Backward elimination”, oméwimy dalej).

)] W opcji ,,Statistics” (na dole okna glownego) wybieramy: z (pod)okna ,,Intervals” — Wald limits (For

parameter estimates), co umozliwi otrzymanie przedziatow ufnosci Wald’a dla parametrow f;.

Po zatwierdzeniu powyzszych procedur, otrzymujemy raport SAS’a.

Uwaga: W zbiorze danych oraz w raportach SAS’a: Pc to P, L1to Ly, L2 to L, oraz CP,to CPc.

Raport 1 dla modelu (5-1.3). Interesujaca nas cze$¢ raportu ma postac:

Dlug logit 23:47 Thursday, February 6, 2014 1

Procedura LOGISTIC

Informacje

Zbidr DLUG_KIERUNKOWE
Zmienna objasniana Dlug Dlug
Liczba poziomdéw odpowiedzi 2
Model logit binarny
Technika optymalizacji Ocena Fishera
Wczytano obserwacii
Uzyto obserwacji
Profil odpowiedzi
Wartosce Catkowita
uporzadkowana Dlug liczebnos¢
1 1 57
2 0 139
Modelowane prawdopodobienstwo wynosi Dlug=1.
Status zbieznosci
Kryterium zbiezno$ci (GCONV=1E-8) speinione.
Statystyki dopasowania
Tylko Wyraz wolny
wyraz i
Kryterium wolny wspbdtzmienne
AIC 238.329 221.220
scC 241.607 237.611
-2 log L 236.329 211.220
Testowanie globalnej hipotezy zerowej: BETA=0
St.
Test Chi-kwadrat SW. > chi-kw.
Iloraz wiarygod. 25.1094 4 <.0001
Ocena 24.9977 4 <.0001
Wald 21.9895 4 0.0002

313



St.
Parametr SW.
Intercept 1
Czas 1
Pc 1
L1 1
L2 1

E

C

P

L

L

Para

Inte

Czas
Pc
L1
L2

Dlug_logit

Procedura LOGISTIC

23:47 Thursday,

Analiza ocen maksymalnej wiarygodnosci

Ocena

-2.0405
0.0270
1.2436

-0.2534

-0.2088

zas
c
1
2

Przedzial

metr

rcept

Btad Chi-kwadrat
standardowy Walda
0.3895 27.4474
0.00868 9.6796
0.3523 12.4615
0.4056 0.3905
0.4545 0.2111

Ocena
fekt punktowa

O O Wk

.027
.468
.776
.812

Oceny ilorazu szans

Przedzial ufnosci
Walda 95%

.010
.739
.351
.333

O O

1.045
6.918
1.718
1.978

ufnosci Walda dla parametrow

-2

0.

1
-0
-0

Ocena

.0405
0270
L2436
.2534
.2088

Przedzial ufnosci 95%

-2.8038
0.00999

0.5531
-1.0483
-1.0997

OO o

L2771
.0440
.9341
.5414
.6820

Pr.

February 6,

> chi-kw.

O O OO A

.0001
.0019
.0004
.5320
.6459

2014

Odpowiedni kod jezyka programowania 4GL SAS’a potrzebny do otrzymania powyzszego raportu ma postac:

proc logistic data= Dlug_kierunkowe DESCEND;
model Dlug = Czas Pc L1 L2/ waldcl;

run;

Uwaga. Opcja DESCEND powoduje modelowanie prawdopodobienstwa sukcesu Y=1, 0 czym w powyzszym

raporcie informuje komunikat ,Modelowane prawdopodobieAstwo wynosi

Dlug=1~. Jej pominigcie

oznaczatoby modelowanie prawdopodobienistwa porazki Y=0. Komenda ,,waldcl” powoduje wyznaczenie

przedziatow ufnosci Wald’a dla parametréw. Konstrukcja przedziatu ufnosci Wald'a opiera si¢ o asymptotyczng

normalno$¢ parametrow oszacowanych metodg NW.

Z czg$cl powyZszego raportu: ,,Analiza ocen maksymalnej wiarygodnoéci”, odczytujemy,

ze estymatory MNW wspodtczynnikoéw f; otrzymane dla dopasowanego modelu przyjmujg w pobranej probce

warto$ci:

Bo =-20405, 3, =00270, 3, =12436; 35 =-0.2534; 3, =-0.2088.

Zatem oszacowana w pobranej probce forma logit’owa modelu (5-1.3), ma postac:

(5-1-1.4)
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logit[pr(Y =1)] =InoddsY =1)
=-20405+ 0.0270-Czas+1.2436-P,-0.2534- L,-0.2088 L,

(5-1-1.5)

Wychodzac z powyzszego oszacowania modelu oraz powyzszego raportu SAS'a, wyznaczymy iloraz
szans niesptacenia dlugu kobiet wzglgdem mezczyzn, w sytuacji, gdy czas oraz lokalizacja (dzielnica
zamieszkania w rozwazanym miescie) sg pod kontrolg.

Oszacowany iloraz szans ma wtedy (zgodnie z Raportem 1 SAS'a) posta¢ wynikajaca z (4-1-3.33):

) odds(grupakobiet)
OR( Pc=lvs. Pc=0| Czas,Lok)

- —eh —e1 2436 _3 4631, (5-1-1.6)
odds(grupamezczyzn)

Poniewaz 95%-owy przedzial ufnosci Wald'a dla f, wynosi (0,5531, 1.9341), zatem 95%-owy przedzial
ufnosci (4-1-4.42) dla ilorazu szans wynosi (zgodnie z Raportem 1 SAS'a):

(exp(ﬂz Uiz 65 ) X0l sy 6-,32)] — exp(1,2436+196-0.3523

(5-1-1.7)
= (exp(0,5531, exp(L.9347)=(1,7386, 69179,

gdzie & by = 0,3523 jest oszacowanym standardowym btedem estymatora ,82 parametru /3, .

Rozwazmy istotnos¢ statystyczng parametru [, stojacego przy czynniku gtéwnym P (Ple¢) modelu regresji
(5-1.3):
logit[pr(Y =] =InoddqY =1)= Sy + B, -Czas+ L, -P. + B3 - Ly + B4 - Ly . (5-1.3)

Hipoteza zerowa o nieistotno$ci parametru £, ma postac:

Ho: 5, =0, (5-1-1.8)
a hipotezg alternatywna jest:
H,:p, #0. (5-1-1.9)
Statystyka chi-kwadrat Wald'a (4-1-4.51):
15 = ﬁ—jz (5-1-1.10)
T,

ma przy prawdziwosci hipotezy zerowej (5-1-1.8) asymptotycznie rozktad chi-kwadrat z liczbg stopni swobody

rowng 1. Z Raportu 1 SAS'a widaé, ze ze wzgledu na matg warto§¢ empirycznego poziom istotnosci
p=P(x =y, =12,4615) =0,0004, mozna przyjaé, ze otrzymana warto$¢ oszacowania ,éz =1,2436
jest istotnie statystycznie rézna od zera. Stad wnioskujemy, Zze oszacowana warto$¢ ilorazu szans niesptacenia

dlugu przez kobiety w stosunku do mezczyzn wyniosta w tym miescie éR(pcleS. Pc=0| Czas, Lok)
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1,2436

=€ =3,4681, (5-1-1.6), i warto$¢ ta jest istotnie statystycznie rézna od 1. Wskazuje na to rowniez nie

pokrycie wartosci 0 przez 95%-owy przedziat ufnosci dla OR, (5-1-1.7).

Taki sam wniosek otrzymamy przeprowadzajac test braku dopasowania do danych empirycznych,
modelu nizszego w hierarchii:

logit[pr(Y =1)]=InoddqY =1)= Sy + 5, -Czas+ 5 -y + B4 - L, (5-1-1.11)
w stosunku do modelu (5-1.3). Hipoteza zerowa ma rowniez posta¢ H, : 5, =0, (5-1-1.8), ale mozna ja

sformutowac nastgpujaco:

H, : Nie ma istotnego statystycznego braku dopasowania do danych empirycznych modelu nizszego w

stosunku do modelu wyzszego. (5-1-1.12)

Statystyka testowa dla powyzszej hipotezy jest statystyka ilorazu wiarygodnosci (2-1-4-1.24):

L, =—2In P(Vlﬁ(f)) = 2InP (7| i) - (-21nP (¥ | ), (5-1-1.13)
/ 8 "

gdzie funkcja wiarygodnosci dla modelu logistycznego ma posta¢ (4-1-2.13), a w miejsce parametrow

wprowadzono ich estymatory MNW tak, ze InP(V|[3) jest zmaksymalizowanym logarytmem funkcji
wiarygodnosci modelu wyzszego z k + 1 parametrami 4, a InP(Y|j,) jest zmaksymalizowanym

logarytmem funkcji wiarygodnosci dla modelu nizszego z r + 1< k+1 parametrami £y .

Ze wzgledu na to, ze w przypadku powyzszych modeli mamy do czynienia z klasg modeli hierarchicznych,
tzn. jeden jest zredukowang formg drugiego, mozna pokazaé, ze rowniez w przypadku modelu
logistycznego (poréwnaj Rozdzial 2-1-5 dla rozktadu Poissona) 1 przy prawdziwos$ci hipotezy zerowej
(5-1-1.12), statystyka (5-1-1.13) ma asymptotycznie rozktad chi-kwadrat z liczba stopni swobody (I.st.sw.)
rowng l.st.sw.= k — r, gdzie k jest liczbg parametrow kierunkowych modelu wyzszego, a r jest liczba
parametréw kierunkowych modelu nizszego [1], [38]. Uznajemy, Ze analizowana proba w przyktadzie

jest duza (n = 196).

W analizowanym przyktadzie By =(By,B1, 3. 84), CZylir =3, @ B=(B,, B, B Ba: Bs), Czyli k = 4,
zatem liczba stopni swobody statystyki (5-1-1.13) wynosi k-r = 1. Zweryfikujmy wiec hipoteze Hy (5-1-
1.12) w rozpatrywanym przyktadzie, stosujgc statystyke (5-1-1.13). W powyzszym raporcie SAS'a, dla

modelu (5-1.3) z wszystkimi czynnikami, otrzymalismy:

2l P(V}3)=21122. (5-1-1.14)
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Aby otrzymac¢ analogiczng warto$¢ —21In P(V | ,B(rzs)) dla modelu (5-1-1.11), nalezy przeprowadzi¢

analize z pomini¢ciem czynnika gldwnego P, (Ple¢). (Podobnie jak poprzednio, po wywotaniu ciagu
,»Analyst —Statistic —Regression —Logistic” w oknie ,,Quantitative” wprowadzamy zmienne Czas oraz L1 i

L2, jednak z pominigciem Pc.)

Raport 2 dla modelu (5-1-1.11). Odpowiedni fragment raportu SAS'a ma postac:

Dlug logit. Model bez Pc (Peé). 1
16:45 Saturday, February 8, 2014

Procedura LOGISTIC

Statystyki dopasowania

Tylko Wyraz wolny
wyraz i
Kryterium wolny wspdtzmienne
AIC 238.329 232.216
sC 241.607 245.329
-2 log L 236.329 224.216

W powyzszym raporcie SAS'a dla modelu (5-1-1.11), otrzymali$my:

—2InP(Y13, )= 224216 . (5-1-1.15)
Wstawiajac (5-1-1.14) oraz (5-1-1.15) do statystyki ilorazu wiarygodnosci (5-1-1.13), otrzymujemy:
o PR _
LR,,, =—-2In 5 Y~|ﬁ =224216-21122 =12996, (5-1-1.16)

Przy prawdziwosci hipotezy zerowej (5-1-1.12) statystyka LRj3,, ma asymptotycznie rozktad chi-kwadrat z
I.st.sw.= k—r = 1. Zatem empiryczny poziom istotnosci dla (5-1-1.13) wynosi :

p=P(LR3/4 ~ #f >12,996)~0,0003. (5-1-1.17)
Zatem, na kazdym poziomie istotnosci « > p =0,0003 model nizszy (5-1-1.11) dopasowuje si¢ do danych
empirycznych istotnie statystycznie gorzej niz model wyzszy (5-1.3). Oznacza to, ze nie mozna pominagé
wplywu gtéwnego czynnika ,,Pte¢” na sptate zadtuzenia i uznajemy rozszerzenie modelu (5-1-1.11) do (5-1.3)
za istotne statystycznie.

Powro¢my wige do modelu (5-1.3) z wszystkimi czynnikami. Aby zweryfikowa¢ hipoteze zerowa o

nieistotnosci kowarianta ,,Lokalizacja” (w zastepstwie ktorego wprowadzono pare zmiennych kierunkowych

L, oraz L,) testujemy hipoteze:

wobec hipotezy alternatywnej
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H1 :ﬂ3 # Ovﬂ4 #0. (5-1-1.19)
Hipoteza Hy jest rownoczesnie hipotezg o nie wystgpowaniu braku dopasowania do danych empirycznych w
modelu zredukowanym (z r = 2):

logit[pr(Y =1)]=InoddqY =1)= 5, + S, -Czas+ f3, - P, (5-1-1.20)

w poroéwnaniu z modelem (5-1.3).

Statystyka testowa (5-1-1.13) stuzaca do weryfikacji hipotezy (5-1-1.18) ma postac:

P(ﬁﬁ(r:z)) oy ay
L =-2I —— =-2InP(Y r= —\=2InP(Y , 5-1-1.21
24 n[ 515 AP | Brery) —(-2nP (71 ) ( )

gdzie InP(Y|5;_) jest zmaksymalizowanym logarytmem funkcji wiarygodnosci zredukowanego modelu
(5-1-1.20). Statystyka L,,, ma przy prawdziwosci hipotezy zerowej (5-1-1.18) asymptotycznie rozktad chi-

kwadrat z liczba stopni swobody l.st.sw.=k—-r=4-2=2,

Podobnie jak poprzednio, po wywotaniu ciggu ,,Analyst —Statistic —Regression —Logistic” w oknie
»Quantitative” wprowadzamy zmienne Czas oraz Pc, jednak z pominigciem L1 i L2, tzn. nie wiaczamy do

modelu zmiennych kierunkowych dla lokalizacji.

Raport 3 dla modelu (5-1-1.20). Odpowiedni fragment raportu SAS'a ma postac:

Dlug logit. Model bez L1 i L2 (Lokalizacja). 1
02:53 Sunday, February 9,
2014
Procedura LOGISTIC

Informacje

Zbidr JACEK.DLUG_KIERUNKOWE
Zmienna objasniana Dlug Dlug
Liczba poziomdéw odpowiedzi 2
Model logit binarny
Technika optymalizacji Ocena Fishera
Wczytano obserwacji 196
Uzyto obserwacji 196

Profil odpowiedzi

Wartosé Catkowita
uporzadkowana Dlug liczebnosé
1 1 57

2 0 139

Modelowane prawdopodobienstwo wynosi Dlug=1.

Status zbieznosci

Kryterium zbiezno$ci (GCONV=1E-8) speinione.
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Statystyki dopasowania

Tylko Wyraz wolny
wyraz i
Kryterium wolny wspdlzmienne
AIC 238.329 217.639
sC 241.607 227.474
-2 log L 236.329 211.639

Testowanie globalnej hipotezy zerowej: BETA=0

St.
Test Chi-kwadrat SW. Pr. > chi-kw.
Iloraz wiarygod. 24.6901 2 <.0001
Ocena 24.6315 2 <.0001
Wald 21.6714 2 <.0001

Dlug logit. Model bez L1 i L2 (Lokalizacja).
02:53 Sunday, February 9,
2014
Procedura LOGISTIC

Analiza ocen maksymalnej wiarygodnosci

St. Biad Chi-kwadrat
Parametr SwW. Ocena standardowy Walda Pr. > chi-kw.
Intercept 1 -2.1596 0.3439 39.4357 <.0001
Czas 1 0.0268 0.00865 9.6082 0.0019
Pc 1 1.1817 0.3370 12.2981 0.0005

Oceny ilorazu szans

Ocena Przedzial ufnosci
Efekt punktowa Walda 95%
Czas 1.027 1.010 1.045
Pc 3.260 1.684 6.310

Przedziat ufnos$ci Walda dla parametrdéw

Parametr Ocena Przedziat ufnosci 95%
Intercept -2.1596 -2.8337 -1.4856
Czas 0.0268 0.00986 0.0438
Pc 1.1817 0.5212 1.8421

Przedzial ufnos$ci Walda dla ilorazdw szans

Efekt Jednostka Ocena Przedzial ufnosci 95%
Czas 1.0000 1.027 1.010 1.045
Pc 1.0000 3.260 1.684 6.310

W powyzszym raporcie SAS'a dla modelu (5-1-1.20), otrzymali$my:
~21nP(V{f_y )= 211639. (5-1-1.22)

Wstawiajac (5-1-1.14) oraz (5-1-1.22) do statystyki ilorazu wiarygodnosci (5-1-1.21), otrzymujemy:
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PIYIA,,_
LRy, =—2|n[ (PV\;{;?Z) )} 211639-21122=0,419. (5-1-1.23)

Przy prawdziwosci hipotezy zerowej (5-1-1.18) statystyka LR,,, ma asymptotycznie rozktad chi-kwadrat z
l.stsw.=k—r=4-2=2. Zatem empiryczny poziom istotnosci dla (5-1-1.23) wynosi:

p=P(LRy, 4 ~ x5 >0,419)~0,811. (5-1-1.24)
Tak wiegc, na zadnym poziomie istotnosci a < p=0,811 nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H, (5-1-
1.18) o nie wystgpowaniu braku dopasowania do danych empirycznych w modelu zredukowanym (5-1-1.20)
w porownaniu z modelem (5-1.3).
Whnioskujemy wigc, ze rozszerzenie modelu o czynnik ,,Lokalizacja” jest nieistotne statystycznie, czyli na
podstawie przeprowadzonego testu uznajemy brak wptyw dzielnicy zamieszkania na niesptacenie dtugu w
catej populacji 0sob tego miasta. Decydujemy si¢ wigc na wybor modelu zredukowanego (5-1-1.20) jako
prostszego od modelu (5-1.3) i jednocze$nie prawie tak samo dobrze dopasowujacego si¢ do danych
empirycznych.

W koncu, z Raportu 3 odczytujemy nastgpujaca warto§¢ oszacowania parametru 5, :
fr =11817 . (5-1-1.25)

Oszacowany iloraz szans (4-1-3.33) ma zgodnie z Raportem 3 SAS'a warto$¢:

odds(grupa kobiet)

—ef =817 326 . (5-1-1.26)
odds(grupa mezczyzn)

OR(PC=1VS. Pc=0|Czas) —

Otrzymany iloraz szans nie zalezy od wariantu czasu zatrudnienia, jest wigc on ogdlnym ilorazem szans.
Zatem zgodnie z modelem  (5-1-1.20), w populacji 0sdb rozwazanego miasta, oszacowana szansa

niesptacenia dlugu przez kobiety jest 3,26 razy wicksza niz przez mezczyzn.
Poniewaz 95%-owy przedzial ufnosci Wald'a dla S, wynosi (0,5212, 1,8421), zatem 95%-owy przedziat

ufnosci (4-1-4.42) dla ilorazu szans jest (zgodnie z Raportem 3 SAS'a) rowny:

(exp(ﬂz —Ui /2 6"/3,2), exp(By +Ui_q /2 5"52)) =exp(11817+196-0337)

(5-1-1.27)
=(exp(05212,exp(1842])= (1684, 6310

gdzie o o= 0,337 jest oszacowanym standardowym btedem estymatora ﬂAZ parametru /3, .

Sprawdzmy czy z modelu zredukowanego (5-1-1.20) nie mozna zrezygnowac, przechodzac do modelu bez

zmiennych objasniajacych Czas i,,Pte¢”, a jedynie z wyrazem wolnym /S (r = 0):

logit[pr(Y =1)] =InoddsY =1)= 3, . (5-1-1.28)

W modelu tym warto$¢ ilorazu szans (4-1-3.23) jest rowna:
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OR =e®=1. (5-1-1.29)

Zweryfikujmy wiec hipoteze zerowa 0 niewystepowaniu braku dopasowania do danych empirycznych w

modelu (5-1-1.28), w stosunku do modelu (5-1-1.20) (z k = 2), zapisujac ja nastepujaco:

Ho: fy =5, =0. (5-1-1.30)
Hipoteza alternatywna ma postac:

Statystyka testowa (5-1-1.13) dla hipotezy (5-1-1.18) ma posta¢:

PN(V |ﬁo )

=2InP(Y | By)—(=2InP (Y| Byrp)
PIY [ Bk=2) } O ( - )

(5-1-1.32)
=236,329-211639=24,69 ,

gdzie w Raporcie 3 wartos¢ —2InP (Y | B,)=236,329 jest podana w czesci raportu ,Statystyki
dopasowania” w kolumnie ,,Tylko wyraz wolny”.
Statystyka Ly, ma przy prawdziwosci hipotezy zerowej (5-1-1.30) asymptotycznie rozktad chi-kwadrat z
liczbg stopni swobody l.st.sw.=k—-r=2-0=2.
Wartos¢ empirycznego poziomu istotnosci:

p= P(L0 s> 24,69): 0,0000044 (5-1-1.33)
jest bardzo mata, zatem odrzucamy hipoteze zerowa o nieistotnosci rozszerzenia modelu (5-1-1.28) do modelu

(5-1-1.20), w ktorym wystepuja czynniki Czas zatrudnienia oraz ,,Pte¢”.

Test trendu liniowego wplywu czynnika ,,Czas”.

Z Raportu 1 dla modelu (5-1.3) mozna rowniez wyciggnaé¢ wniosek, co do istotnosci czynnika ,,Czas”.
Rozwazmy wigc sytuacje, w ktorej ,,Czas” jest traktowany jako czynnik gléwny, a pozostale zmienne tzn. P
(Pte¢) oraz L, i L, sa pod kontrola. Rozwazmy istotno$¢ statystyczna parametru f; stojacego przy czynniku
Czas modelu regres;ji (5-1.3). Testujemy wiec hipotezg zerowa o nieistotnosci parametru f :

Ho:f1 =0, (5-1-1.34)
wobec hipotezy alternatywne;j:

Hy:f #0. (5-1-1.35)
Statystyka testowa chi-kwadrat Wald'a (4-1-4.51):

n2
P ﬂ_; , (5-1-1.36)
75,

ma przy prawdziwos$ci hipotezy zerowej (5-1-1.34) asymptotycznie rozklad chi-kwadrat z liczbg stopni

swobody rowng 1. Z Raportu 1 SAS'a widaé, ze ze wzgledu na stosunkowo matg wartos¢ empirycznego poziom

istotnosci  p=P(yf > 72 =9,6799=0,0019 (tzn. p=0,0019<«a, np. dla «=0,01), mozna uznaé
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otrzymang warto$§¢ oszacowania ﬁz =0,0270>0 za istotnie statystycznie rézng od zera. Uznajemy wiec
rozszerzenie modelu bez czynnika ,,Czas” do modelu wyzszego (5-1.3) wlaczajacego ten czynnik, za istotne
statystycznie. Jednocze$nie dodatnia warto$¢ oszacowania [32 >0 sugeruje, ze ryzyko niesptacenia dlugu

wzrasta z czasem.

Uwaga. Podana w Raporcie 1 warto$¢ ilorazu szans odnosi si¢ do zmiany wartosci (ciagtego) czynnika ,,Czas”

pomiedzy jednostka A i B (ACzas = Czas , —Czasg ) o jednostke:

3 Ixf, _ 0,027
OR(aczas=trok| P, Lok) =€ e =1,027, (5-1-1.37)

(gdzie pod kontrolg jest ustalona wartos¢ czynnika ,,Pte¢” oraz ,Lokalizacja”). Dotyczy ona oszacowania
ilorazu szansy niesptacenia dtugu dla wzrostu czasu (zatrudnienia) o jeden rok, co samo w sobie moze nie by¢
interesujagce w badaniach ekonomicznych. Jednak w oparciu o to oszacowanie mozna podaé oszacowanie

ilorazu szansy niesptacenia dtugu dla wzrostu czasu (zatrudnienia) (ACzas) o np. dziesi¢¢ lat. Zgodnie z
podobna formuta do (4-1-3.40), to oszacowanie ilorazu szansy Wynosi (5R(ACZaS=10|at|PC'Lok)

—el0 A — 027 131, a odpowiedni 95%-owy przedziat ufnosci dla OR(zCras10lat] P Lok) jest rowny:

eXp(loxﬂl _ul—a/z 6-10><Bl)' eXp(loxﬂl +U17a/2 610Xﬁ1)j =
_ elO % (0,027 £1,96 x 0,00868 )

N/ N

exp(L0x fy ~Uy o/ 10x6 ), exp(10x By +Uy 4 1ox&[}l))

_ (60,99872 0440128 )z (1105, 1,553

Poniewaz przedzial ten nie obejmuje wartosci 1, dlatego wptyw zmiany czasu o0 10 lat jest istotny statystycznie
dla wzrostu szansy niesptacenia dtugu. Dla dowolnej réznicy czynnika ,,Czas” wartos¢ ilorazu szans (gdy pod
kontrolg jest ustalona warto$¢ czynnika ,,Pte¢” oraz czynnika ,,Lokalizacja”) oraz dolna i goérna granica

przedziatu ufnosci dla OR(sczas| pe,Lok) » ZMieniaja si¢ w kolejnosci, nastgpujaco:

A ACzasxf3 ACzasx 0,027
OR aczas po, Lok) =€ 1 = , (5-1-1.38)

oraz

(ACzasx Bi£U;_p/5 Gy, ﬂl)

ACzasx (B,uy 5 G;) @/ACzas x (0,027 +1,96 - 0,00868)
- . (5-1-1.39)

ACzas x 0,044013)

_ (e ACzas x 0,09987 o

Numeryczne wartosci powyzszego ilorazu szans wraz z 95%-owymi przedziatami ufnos$ci, zostaty podane w

ponizszej Tabeli.
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Tabela 5-1-1.1. Wplyw réznicy czasu zatrudnienia (wlgczajagc w to czas na emeryturze) na oszacowang warto$¢

dopasowanego ilorazu szans niesplacenia dtugu.

Zmiana czasl| Oszacowanie punktowe, | 95%-owe przedziaty ufnosc
zatzjggzma OR aczas| po,Lok) =8P (A Aittc O, )
dla OR(xczas| Pc, Lok)

10 1,310 (1,10, 1,56)

20 1,716 (1,22, 242)

30 2,248 (1,34, 3,77)

40 2,945 (1,48, 5,86)

50 3,857 (1,63, 9,12)

60 5,053 (1,8, 14,19)

70 6,619 (1,99, 22,08)

80 8,671 (2,19, 34,35)

85 9,924 (2,3, 42,85)

Wszystkie otrzymane 95%-owe przedzialy ufnosci nie obejmuja jedynki hipotezy zerowej dla

OR(aczas|Pc,Lok)  (CO jest rownoznaczne z odrzuceniem hipotezy zerowej Hg:p; =0, (5-1-1.34)). Dla

ACzas >40lat szansa niesplacenia kredytu wzrasta ponad trzykrotnie. Jednakze dla ACzas>40lat,

doktadnos¢ oszacowania mocno spada wraz ze wzrostem roéznicy czasu zatrudnienia.

Zadanie. Pokazaé, ze taki sam wniosek dla hipotezy (5-1-1.34) otrzymalibySmy przeprowadzajac test ilorazu
wiarygodnosci odpowiednich modeli (chociaz numerycznie otrzymany empiryczny poziom istotnosci

p =0,0015r6znityby si¢ nieco od p=0,0019).

Whniosek. W powigzaniu z wcze$niejsza analiza, test dla hipotezy (5-1-1.34) utwierdza nas w przekonaniu o
stusznoéci wyboru modelu zredukowanego (5-1-1.20) z czynnikiem gtéwnym ,,Pte¢” oraz kowariantem
,Czas”. Jednak wniosek ten nie uwzglgdnia np. ewentualnego, istotnie statystycznego wptywu interakc;ji.

Istotnos¢ statystyczna wprowadzonego kowarianta ,,Czas” oznacza (przy braku czynnikow typu ,,Czasz” oraz
interakcji ,,Czasx Pte¢”, wlaczajacych ,,Czas”), ze liniowe wprowadzenie czynnika ,,Czas” jest (w $wietle
analizowanych danych) bardziej mozliwe do przyjecia, niz pominigcie go (ktére wynikatoby z nieodrzucenia
hipotezy H,:f; =0,(5-1-1.34)). Dlatego tez test odnoszacy si¢ do hipotezy H,: /3 =0,(5-1-1.34), jest

nazywany testem trendu liniowego wplywu czynnika ,,Czas”.

Rozdzial 5-2. Analiza interakcji gléwnego wpltywu z kowariantami.

Wlaczenie interakcji.
Rozwazmy dodanie do modelu (5-1.3) interakcji czynnika ,,Czas” i czynnika P. (Pte¢) w postaci iloczynu
pomiedzy tymi zmiennymi:

CP, =CzasxP, (5-2.40)
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Zatem, forma logit’owa (4-1-3.20) modelu zawiera kolejno, zmienng Czas, zmienng P., zmienne L; i L,

(wskazujace lokalizacj¢), oraz czton interakcji CP,:

Raport 4 dla modelu (5-2.41). Ponizszy raport SAS’a dotyczy analizy powyzszego modelu.

Dlug logit z interakcja CzasxPc 1
21:37 Monday, February 10,

2014
Procedura LOGISTIC

Informacje

Zbidr DLUG KIERUNKOWE
Zmienna objasniana Dlug Dlug
Liczba poziombéw odpowiedzi 2
Model logit binarny
Technika optymalizacji Ocena Fishera
Wczytano obserwaciji 196
Uzyto obserwacji 196

Profil odpowiedzi

Wartosé Catkowita
uporzadkowana Dlug liczebnosé
1 1 57

2 0 139

Modelowane prawdopodobienstwo wynosi Dlug=1.
Status zbieznosci

Kryterium zbieznosci (GCONV=1E-8) spelnione.

Statystyki dopasowania

Tylko Wyraz wolny
wyraz i
Kryterium wolny wspdtzmienne
AIC 238.329 222.872
sC 241.607 242.541
-2 log L 236.329 210.872

Testowanie globalnej hipotezy zerowej: BETA=0

St.
Test Chi-kwadrat SW. Pr. > chi-kw.
Iloraz wiarygod. 25.4570 5 0.0001
Ocena 26.1643 5 <.0001
Wald 22.2486 5 0.0005
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Dlug_logit z interakcja CxPc

2
21:37 Monday, February 10,
2014
Procedura LOGISTIC
Analiza ocen maksymalnej wiarygodnos$ci
St. Btad Chi-kwadrat
Parametr SW. Ocena standardowy Walda Pr. > chi-kw.
Intercept 1 -1.8785 0.4687 16.0624 <.0001
Czas 1 0.0216 0.0126 2.9708 0.0848
Pc 1 0.9635 0.5902 2.6647 0.1026
Ll 1 -0.2787 0.4087 0.4648 0.4954
L2 1 -0.2341 0.4568 0.2626 0.6083
CPc 1 0.0103 0.0176 0.3447 0.5571
Oceny ilorazu szans
Ocena Przedzial ufnosci
Efekt punktowa Walda 95%
Czas 1.022 0.997 1.047
Pc 2.621 0.824 8.334
Ll 0.757 0.340 1.686
L2 0.791 0.323 1.937
CPc 1.010 0.976 1.046
Przedzial ufnos$ci Walda dla parametrédw
Parametr Ocena Przedziat ufnosci 95%
Intercept -1.8785 -2.7972 -0.9599
Czas 0.0216 -0.00297 0.0462
Pc 0.9635 -0.1933 2.1203
Ll -0.2787 -1.0797 0.5224
L2 -0.2341 -1.1294 0.6612
CPc 0.0103 -0.0242 0.0448
Przedziat ufnos$ci Walda dla ilorazdw szans
Efekt Jednostka Ocena Przedziat ufnosci 95%
Czas 1.0000 1.022 0.997 1.047
Pc 1.0000 2.621 0.824 8.334
Ll 1.0000 0.757 0.340 1.686
L2 1.0000 0.791 0.323 1.937
CPc 1.0000 1.010 0.976 1.046
Dlug_logit z interakcja CxPc
3
21:37 Monday, February 10,
2014
Procedura LOGISTIC
Macierz kowariancji szacunkowych
Parametr Intercept Czas Pc Ll L2 CPc
Intercept 0.219696 -0.00447 -0.16565 -0.07349 -0.08414 0.004709
Czas -0.00447 0.000158 0.004258 0.000145 0.000506 -0.00016
Pc -0.16565 0.004258 0.348362 -0.01915 -0.01591 -0.00832
Ll -0.07349 0.000145 -0.01915 0.167054 0.093327 -0.00075
L2 -0.08414 0.000506 -0.01591 0.093327 0.208678 -0.00075
CPc 0.004709 -0.00016 -0.00832 -0.00075 -0.00075 0.00031

Korzystajac z powyzszego raportu mozemy wyznaczy¢ iloraz szans niesptacenia dtugu przez kobiety

w stosunku do mezczyzn (zatem czynnikiem glownym jest P, (Pte¢)), podczas gdy pod kontrola sa zmienne
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Czas oraz ,,Lokalizacja” (a ich wartoSci dla jednostek A i B sg takie same). Skorzystajmy z ogélnej postaci

dopasowanego ilorazu szans, zestawiajacego szanse osoby A i B:
k
ORy, vs.X, =exp( _21,3; (Xja _XjB)j - (4-1-3.23%)
J:

Analizujac model (5-2.41) z interakcja musimy wzia¢ pod uwagg czton iloczynowy CP, =CzasxP; .

Poniewaz zmienna P, przyjmuje warto$¢ 1 lub 0, zatem zmienna CP; przyjmuje wartos¢ CP,, =Czas x1,
gdy osoba A jest kobieta (P, =1) oraz CP,; =Czasg x0=0, gdy osoba B jest mezczyzng (P, =0). Stad
wyktadnik w (4-1-3.23”) ma postac:

k=5

2P (Xja=Xjg) =

J:

(5-2.42)
= B1(Czas , —Czasg )+ B (P, , —Psg )+ BalLy o —Lig)+ Ballpp —Log)+ Bs(CPe , —CP),

ktora dla ustalonej wartosci czynnika ,,Czas”, Czas, =Czasg =Czas, i ,Lokalizacji”, Ly, =Lp =14,

L, o =L,g =L;, jest nastgpujgca:
k=5
2 Bi(Xja—Xjg)=
=1

= f(Czas —Czas) + S, (1-0)+ S5 (L, —Ly)+ B4 (L, — L) + B5(Czas —0) (5-2.43)

= f, + P xCzas

Poniewaz z Raportu 4 odczytujemy nastgpujace wartosci oszacowan parametrow S, i fs:

S, =0,9635 oraz f =0,0103, (5-2.44)
zatem oszacowanie interesujacego nas ilorazu szans w pobranej probce wynosi:

3 __BotfpsxCzas _ _0,9635 +0,0103x Czas
OR(Pc:lvs. Pc=0|Czas,Lok) er =€ . (5-245)

Wynik ten oznacza, ze w przypadku interakcji czynnikow ,,Pte¢” i ,,Czas”, iloraz szans zalezy od konkretnej
warto$ci czasu zatrudnienia. Zatem czynnik czasu zatrudnienia (wlaczajac w to czas na emeryturze) jest
wplywem modyfikujacym zwigzek pomiedzy plcia a szansg niesptacenia dtugu (kredytu). Otrzymany wynik

jest zilustrowany w ponizszej Tabeli 5-1-1.2.

Wyznaczmy 95%-owe przedziaty ufnosci dla OR pc_; v peoo|crasion) = gfatfsxcrs,
expll + Uy, 5 (D))= expl(By + B x Czas) £ Uy_, 1 6By + fis x Czas)) (5-2.46)

Poniewaz dla zmiennych losowych X 1Y oraz statych a i b, zachodzi (pokazac):

&2 (axX +bY) =a?62(X)+2ab-cov(X,Y)+b? 62(Y), (5-2.47)
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zatem odchylenie standardowe 6(I:) = \/&T(I:) estymatora L = ,52 + BS x Czaswyznaczamy korzystajac
ze zwiazku:

&%(L) = 6%(B, +Czas f3.) = 6%(f3,) + 2 Czas -cov(3,, ;) + Czas® 6%(f5,)  (5-2.48)
Oszacowania dla o (,Bz) : COV(ﬂAZ , ,35) oraz o’ (ﬁs) podane w powyzszym raporcie SAS'a wynosza
&%(3,) =0,34836, cov(f,, 3,) = -0.00832, 6(f3,) = 0,00031, skad:

&2(L)=0,34836-2-0,00832-Czas +0,00031: Czas? . (5-2.49)

Aby aktywowac¢ ich wyznaczenie, w opcjach Analyst'a analizy logistycznej SAS'a otwieramy okno wyboru
modelu i po kliknigciu opcji ,,Statistics”, w zaktadce ,,Statistics” zaznaczamy mozliwo$¢ wyboru ,,Covariance

matrix of estimates” (Macierz kowariancji dla estymatorow (2-2-8.45)) dla estymatorow parametrow [ -

Numeryczne warto$ci powyzszego ilorazu szans wraz z 95%-owymi przedziatami ufnosci, zostaly podane w

ponizszej Tabeli.

Tabela 5-1-1.2. Wptyw czasu zatrudnienia (wlaczajac w to czas na emeryturze) na oszacowang warto$¢ dopasowanego

ilorazu szans niesptacenia dtugu kobiet wzglegdem mezezyzn w przypadku interakcji czynnikow ,,Pte¢” i ,,Czas”.

Zmiana czasu Oszacowanie punktowe, 95%-owe przedziaty ufnosci
Zatréggtma éR(Pc:lvs. Pc=0]Czas,Lok) zeﬁ2+ﬁ5szas EXp(Liulfa/z &(L))
dla OR( Pc=1vs. Pc=0]|Czas,Lok)
10 2,91 (1,18, 7,18)
20 3,22 (1,55, 6,70)
30 3,57 (1,77, 7,20)
40 3,96 (1,73, 9,06)
50 4,39 (1,52, 12,63)
60 4,86 (1,28, 18,53)
70 5,39 (1,04, 27,86)
80 5,97 (0,84, 42,46)
85 6,29 (0,75, 52,58)

Az do warto$ci Czas < 73lat zatrudnienia (facznie z okresem emerytalnym), wszystkie otrzymane 95%-owe
przedziaty ufno$ci nie obejmuja jedynki hipotezy zerowej dla dopasowanego ilorazu szans

OR(pe-1vs, Pe=0|Czas,Lok) - Zatem dla tych lat zatrudnienia, na poziomie istotnosci a=0,05, dopasowany

iloraz szans rozni si¢ istotnie statystycznie od 1. Niestety dla wartosci Czas >40lat, doktadnos¢

0szacowania ilorazu szans wraz ze wzrostem czasu zatrudnienia mocno spada.

Ponizej pokazemy, ze rozszerzenie modelu (5-1-1.20) bez kowarianta ,,Lokalizacja” oraz bez interakcji
czynnikow ,,Pte¢” i ,,Czas” do omawianego, wyzszego modelu () z interakcja, jest nieistotne statystycznie z
punktu widzenia dopasowania modelu do danych empirycznych. Zatem dodawanie nowych czynnikow do

modelu (5-1-1.20) mogtoby by¢ jednak nieuzasadnione, rowniez z powodu pewnego wzrostu niestabilnosci
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estymatorow parametrOw w modelu rozszerzonym (Wniosek ten plynie z ogoélnych rozwazan nad
konsekwencjami nieréwno$ci Rao-Cramera [5]). Jednakze wstrzymamy si¢ na razie z podjeciem ostatecznej
decyzji co do wyboru modelu z (5-1-1.20) bez interakcji. Powodem jest zaobserwowany znaczny wzrost
dopasowanego ilorazu szans niesptacenia dlugu kobiet wzgledem mezczyzn w przypadku interakcji

czynnikow ,,Pte¢” 1,,Czas” na skutek modyfikujacego wpltywu czasu zatrudnienia.

Rozwazmy zatem istotno$¢ statystyczng rozszerzenia poprzednio wyselekcjonowanego modelu
nizszego z r = 2 i bez interakcji:

logit[pr(Y =1)] =InoddqY =1)= S, + f, -Czas+ 3, - P, (5-1-1.209
do modelu wyzszego (5-2.41) z B = Bys) = (Bo: Brs Bos Bss Bar Bs) 2K=5.

Testowana hipoteza ma postac (5-1-1.12). Mozna j3 uja¢ nastepujaco:

Ho: B, =0, =5 =0, (5-2.50)
a hipoteza alternatywna to:
H : B #0v B, #0v B, #0 . (5-2.51)

Powyzsza hipoteza zerowa H, oznacza statystyczng nieistotno$¢ zaré6wno kowarianta ,,Lokalizacja” jak i
interakcji czynnikow ,,Ple¢” i ,,Czas”. Jest ona rdGwnocze$nie hipoteza o nie wystepowaniu braku dopasowania
do danych empirycznych w modelu zredukowanym (5-1-1.20) w poréwnaniu z modelem (5-2.41).

Statystyka testowa (5-1-1.13) stuzaca do weryfikacji hipotezy (5-2.50) ma postac:

PV 1 fin)

L, =-2In —
2/5 PYlﬂ

(k=5)

=-2InP (V | B(r:z)) - (_ 2InP (V | B(k:s)))’ (5'2-52)

Statystyka L,,. ma przy prawdziwosci hipotezy zerowej (5-2.50) asymptotycznie rozktad chi-kwadrat z
liczbg stopni swobody l.st.sw.=k-r=5-2=3. Dla modelu (5-1-1.20), otrzymaliSmy w probce
—2InP(V{f,_y )=211639, (5-1-1.22), a z Raportu 4 dla modelu (5-2.41) z interakeja otrzymalismy

—2In P(Y~|B(k:5) )= 210,872 . Obserwowana w probce warto$¢ statystyki ilorazu wiarygodno$ci wynosi wiec:

PV 1 Bin)

L, =—-2In| —= =211639-210,872 =0,767, (5-2.53)
P{Y | Bies)
a odpowiadajacy jej empiryczny poziom istotnosci jest rowny:
p=P(LR,,s ~ ¥ >0,767) ~ 0,857, (5-2.54)

Zatem, na kazdym poziomie istotnosci @ < p = 0,857 nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H, (5-2.50) o

nie wystgpowaniu braku dopasowania do danych empirycznych modelu zredukowanego (5-1-1.20) w

poroéwnaniu z modelem (5-2.41), w ktorym wystgpowat zardwno czynnik ,,Lokalizacja” jak i czton interakcji

CP, czynnikéw ,,Pte¢” i ,,Czas”. Jak powyzej wspomniano, z tego punktu widzenia (i tym razem) mozna by
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sie zdecydowaé na wybor modelu zredukowanego (5-1-1.20) jako prawie tak samo dobrze dopasowujgcego

si¢ do danych empirycznych jak model wyzszy (5-2.41).

Poréwnajmy model zredukowany (5-1-1.20) z modelem rozszerzonym o czton iloczynowy
CP, =CzasxP,:
logit[ pr(Y =1)]=InoddqY =1)= S, + f, -Czas+ 3, - P, + 35 -CP, . (5-2.55)
Pomini¢to w nim zmienne L; i L, wskazujace lokalizacje. Dlatego analiza przebiega jak dla modelu (5-2.41)

tyle, ze z konsekwentnie nalezy poming¢ we wzorach z obszaru (5-2.41)-(5-2.54) zmienne L, i L,.

Raport 5 dla modelu (5-2.55). Odpowiedni raport SAS’a ma posta¢:

Dlug_logit bez Lokalizacji, z interakcja CPc 1
23:46 Tuesday, February 11, 2014
Procedura LOGISTIC

Informacje

Zbidr JACEK.DLUG KIERUNKOWE
Zmienna objasniana Dlug Dlug
Liczba poziombéw odpowiedzi 2
Model logit binarny
Technika optymalizacji Ocena Fishera
Wczytano obserwacji 196
Uzyto obserwacji 196

Profil odpowiedzi

Wartosé Catkowita
uporzadkowana Dlug liczebnosé
1 1 57

2 0 139

Modelowane prawdopodobienstwo wynosi Dlug=1.
Status zbieznosci
Kryterium zbieznosci (GCONV=1E-8) spelnione.

Statystyki dopasowania

Tylko Wyraz wolny
wyraz i
Kryterium wolny wspdtzmienne
AIC 238.329 219.376
sC 241.607 232.489
-2 log L 236.329 211.376

Testowanie globalnej hipotezy zerowej: BETA=0

St.

Test Chi-kwadrat SW. Pr. > chi-kw.

Iloraz wiarygod. 24.9530 3 <.0001

Ocena 25.6877 3 <.0001

Wald 21.8992 3 <.0001

Dlug_logit bez Lokalizacji, z interakcja CPc
2
23:46 Tuesday, February 11,

2014
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Procedura LOGISTIC

Analiza ocen maksymalnej wiarygodnos$ci

St. Btad Chi-kwadrat
Parametr sSwW. Ocena standardowy Walda Pr. > chi-kw.
Intercept 1 -2.0296 0.4209 23.2472 <.0001
Czas 1 0.0222 0.0125 3.1172 0.0775
Plec 1 0.9326 0.5898 2.5002 0.1138
CPc 1 0.00894 0.0175 0.2609 0.6095
Oceny ilorazu szans
Ocena Przedzial ufnosci
Efekt punktowa Walda 95%
Czas 1.022 0.998 1.048
Pc 2.541 0.800 8.074
CPc 1.009 0.975 1.044
Przedzial ufnosci Walda dla parametréw
Parametr Ocena Przedzial ufnosci 95%
Intercept -2.0296 -2.8546 -1.2046
Czas 0.0222 -0.00244 0.0467
Pc 0.9326 -0.2234 2.0887
CPc 0.00894 -0.0254 0.0433
Przedzial ufnos$ci Walda dla ilorazdw szans
Efekt Jednostka Ocena Przedziat ufnos$ci 95%
Czas 1.0000 1.022 0.998 1.048
Pc 1.0000 2.541 0.800 8.074
CpPc 1.0000 1.009 0.975 1.044
Dlug_logit bez Lokalizacji, z interakcja CPc
3
23:46 Tuesday, February 11,
2014
Procedura LOGISTIC
Macierz kowariancji szacunkowych
Parametr Intercept Czas Pc CPc
Intercept 0.177195 -0.00434 -0.17719 0.004339
Czas -0.00434 0.000157 0.004339 -0.00016
Pc -0.17719 0.004339 0.347893 -0.00847
CPc 0.004339 -0.00016 -0.00847 0.000307

Testowana hipoteza ma postac:

Ho : f5 =0, (5-2.56)
a hipoteza alternatywna:

Hy:fBs #0 . (5-2.57)

Powyzsza hipoteza zerowa oznacza statystyczna nieistotno$¢ interakcji czynnikow ,,Pte¢” i,,Czas”. Statystyka

testowa (5-1-1.13) stuzaca do weryfikacji hipotezy (5-2.56) ma postacé:
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PIY | B, - -
Ly/3 =—2In (Nl’i”‘z)) =—2InP (¥ | Bz —[-210P (7| Bysy). (5-2.58)
PIY [ Bk=s)

Statystyka L,,3 ma przy prawdziwosci hipotezy zerowej (5-2.56) asymptotycznie rozktad chi-kwadrat z
liczbg stopni  swobody l.st.sw.=k-r=3-2=1. Dla modelu (5-1-1.20), otrzymaliSmy w probce
~2InP(V{f,_y )=211639, (5-1-1.22), a z Raportu 5 dla modelu (5-2.55) otrzymalismy —2InP(V{5;_s )

=211376. Obserwowana w probce wartos¢ statystyki ilorazu wiarygodnosci wynosi wigc:

p(Y |ﬁ(r:2))
Ly/s =—2In —5— =211639-211376=0,263, (5-2.59)
PWY [ Bk=s)
a odpowiadajacy jej empiryczny poziom istotnosci jest rowny:
p=P(LR,,3 ~ #f >0,263)~0,608, (5-2.60)
Zatem, na zadnym poziomie istotnosci « < p=0,608 nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy H, (5-2.56) o

niewystepowaniu braku dopasowania do danych empirycznych modelu zredukowanego (5-1-1.20) w
poréwnaniu z modelem (5-2.55), w ktorym wystepowat czton interakcji czynnikéw ,,Pte¢” i ,,Czas”. Z tego

punktu widzenia nalezatoby zdecydowac si¢ na wybdr modelu zredukowanego (5-1-1.20), bez interakcji.

Z Raportu 5 odczytujemy &2(3,)=0,34789, cov(3,, 3s) =-000847, 62 (f5)=0,00031, skad:
&2(L)=0,34789-2-0,00847-Czas +0,00031 Czas? (5-2.61)

Numeryczne warto$ci powyzszego ilorazu szans wraz z 95%-owymi przedziatami ufnosci, zostaly podane w

ponizszej Tabeli.

Tabela 5-1-1.3. Wpltyw czasu zatrudnienia (wlaczajac w to czas na emeryturze) na oszacowang warto$¢ dopasowanego

ilorazu szans niesplacenia dlugu kobiet wzgledem mezczyzn w przypadku interakcji czynnikow ,,Pte¢” i,,Czas”.

Zmiana czasl Oszacowanie punktowe, 95%-owe przedziaty ufnosc
Zatrg:(:gfnla éR(Pc:lvs. Pe_0|Cras) — el Ps xCas exp(Liul_a/z &(L))
dla OR(pc—1vs. Pe=0| Czas)
10 2,78 (1,13, 6,81)
20 3,04 (1,49, 6,19)
30 3,32 (1,70, 6,48)
40 3,63 (1,65, 7,99)
50 3,97 (1,44, 10,97)
60 4,34 (1,19, 15,87)
70 4,75 (0,96, 23,53)
80 5,20 (0,76, 35,36)
85 5,43 (0,68, 43,48)

Dla warto$ci Czas >40Ilat, doktadno$¢ oszacowania ilorazu szans wraz ze wzrostem czasu zatrudnienia

spada, aczkolwiek nieco wolnie niz dla modelu (). Az do wartosci Czas <69lat zatrudnienia (lgcznie z
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okresem emerytalnym), wszystkie otrzymane 95%-owe przedzialy ufno$ci nie obejmujg jedynki hipotezy

zerowej dla dopasowanego ilorazu szans OR(p¢_ys pe-o|czas) - £atém dla tych lat zatrudnienia, na poziomie

istotnosci a=0,05, dopasowany iloraz szans rdzni si¢ istotnie statystycznie od 1.

Zwro¢my uwagge, ze dla modelu (5-1-1.20) otrzymaliSmy oszacowanie dopasowanego, ogolnego ilorazu szans

odds(grupa kobiet)
odds(grupa mezczyzn)

rowne éR(Pczl\,S. Pc=0|Czas) = =3,26, (5-1-1.26). Jego warto$¢ nie jest modyfikowana

przez czynnik czasu zatrudnienia. Fakt ten w sposob zasadniczy odroznia wlasnos$ci modelu zredukowanego
(5-1-1.20) od modelu (5-2.55) z interakcja czynnikow ,,Pte¢” i ,,Czas”. Chociaz dopasowanie modelu z
interakcja nie jest istotnie statystycznie lepsze niz modelu bez interakcji ( p ~0,608), to wyniki zawarte w
powyzszej Tabeli sugeruja, ze ze wzgledu na znaczgceg roznice wartosci ilorazu szans dla roznych wariantow
czasu zatrudnienia, pominigcie modyfikujacego wptywu czasu zatrudnienia redukuje uzyteczno$¢ modelu bez
interakcji do okresu 20-35 lat zatrudnienia. (Nie wykonuje si¢ testu statystycznego dotyczacego ,,znaczacej

roznicy”, a na temat wielkosci ,,znaczacej r6znicy” powinni wypowiedzie¢ si¢ eksperci z branzy).
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Rozdzial 5-3. Dane dla przykladu z Rozdziatlu 5 ,,Splata dlugu”.

Opis wszystkich zmiennych znajduje sie na poczatku Rozdziatu 5. Kolumna dla zmienne;j ,,Lokalizacja” (Lok)

jest dana jedynie dla celow tatwej lokalizacji dzielnicy miasta i w prezentowanej analizie SAS'a nie bierze

udziatu.

Nr Dlug Czas Pc L1 L2 CPc Lok
1 0 33 0 1 0 0 1
2 0 35 0 1 0 0 1
3 0 6 0 1 0 0 1
4 0 60 0 1 0 0 1
5 1 18 0 0 0 0 3
6 0 26 0 0 0 0 3
7 0 6 0 0 0 0 3
8 1 31 0 0 1 0 2
9 1 26 0 0 1 0 2
10 0 37 0 0 1 0 2
11 0 23 0 1 0 0 1
12 0 23 0 1 0 0 1
13 0 27 0 1 0 0 1
14 1 9 0 1 0 0 1
15 1 37 1 1 0 37 1
16 1 22 1 1 0 22 1
17 1 67 1 1 0 67 1
18 0 8 1 1 0 8 1
19 1 6 1 1 0 6 1
20 1 15 1 1 0 15 1
21 1 21 1 0 1 21 2
22 1 32 1 0 1 32 2
23 1 16 1 1 0 16 1
24 0 11 1 0 1 11 2
25 0 14 1 0 0 14 3
26 0 9 1 0 1 9 2
27 0 18 1 0 1 18 2
28 0 2 0 0 0 0 3
29 0 61 0 0 0 0 3
30 0 20 0 0 0 0 3
31 0 16 0 0 0 0 3
32 0 9 0 0 1 0 2
33 0 35 0 0 1 0 2
34 0 4 0 1 0 0 1
35 0 44 1 0 0 44 3
36 1 11 1 0 0 11 3
37 0 3 1 0 1 3 2
38 0 6 1 0 0 6 3
39 1 17 1 0 1 17 2
40 0 1 1 0 0 1 3
41 1 53 1 0 1 53 2
42 1 13 1 1 0 13 1
43 0 24 1 1 0 24 1
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A. Rozdzial 6. Podsumowanie regresji logistyczne;j.

Powyzsze rozwazania dotyczyly zastosowania MNW w analizie regresji logistycznej, ktora umozliwia
wycigganiu wnioskow z danych empirycznych w przypadku, gdy zmienna objasniana ma charakter
dychotomiczny, dajac oszacowanie sity i kierunku zaleznos$ci pomiedzy odpowiedzia, a niemal kazdym typem
czynnika. Estymatory MNW posiadaja asymptotycznie wtasno$¢ zgodnosci i efektywnosci oraz zbiezno$é¢ do
rozkltadu normalnego. Ponadto, je$li istnieje estymator dostateczny parametru (tzn. niosacy taka sama
informacj¢ na temat parametru co cala proba), to jest to estymator MNW. Zastosowano estymacje MNW do
szacowania wspolczynnikow regresji logistycznej, wykorzystujaca bezwarunkowa (petng) funkcje
wiarygodnosci.

Podano zatozenia modelowe regresji logistycznej, poczawszy od podania intuicyjnego wprowadzenia funkcji
logistycznej do opisu prawdopodobienstwa zaj$cia sukcesu. Prawdopodobienstwo to jest rowne wartosci
oczekiwanej zmiennej dychotomicznej. Podstawowa wielko$cia, dla ktérej zapisuje si¢ rOwnanie regresji jest
szansa (odds) zajécia zdarzenia. Logit’owa posta¢ dla szansy jest modelowana jako liniowa kombinacja
czynnikow, z ktorych niektore mogg by¢ czynnikami gléownymi, a niektoére pobocznymi, wzigtymi pod
kontrole w celu otrzymania dopasowanego oszacowania podstawowego parametru analizy, jakim jest iloraz
szans. W praktyce logistycznej, przy dokonywaniu poréwnania dwoch grup (lub jednostek), wariant czynnika
zasadniczego zmienia si¢ pomigdzy porownywanymi grupami, podczas gdy kontrolowane czynniki poboczne
(kowarianty) maja wartosci ustalone. Ze wzglgdu na posta¢ modelu logistycznego, okazuje sig¢, ze
przeprowadzenie weryfikacji hipotezy o nieistotnos$ci réznicy ilorazu szans od wartos$ci jeden (bedacej zerowa
warto$cig hipotezy zerowej) pocigga za sobg testowanie hipotez o nieistotnosci wspolczynnikow
kierunkowych stojacych przy zmiennych uwazanych w analizie jako zasadnicze. Przy zatozeniu duzej proby,
wykonano testy tych hipotez wykorzystujac statystyke Wald’a oraz statystyke chi-kwadrat Wald’a. Natomiast
testy nieistotnosci statystycznej wystepowania braku dopasowania do danych empirycznych modeli nizszych
w hierarchii w stosunku do modeli wyzszych wykonano stosujac statystyke ilorazu wiarygodnosci, ktora dla
duzej wielkosci proby ma w przyblizeniu rozktad chi-kwadrat z liczba stopni swobody bedaca roznica liczby
parametréw porownywanych modeli. W koncu podkreslono fakt, ze ze wzgledu na réznorodnosé
zastosowanych kryteriow doboru modelu oraz cel prowadzonej analizy, wybor odpowiedniego modelu jest
efektem kompromisu pomiedzy wyborem modelu o najprostszej mozliwej strukturze (z punktu widzenia
niewystepowania braku dopasowania), a nie utraceniem waznych dla branzy informacji niesionych przez
model, zwigzanych np. z pojeciem znaczacej roznicy eksperckie;j.

Chociaz regresja logistyczna znalazta gldwnie zastosowanie w badaniach medycznych, co wynika z
charakteru dychotomicznego zmiennej objasnianej, to problem dychotomicznej odpowiedzi, moze pojawic si¢
rowniez w zjawiskach ekonomicznych. W Rozdziale zostat podany przyktad takiej statystycznej analizy,
wykorzystujacej mozliwoséci procedury SAS’a LOGISTIC, wywolywanej z poziomu pakietu Analyst.
Odwotujac si¢ do otrzymanych raportéw SAS’a, zaprezentowano przyktad modelowania zmiany szansy

zajscia sukcesu, ktorym bylo niesptacenie kredytu (dlugu), na skutek wptywu czynnika gldwnego, ktorym
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byla pte¢ osoby, przy kontrolowanym wptywie innych czynnikow, to znaczy czasu zatrudnienia i dzielnicy
zamieszkania osoby w wybranym do analizy miescie.

Wada bezwarunkowej estymacji MNW jest to, ze estymatory MNW sg na ogo6t obcigzone. Poniewaz jednak
asymptotycznie estymatory MNW sa nieobcigzone, zatem mogloby sie wydawaé, ze lekarstwem na
zmniejszenie obcigzenia jest zwigkszenie liczebnos$ci proby. Jednak w przypadku konieczno$ci wystepowania
jednoczesnych poréwnan, nie tylko pomigdzy jedng parg grup, lecz pomigdzy wieloma parami skojarzonych
grup (ktére moga by¢ nawet jednoelementowe), dla kazdego takiego porownania do modelu logistycznego
dochodzi jeden parametr, co oznacza, ze liczba parametrow zwigksza si¢ wraz z liczebno$cig proby, tworzac
stale (co do liczebnosci) znaczna jej czgs¢. Gdy liczba jednoczes$nie kontrastowanych grup jest porownywalna
z liczebno$cia proby, wtedy przy postugiwaniu si¢ peina funkcja wiarygodnosci powstaje problem
nieusuwalnego obcigzenia estymatorow MNW. Stad w pewnych przypadkach nalezalo by zastosowaé tzw.
warunkowa estymacj¢ metoda najwigkszej wiarygodno$ci, ktora wykorzystuje warunkowe funkcje
wiarygodnosci [1], [38]. Co prawda warunkowa funkcja wiarygodno$ci nie niesie na ogét tak duzej informacji
o parametrze jak petna funkcja wiarygodnosci, prowadzac do straty informacji dotyczacej parametru, jednak
jej zastosowanie do konstrukcji estymatorow redukuje ich obcigzenie. Problem ten sam w sobie mogiby by¢

przedmiotem dalszej obszernej analizy [38], [1].
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A. Rozdzial 7. Uzupelnienia.

Rozdzial 7-1. Uzupeknienie 1. Blad statystyczny i statystyka Wald’a.

Wiarygodnosciowe przedziaty ufno$ci wspomniane w Rozdziatach 4 do 6 sa uzupehieniem analizy
MNW, pozwalajacym na szybkie okre$lenie niepewnos$ci oszacowania skalarnego parametru €. Postugiwanie
si¢ nimi jest prostsze niz samg funkcjg wiarygodnosci. Istotnym pojgciem przy ich konstrukcji jest
obserwowana informacja Fishera iF(é) wprowadzona w Rozdziale 2-2-8 jako czynnik po prawej stronie

wyrazenia (1-1.28):
n P10 Lie(afo-of (7-1.1)
Ply| & 2

Wyrazenie to jest w przyblizeniu stuszne dla rozktadow regularnych, dla ktorych funkcjonuje przyblizenie

kwadratowe dla log ilorazu funkcji wiarygodno$ci. Wigcej na temat iF(é) mozna znalez¢ w [5], [38].

W przypadku gdy pierwotna zmienna losowa Y ma rozktad normalny N(6,5?), wtedy zwiazek (1-1.28)

(A N
staje si¢ doktadny, a z (1-1.19) wida¢, ze |F(¢9>: —, . Ponadto, dla rozktadu normalnego mozna rozktadem
o

;(12 dokona¢ doktadnego wyskalowania ilorazu funkcji wiarygodnosci, a zatem i warto$ci parametru obcigcia

12
c=g 2 zgodnie z (1-1.25).

A

Blad standardowy: Obserwowana informacja Fishera definiuje tzw. blgd standardowy estymatora € jako

rowny:

&, =seld)=iF(o) ™", (7-1.2)

ktory w przypadku rozktadu normalnego wynosi:

6, =clJN. (7-1.3)
Jesli przyjaé, ze iloraz wiarygodno$ci jest rOwny warto$ci granicznej P(y|0)/ P(y | é)=c , Wtedy dla
przedziatu wiarygodnosci (1-1.27), {49, P(? | (9)/ P(V | é)> C} otrzymujemy z (1-1.28) graniczng warto$¢

n (A2
parametru 8 ~ 8 +~/—2Inc (I F(H)) . Stad przyblizona posta¢” przedzialu wiarygodnosci jest nastepujaca

% Dla rozktadu normalnego jest to posta¢ doktadna.
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(é—\/—ZInc G s 0+~-2Inc o, ), co w przypadku rozktadu normalnego daje dokladng posta¢

(1— ) -100%-wego przedziatu wiarygodnosci (CI):

(é—,/ Hiaw 650 O+ Xiaw &é) (7-1.4)

Na przykiad, gdy (1— ) = 0,95, wtedy 95%-wy doktadny przedziat wiarygodno$ci wynosi:
0+1966, (7-1.5)
W przypadku reguralnym przedziat (7-1.4) okresla przyblizong posta¢ (1—«)-100%-wego przedziatu

wiarygodnosci.

Test Wald’a dla hipotezy zerowej o skalarnym parametrze 6: Zweryfikujmy hipoteze zerowa
H, : 8 = 6,wobec hipotezy alternatywnej H, :0#6,. W celu przeprowadzenia testu statystycznego

wprowadzmy tzw. statystyke Wald’a.

Statystyka Wald’a ma postac:

u-2-6 (7-1.6)

)

gdzie wartos¢ u zmiennej U jest wyznaczona na podstawie obserwacji i dla estymatora 6 MNW parametru €
Z por6éwnania (7-1.1) oraz (7-1.6), widaé, ze duza wartos¢ |u| statystyki |U| jest zwigzana z mala
wiarygodnos$cig modelu dla H, : 0 =6,.

Przyklad: Niech na podstawie obserwacji wartos¢ |U| = 3. Zakladajac regularno$¢ modelu, otrzymujemy z (7-

. P
1.1) oraz (7-1.6) i przy wartosci granicznej P(y:g =C ilorazu wiarygodno$ci, zwigzek pomigdzy
y
parametrem ¢ a warto$cig U:
u2
c= exp(—;) . (7-1.7)

u2

Dla rozwazanego przyktadu z (7-1.7) otrzymujemy € = exp(— ?) =exp(—4,5) = 0,011. Zatem zgodnie

lu|=3
z (1-1.30) wartos¢ empirycznego poziomu istotnosci wynosi p = P(y{ >-2Inc) =P(y >9)=0,0027.
Oznacza to, ze na kazdym poziomie istotnosci ¢ > p =0,0027, np. « = 0,01, odrzucamy hipotezg zerowa

H, : @ = 6, narzecz hipotezy alternatywnej.

W Rozdziatach 2-2-11-3 i 2-2-11-4 zastosowano statystyke Wald’a do estymacji i weryfikacji hipotezy
zerowej dotyczacej parametru S Modelu 1, (2-2-10.47).
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Rozdzial 7-2. Uzupelnienie 2. Zasada niezmienniczo$ci ilorazu funkcji wiarygodnosci.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze funkcja wiarygodno$ci reprezentuje niepewno$¢ dla ustalonego
parametru. Nie jest ona jednak gestoscig rozktadu prawdopodobienstwa dla tego parametru. Pojecie takie
bytoby catkowicie obce statystyce klasycznej (nie wiaczajac procesow stochastycznych). Inaczej ma si¢
sprawa w tzw. statystyce Bayesowskiej. Aby zrozumie¢ réznice pomiedzy podejsciem klasycznym i

Bayesowskim [41], [38] rozwazmy transformacj¢ parametru.

Przyklad transformacji parametru: Rozwazmy eksperyment, w ktorym dokonujemy jednokrotnego

pomiaru zmiennej o rozkladzie dwumianowym (1-1.11). Funkcja wiarygodnosci ma wigc postaé

m
P(6) :( }9*(1—6’)”“*. Niech parametr m=12 a w pomiarze otrzymano X =9. Testujemy model, dla
X

ktorego 6 = 6, = 3/4 wobec modelu z 8 = 6, = 3/10 . Stosunek wiarygodnoéci wynosi:

(mJ 0 8
6°(1-6,)
P@6, =3/4) _x

P(6, = 3/10) (mjgzg 16

=173.774 (7-2.1)

X

Dokonajmy hiperbolicznego wzajemnie jednoznacznego przeksztatcenia parametru:

w=1/6. (7-2.2)
~ m
Funkcja wiarygodnoéci po transformacji parametru ma postaé P(W){ j(l/ w) (1-1/w)"™ . Wartosci
X

parametru y odpowiadajace wartosciom 6, i 6, wynosza odpowiednio ; = 4/3 oraz y, =10/3. Latwo
sprawdzi¢, ze transformacja (7-2.2) nie zmienia stosunku wiarygodnosci, tzn.:

P(y, =4/3) _ P(6,=3/4)
P(y,=10/3) P(6, =3/10)

=173.774. (7-2.3)

Niezmienniczo$¢ stosunku wiarygodnosci: Zatem widaé, ze stosunek wiarygodnosci jest niezmienniczy ze
wzgledu na wzajemnie jednoznaczg transformacj¢ parametru. Gdyby transformacja parametru byla np.
transformacja “logit” w = IN(@(1—0)) lub paraboliczng w = @, to sytuacja takze nie ulegtaby zmianie.
Rowniez w ogdlnym przypadku transformacji parametru wtasno$¢ niezmienniczosci stosunku wiarygodnosci
pozostaje stuszna. Oznacza to, ze informacja zawarta w probce jest niezmiennicza ze wzgledu na wybor
parametryzacji, tzn. powinni$my by¢ w takiej samej sytuacji niewiedzy niezaleznie od tego jak zamodelujemy
zjawisko, o ile réznica w modelowaniu sprowadza si¢ jedynie do transformacji parametru. W omawianym

przykladzie powinniémy réwnie dobrze méc stosowaé parametr @, jak 1/0, 6, czy In(4(1—6)).
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Uwaga o transformacji parametru w statystyce Bayesowskiej: Natomiast sytuacja ma si¢ zupelnie inaczej
w przypadku Bayesowskiego podejscia do funkcji wiarygodnosci [41], [38], w ktorym funkcja wiarygodnos$ci
uwzglednia (Bayesowski) rozklad prawdopodobienstwa f(€|x) parametru 6. Oznacza to, ze Jakobian
transformacji @ — y parametru, modyfikujac rozktad parametru, zmienia rowniez funkcje¢ wiarygodnosci.

Zmiana ta zalezy od wartosci parametru, réznie zmieniajac licznik i mianownik w (7-2.1), co niszczy

intuicyjng wlasnos¢ niezmienniczosci ilorazu wiarygodnosci ze wzgledu na transformacjg parametru [38].

Do zagadnienia uzytecznosci wilasnosci niezmienniczosci ilorazu funkcji wiarygodnosci przy konstrukcji

przedziatu wiarygodnosci, powrocimy w dalszej czgsci.
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B. Rozdzial 8. Kryterium AIC Akaike’a wyboru rzedu parametrow p i g w modelu

ARIMA szeregow czasowych.

W [24], [42] przedstawiono procedur¢ modelowania szeregdw czasowych za pomoca liniowych
modeli ARMA(p, q) co niesie ze soba korzysci ze wzglgdu na prosta budowe modelu, oraz ciekawg liniowa
predykcje. Sprawia to, ze modelowanie to jest szeroko wykorzystywane w réznych dziedzinach np. ekonomii,
medycynie i fizyce. Omodwienie podstawowych wiasciwosci procesow ARMA, wraz z identyfikacja
,prostych” modeli AR(p) (proces z autoregresja), MA(Q) (proces $redniej ruchomej), mozna znalez¢é w [42].
Wskazowke, co do warto$ci parametréw p i ( procesu mozna otrzymaé z np. analizy zachowan dwoch
funkcji: funkcji autokorelacji procesu ACF (autocorrelation function) i funkcji autokorelacji czastkowej PACF
(Partial Autocorrelation Function), ktorych estymacje z proby omowiono w [42], [24]. Ponizej podano jedynie
wprowadzenie do kryterium AICC [24], ktore dzigki swoim wlasnoSciom naprowadza na wybor

odpowiedniego modelu ARMA(p, q).

Niech { X,}, (t =0,£1,%2...) jest procesem spelniajacym liniowe rownanie réznicowe ze statymi
wspolczynnikami, oraz niech zmienne losowe X, sa niezalezne i majg takie same rozktady ze $rednig zero i
wariancja o tzn. { X, } ~ iid(0, o). Proces { X, t =0,£1,42 ...} jest procesem ARMA(p, q), jesli { X, }
jest stacjonarny, oraz jesli dla kazdego t, proces { X, } spelnia rOwnanie réznicowe:
gdzie {Z,} ~WN(O, o?), co oznacza, ze proces {Z,} jest bialym szumem ze $rednig 0 i wariancja ol W
[24] omoéwiono najwazniejsza cz¢$¢ budowania modeli ARMA, czyli estymacj¢ parametrow (¢, 0).
Problemem jest znalezienie najbardziej satysfakcjonujacego modelu ARMA(p, q) reprezentujacego { X, }.
Jesli p i g sg znane z gory to nalezy skorzysta¢ z techniki estymacji parametrow opisanych np. w [24], [42]. W
przypadku proceséw AR(p) moze to by¢é metoda Yule’a-Walker’a, a w przypadku procesow MA(Q), tzw.
algorytm innowacyjny.

Jednakze zazwyczaj nie mamy do czynienia z taka sytuacja, wigc podstawowa sprawg jest identyfikacja
odpowiednich wartosci p i . Na pierwszy rzut oka mogloby si¢ wydawaé, ze im wigksze wartosci p i g, tym
lepiej bedzie model dopasowany. Na przyktad, jesli dopasowaliémy cala sekwencje proceséw AR(p), p =

1,2..., wtedy warto$¢ estymatora 6> MNW parametru o, bedacego wariancja bialego szumu w modelu
ARMA, spada zasadniczo w sposob monotoniczny wraz ze wzrostem p. Jednakze musimy uwaza¢ na
niebezpieczenstwo przefitowania, czyli na zbyt doktadne dopasowanie modelu do poszczegdlnych obserwacji.
Skrajny przypadek przefitowania mialby miejsce, jesli np. wielomian stopnia n-tego dopasujemy do n+1

obserwacji wygenerowanych z modelu Y, =a+bt+Z,, gdzie a oraz b sa parametrami. W takiej sytuacji
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dopasowanie bedzie idealne dla obserwacji otrzymanych w probie, ale obok skomplikowanej postaci modelu,

uzycie go do predykcji przysziych wartosci moze byc¢ obarczone duzymi bledami.

Rozwinigto szereg kryteridow, w szczegdlnosci kryterium AIC Akaike’a i kryterium FPE, (final
prediction error) [24], ktore probuja zapobiega przefitowaniu przez skuteczne wyznaczanie naktadu
zwigzanego z wyprowadzeniem kazdego dodatkowego parametru.

FPE, jest oszacowaniem S$rednio — kwadratowego btedu predykcji w jednym kroku dla realizacji procesu,

ktora jest niezalezna od realizacji wlasnie obserwowanej. Jesli dopasujemy proces AR(p) o stale rosnagcym

rzedzie p do obserwowanych danych, wtedy oszacowanie MNW &2 dla wariancji bialego szumu bedzie
zazwyczaj spada¢ wraz ze wzrostem p. Jednakze bledy oszacowan w poszerzanym ciagle zbiorze
dopasowanych parametréw, spowoduja w koncu wzrost FPE,. Zgodnie z kryterium FPE, [24]:

FPE, =67 %E : (8.1)
wybieramy jako rzad dopasowanego modelu AR(p) ta wartos¢ p, dla ktorej FPE, jest najmniejsze. Sytuacja
jest analogiczna do tej, ktora jest powodem zastapienia w zwyklych modelach regresji wspotczynnika
determinacji R® wspotczynnikiem RZ%g, ktory (co wigzalo sie ze spadkiem $redniej wariancji
wewnatrzgrupowej MSE) w przeciwienstwie do R? nie zawsze wzrasta przy dodaniu do modelu nowej
zmiennej (Rozdziat 8, Czg¢s¢ I). Dziatanie to jest wigc wymuszone uniknigciem wzrostu $redniej wariancji
wewnatrzgrupowej MSE, spowodowanego wolniejszym tempem spadku wraz ze wzrostem liczby
parametréw p sumy kwadratow btedu SSE niz tempo spadku wartosci liczby stopni swobody n — p dla
reszt modelu.

W estymacji szeregéw czasowych bardzo istotng role odgrywa metoda najwigkszej wiarygodnosci
oraz standardowa metoda najmniejszych kwadratow (ktora jest jednym z przypadkow MNW dla modelu
gaussowskiego). Metody te okazujg si¢ uniwersalne nie tylko w estymacji szeregéw czasowych, ale rowniez
w dowolnej estymacji parametrow funkcji. Wiarygodnosciowe kryterium AIC Akaike’a [43] wyboru modelu
zostalo skonstruowane tak, aby by¢ w przyblizeniu nieobcigzonym estymatorem (zdefiniowanego ponizej)
wskaznika Kullback’a — Leibler’a dopasowanego modelu wzgledem prawdziwego modelu.

Ponizej zostanie podana zmodyfikowana, nieobcigzona wersja AIC, nazywana kryterium AICC,

wprowadzona przez Hurvich’a i Tsai’a [44].

Jesli X jest n wymiarowym wektorem losowym, ktorego gestos¢ prawdopodobienstwa nalezy do
rodziny {f (- ;w),y € ¥}, wtedy roznica Kullback’a — Leibler’a [39], [5] miedzy f(- ;y) i f(-;0) jest
zdefiniowana jako:

d(y [0)=Alw|0)-A@0]0) | (8.3)
gdzie:
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Al |0)=E,(—2In f(X;y)) = [ =2In(f (X)) f(X; 0)dX (8.4)
jest wskaznikiem Kullback’a — Leibler'a dla f(-;w) w stosunku do f(-;6) (w ogdlnosci
Ay |6) =A@ y)).

Po zastosowaniu nieréwnos$ci Jensen’a otrzymujemy [24]:

f(X;w)
f(X;0)

f(X;w)
f(X;0)

f(%:60) 0% = —2In[, f (G;y) dR =0 (8.5)

d(wl@):jRn—Zln( jf(i;@)d)? 2—2In_[Rn

przy czym rowno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f (X;0) = f (X;w) prawie zawsze z miarg [ f (-;6)].

Wprowadzmy oznaczenie Bz(qg,é), gdzie 5=(¢l,¢2,...,¢p) i éz(@l,ﬁz,...ﬁq). Majac

obserwacje X,,..., X, z procesu ARMA z nieznanymi parametrami 6 = (5’,0-2) , prawdziwy model moze

zosta¢ zidentyfikowany wtedy, jesli byloby mozliwe wyznaczenie réznicy Kullback’a — Leibler’a pomig¢dzy
prawdziwym modelem, a wszystkimi kandydujagcymi modelami. Poniewaz model prawdziwy nie jest znany,
wigc nie jest to mozliwe. Dlatego oszacowujemy roznice Kullback’a — Leibler’a i wybieramy model, dla

ktorego oszacowana roznica (badz wskaznik) jest najmniejsza. W tym celu zatézmy, ze prawdziwy model
oraz wszystkie modele alternatywne do niego, sg gaussowskie. Wtedy dla kazdego zadanego 6 = (ﬁ ,0'2),

funkcja f (- ; 6) jest gestoscia prawdopodobienstwa dla (Y,,...,Y,)", gdzie {Y, } jest gaussowskim procesem
ARMA(p, q) z wektorem wspotczynnikow B , oraz wariancja bialego szumu o’ . Zalezno$¢ parametrow 6

od p i g ma miejsce poprzez wymiar wektora wspotczynnikow autoregresji i ruchomej $redniej w ,B [24].

Przypusémy, ze nasze obserwacje X,,..., X, pochodza z gaussowskiego procesu ARMA z

n

parametrowym wektorem & = (,B, o?), oraz zatézmy na chwile, ze prawdziwy rzad modelu wynosi (p, g).

Niech éz(ﬁ,&z)quzie estymatorem MNW dla @ wyznaczonym z X,,..., X, i niech Y,,...,Y, bedzie

niezalezng realizacjg prawdziwego procesu (z parametrem &).
Witedy [24]:

_2InLy (B,62)=—2InLy (B,62)+ 6725y (B)—n (8.6)

co daje:

Eo(A@10)=E; .(-2InLy (5,62)) = E ;2 (-2InLy (B,6%)+ EB’U{SE&B)]_” , (8.7)
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gdzie S, (,B) jest wazong suma kwadratéw odchylen (reszt) dla realizacji procesu Y,,...,Y, przy parametrach

oszacowanych dla procesu X,..., X, [24]. Dla duzych n mozemy pomina¢ wyrazy wyzszych rzedow

rozwinigcia Sy ( E) wokot prawdziwej warto$ci parametru ,B , otrzymujac [24]:

(ﬂ) d%Sy () RPN
S S Y Y - =~
Y(ﬂ v (B)+ (ﬂ /3) py; (ﬁ B) {aﬁiaﬂ,l _1(ﬁ B)
PR G (ﬂ) d%Sy (B) s
~S - t = Y -B), 8.8
v (B)+(B-P) ?:1 Z(B)+ (ﬁ p) {%aﬂj} 1(/3 p) (8.8)

gdzie skorzystano z faktu, 7e Sy (8)~ X, Z2(B), [24]. Niech V () jest macierza kowariancji dla (3 — /).

Poniewaz ~—t oz L( ,B)Z () ma asymptotycznie (dla duzych n) Srednig réwna zero i jest niezalezne od (ﬂ ,6’)
op

21, 7% %Sy (B) '
238, V 7(f), skad zastapmy {—5@ o8] :li g przez

T . |
oraz ze wzgledu na zbiezno$é®® n {

0%Sy (,E)] Py
j=1

2n aZV_l(,B), oraz ze wzgledu na asymptotyczng normalnos¢ (AN) estymatora ,B ~ AN (ﬁ, nv (,B)), skad

~

nY2(8—B)~ AN(0,V(B)) [24], wicc z (8.8) dla wartosci oczekiwanej, otrzymujemy [24]%":

£ | S11B)|= €5, .84 e [ (3= BTV AN )] < onotipa 9

=o?(n+p+q) .

Statystyka N62 =Sy () ma asymptotycznie rozklad oZy’(nN—p—g) oraz jest asymptotycznie

niezalezna od f. Wraz z niezaleznoscia { X,,..., X} oraz {Y,,...,Y,} implikuje to asymptotyczna

niezalezno$¢ 62 od Sy (,E) . W konsekwencji otrzymujemy [24]:

-1
EBU{SY(/})J 2(n+ p+q)( 02(&_2))502(n+ p+q)[02L‘q‘2)
’ n

skad

% X n —P 5 X oznacza zbieznosé w prawdopodobiefistwie ciagu zmiennych losowy X,, do zmiennej X .

%7 Korzystajac z faktu, Ze E(UTZ_llj) =Tr(Z 2_1) =k , dla kazdego k — wymiarowego wektora losowego U ze

$rednig zero i z nieosobliwg macierza kowariancji X .
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= -1
Ej e SY(f) —n%az(n+p+q)(02—n_p_q_2) _p-2R*arin (8.10)
e n n-p-q-2
Z (8.10) oraz (8.7) wida¢ wiec, ze wielkos¢:
~2InLy (8,6%)+2(p+q+Dn/(n—p—q-2) (8.11)

jest w przyblizeniu nieobcigzonym estymatorem wartosci oczekiwanej wskaznika Kullback’a — Leibler’a

E,(A(010)) 6.

Poniewaz powyzsze obliczenia (oraz estymatory MNW ,B oraz62) sa oparte na zalozeniu, iz prawdziwy
model jest rzedu (p, q), dlatego wybieramy wartosci p i g dla naszego dopasowanego modelu jako te, ktore

minimalizuja AICC( 3), gdzie:

~ ~

AICC(B):=—2InLy (B,Sx (B)/n)+2(p+q+1n/(n—p—-q—2). (8.12)
W koncu, jesli juz znajdziemy model, ktéory minimalizuje warto$¢ AICC, to nalezy sprawdzi¢ dobroé¢
dopasowania. Zasadniczo oznacza to sprawdzenie czy reszty to bialy szum gaussowski [42].

Statystyka AIC, zdefiniowana jako:

~

AIC(B):=—2InLy (B,Sx (B)/n)+2(p+q+1) (8.13)
moze by¢ uzyta w ten sam sposob.
Oba kryteria A|CC(B,O'2) oraz AIC(ﬁ,az) moga zosta¢ zdefiniowane dla dowolnego o ® poprzez
zastapienie w powyzszych definicjach S, (,B)/ n przez o’. Jednakze korzystniej jest uzywaé AICC( ,B )

oraz AIC( B ) tak jak zostaly zdefiniowane powyzej. Wynika to stad, ze obie wartosci kryteriow AICC i AIC

sg minimalizowane dla dowolnych B przez podstawienie o> = S, (,B)/ n [24].

Rozdzial 8-1. Zakonczenie.

Po niezb¢dnym przeksztalceniu danych i otrzymaniu szeregu stacjonarnego [24], jedynym
problemem staje si¢ znalezienie satysfakcjonujacego modelu ARMA(p, q) i zidentyfikowanie p oraz q.

Przydatnych wskazowek w tym wyborze moga dostarczy¢ funkcja autokorelacji i czgsciowej autokorelacji z
proby oraz wstepne estymatory ¢?m i ém parametrow @ i 0 [24].
Jednakze najwazniejszym kryterium w wyborze modelu jest AICC, zmodyfikowana wersja kryterium

Akaike’a AIC, zgodnie z ktérym obliczamy estymatory najwiekszej wiarygodnosci parametréw ¢ i 6 oraz

o? dla odpowiednie dobranego p i @, i wybieramy dopasowany model z najmniejszym AICC. Jesli

dopasowany model jest satysfakcjonujacy, reszty powinny przypominaé bialy szum gaussowski (test

347



sprawdzajgcy te wlasno$¢ opisany jest W [24], [42]) i powinny by¢ przeprowadzone dla minimalnego modelu
AICC (tzn. takiego, dla ktorego kryterium AICC ma najmniejsza wartos¢) tak zeby mie¢ pewnos$¢, ze reszty
s3 zgodne z ich oczekiwanym zachowaniem w tym modelu. Jesli reszty w minimalnym modelu AICC nie s3
zgodne z biatym szumem gaussowskim, wtedy powinien zosta¢ sprawdzony inny model (w ktorym kryterium
AICC jest bliskie minimum); i tak az do momentu znalezienia takiego modelu, ktory przechodzi testy dobroci
dopasowania. W niektorych przypadkach mata réznica w wartosci AICC (umownie mniej niz 2) migdzy

dwoma zadowalajacymi modelami moze zosta¢ zignorowana po to, aby wybra¢ model prostszy.

Na koniec, okazalo si¢, ze aby dokona¢ analizy porownawczej dwoch szeregdw czasowych
zamodelowanych jako ARMA(p,q), koniecznym jest rozwazanie whasnosci calej przestrzeni tych szeregow
wraz z ich strukturg geometryczng. Zainteresowanego czytelnika odsytamy do pracy [39] oraz [45]. Poza tym,
chociaz procesy ARMA mozna bada¢ narzedziami (statycznej) analizy regresji, to nalezg one do obszaru
zainteresowan dynamiki proceséw czasowych, tzn. analiza procesow ARMA lezy w dziale dynamiki
stochastycznej z czasem dyskretnym, a nawet cigglym. Np. proces AR(1) z czasem cigglym mozna
interpretowa¢ jako stacjonarne rozwigzanie stochastycznego rownania rézniczkowego It [46], [47]. Tym
samym doszlismy jakby do sedna wlasciwego sformutowania analizy regresji. Poza nig lezy dynamika

procesow przyczynowo-skutkowych dla obiektow ze strukturg wewngtrzng.
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Czes¢ I1l. Zagadnienia do opracowania i zadania do rozwiazania.

Rozdzial 1. Zagadnienia do opracowania.

1. Omoéwi¢ podstawowe cztery wlasnosci estymatoréw (nieobcigzono$¢, zgodno$¢, efektywnos¢ i

dostatecznos¢).

2. Niech bedzie dany rozktad m-wymiarowej zmiennej losowej (X;, Xz, ..., X ).

a) Poda¢ definicje¢ i interpretacje wspotczynnikéw korelacji rzedu zerowego i wyzszych (wspotczynniki
korelacji czastkowej 1 polczastkowej). Poda¢ zwiazek czastkowych wspotczynnikow korelacji rzedu
pierwszego dla ukladu trzech zmiennych X,Y,Z (gdzie zmienna Z jest pod kontrola) ze wspotczynnikiem
rz¢du zerowego dla reszt modeli X od Z oraz Y od Z.

b) Poda¢ definicje i interpretacj¢ wspotczynnika korelacji wielorakiej.

c) W pewnym kraju przeprowadzono badania nad korelacja plonow pszenicy X a opadami Y i temperaturg
Z w okresie zasiewow. Wyniki byly nastepujace: ryxy = -0,66, rxz = 0,36, ryz = - 0,55

Wyznaczy¢ rxyz | xzy 1 zinterpretowa¢ wyniki. Wyznaczy¢ wspolczynnik korelacji wielorakiej zaleznosci

plonow X od opadow Y i temperatury Z oraz zinterpretowac wynik.

3. a) Omowi¢ zagadnienie transformacji wielomianow zwyczajnych do wielomianow ortogonalnych. Jaki
jest powdd wprowadzania zmiennych ortogonalnych do analizy regresji.

b) Niech liczba wszystkich obserwacji w probce wynosi n.

Rozwazmy uklad zmiennych X oraz X* i przyjmijmy, Ze zmienna X ma réwno rozstawione warianty.
Zatozmy, ze liczba obserwacji jest taka sama w kazdym wariancie zmiennej X i wynosi n/l dla kazdego
wariantu.

Niech liczba pozioméw zmiennej X wynosi I=3 tak, ze zmienna X ma postac:

X, 1
X=|X|=]2
Xq 3

Pokaza¢, ze z doktadno$cig do roznych od zera multiplikatywnych statych oraz z doktadnoscig do statych

addytywnych, uktad zmiennych ortogonalnych X, i X, ma postac:

X11 -1 X21 1
Xi={x3|=| 0|, X2 =| %3 |=| -2
* 1 * 1

(Uwaga: Przyja¢ $rednie arytmetyczne zmiennych Xl* i X; jako wartosci statych addytywnych).
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4. Poda¢ twierdzenie o sktadowych gtownych wraz z omowieniem wszystkich wystgpujacych w nim pojeé
oraz omoOwi¢ ich znaczenie w analizie regresji. Na czym polega zastosowanie indeksu warunkowego w

analizie regresji.

5. Poda¢ i1 wyprowadzi¢ nierowno$¢ Bonferroni’ego oraz oméwi¢ pltynacy z niej wniosek dla

szczegdtowego poziomu istotnosci o, W przypadku jednoczesnej weryfikacji g hipotez statystycznych.

6. Omoéwic typy reszt i ich wlasnosci w klasycznym modelu regresji oraz pojgcie dzwignigcia i jego
wiasnosci.

Omowic pojecie obserwacji wptywowej oraz istote diagnostyki regresji opartej o odlegtos¢ Cook’a D;.

7. Poda¢ macierzowe ujecie klasycznego liniowego modelu regresji wraz z wlasno$ciami macierzy rzutowej
(dzwignigcia).
a) Pokazaé, ze rozktad wektora Y odpowiedzi uktadu na n-wymiarowy wektor teoretycznych $rednich

warunkowych Y oraz wektor reszt U, jest rozktadem ortogonalnym.

b) Pokazaé, ze macierz wariancji-kowariancji a% =o2(f) estymatoréw parametrow strukturalnych /3

klasycznego modelu regres;ji jest rowna 0'2% =(X"X) o2 i uzasadni¢, ze ich oszacowana z proby macierz

wariancji-kowariancji wynosi &%z(XTX)_lMSE, gdzie X jest macierza planowania dla zmiennych

objasniajacych.

c) Pokazaé, ze wektor J estymatorow MNK parametrow strukturalnych B modelu regresji jest
nieobciazony, tzn.: E(8)=/ .

d) Niech wymiar proby wynosi n. Korzystajac z nierowno$ci Laguerre’a - Samuelson’a pokazaé, ze

dzwignigcie spelnia warunek: 1 <h <1.
n

8. Omowi¢ model regresji dla jednoczynnikowej ANOVA. Pokaza¢, ze w przypadku, gdy parametr
przesuniecia 2 modelu regresji w probie jest rowny $redniej ogolnej Y., w probie, wtedy sposob kodowania

dla uktadu zmiennych wskazujacych jest nastepujacy:

1 dla populacji i—tej
X;=4-1 dla populacji k—tej i=12,...,k-1.
0 w pozostalych przypadkat
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9. Omoéwi¢ wszystkie hipotezy zerowe rozwazane w trakcie przeprowadzania analizy jednoczynnikowe;j

ANOVA wraz z stosowanymi statystykami testowymi.

Pokaza¢, ze w przypadku prawdziwosci hipotezy zerowej o jednorodno$ci wariancji w populacjach, statystyka

MSE wystepujaca w mianowniku statystyki F jest nieobcigzonym estymatorem wariancji sktadnika losowego
2

OE.

Poda¢ pojecie kontrastu i wyjasnic potrzebe poréwnan szczegotowych oraz omowi¢ metode Scheffe’ego.

10. Omowic¢ zastosowanie metody najwigkszej wiarygodnosci w analizie doboru modelu regresji dla
rozktadu Poissona.

Okresli¢ model podstawowy, a nastepnie dla modelu regresji Poissona:

uy=EV,)=0,r(x,,8), n=12,..N,
opisujacego zmiang warto$ci oczekiwanej liczby zdarzen Y, wraz ze zmiang wariantu X, = (Xln, Xopsees an)
czynnikow (gdzie r(xn, Yo ) opisuje tempo zdarzen), podaé posta¢ rozwazanych hipotez zerowych i

wyprowadzi¢ odpowiadajaca im posta¢ dewiancji badz statystyki ilorazu wiarygodnosci.

11. Wprowadzenie: Wiadomo, ze dla modelu regresji logistycznej podstawowa zmienng jest zmienna
dychotomiczna Y, przyjmujaca warto$¢ 1 z prawdopodobienstwem 6 oraz 0 z prawdopodobienstwem 1-6.

Rozklad prawdopodobienstwa zmiennej dychotomicznej jest wiec nastepujacy:

pr(Y;0)=6" 1-0)*", Y=0,1.

Niech X, :(Xin,XZH,...,an) oznacza zbiér wartosci K czynnikow X; (j = 1,2,...,k) dla okreslonej n —tej
jednostki (n=1,2,...,.N) w N-wymiarowej probie (Y1, Yz, ...., Yn). Model logistyczny zaktada nastepujaca
posta¢ zwiazku pomiedzy 6, (czyli pomigdzy warunkowymi wartosciami oczekiwanymi zmiennej

dychotomicznej Y ) a czynnikami X :

E(Yn)zgn 21/(1+9Xp(_ﬂ~;)), n=12,..,N,
. k
gdzie A, =po+ 2B Xjn » a B (j=0,1,2,...K) s nieznanymi wspotczynnikami regresji logistycznej, ktore
i

trzeba estymowac.

Zadanie: Dla tak sformutowanego modelu regresji logistycznej, podaj posta¢ funkcji wiarygodnosci oraz

0g0Ing posta¢ rownan wiarygodnosci dla estymatorow f; parametrow f;.
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Rozdzial 2. Zadania do rozwiazania w SAS’ie.

1. Porownano srednice pni (Y) (W cm) trzech gatunkow sosny (i = A, B, C) w czterech lokalizacjach

(1= 1,2,3,4). Ponizej podano wyniki obserwacji.

Lokalizacja

Gatunek 1 2 3 4
23 25 21 14

15 20 17 17

A 26 21 16 19
13 16 24 20
21 18 27 24

28 30 19 17

22 26 24 21

B 25 26 19 18
19 20 25 26

26 28 29 23

18 15 23 18

10 21 25 12

Cc 12 22 19 23
22 14 13 22

13 12 22 19

A) Analiza Regresji (rachunki w SAS’ie)

1) Dodaj do zmiennych (Gatunek) i (Lokalizacja), zmienne (Gatunek)? , (Lokalizacja)?>, (Gatunek x
Lokalizacja). Nastgpnie wykorzystujac odpowiedni program SAS’a i otrzymany raport, okresl
metodg eliminacji wstecz, najlepszy model regresji wiazacy srednice pni (Y) drzew z pigcioma
powyZzszymi zmiennymi.

2) Zgodnie z podejsciem, wedtug ktérego pierwotnie okresla si¢ model podstawowy, w ktory wehodza
jedynie zmienne (Gatunek) i (Lokalizacja), okresl na poziomie @ =0,10 czy istnieje jakiS model
drugiego rzedu, ktory powinien by¢ dodany do modelu podstawowego.

B) Dwuczynnikowa analiza ANOVA (rachunki w SAS’ie).

1) Wypowiedz si¢ w kwestii tego, czy czynniki w modelu nalezy uznaé za ustalone czy losowe.

2) Utworz tablice srednich w pobranej probee.

3) Z pomoca tablicy ANOVA, wykonaj wiasciwe testy F dla kazdego z czterech mozliwych schematow
uktadow czynnikow (tzn. oba czynniki ustalone, oba czynniki losowe, pierwszy czynnik ustalony a
drugi losowy, pierwszy czynnik losowy a drugi ustalony); sformutuj odpowiednie hipotezy zerowe.

4) Przeanalizuj dane w oparciu o kazdy z czterech mozliwych schematow klasyfikacji czynnikow.
Porownaj wyniki.

5) Wykorzystujac metode Scheffe’go na poziomie istotnosci @ =0,05 , wskaz dla obu wplywow
gtéwnych i wptywu interakcji pomigdzy nimi, $rednie srednic pni w probce rdzniagce sie istotnie
statystycznie.

6) Wykorzystujac metode Scheffe’go, znajdz dla wpltywoéw gléwnych obu czynnikow, 95% -owe
przedziaty ufnosci dla prawdziwych réznic pomig¢dzy $rednimi srednic pni w populacjach.

7) Sprawdz czy mozna uznaé wariancje w rozwazanych populacjach (i, j) za takie same.

C) Jednoczynnikowa analiza ANOVA (rachunki w SAS’ie). Biorac pod uwagg jedynie czynnik Gatunek),
przeprowadz nast¢pujacg analizg:
1) Wyznacz $rednie w probee i odchylenia standardowe, dla kazdego gatunku.
2) Utworz tablicg ANOVA.
3) Odpowiedz na pytanie: czy rozpatrywane trzy gatunki sosny rdznig si¢ znaczaco pod wzgledem
$redniej srednicy pni. Sformuluj wlasciwa hipoteze zerowa 1 hipotezg alternatywna.
4) Wykorzystaj dla roznic pomiedzy parami $rednich, metode wielokrotnych poréwnan Scheffe’go
do okreslenia istotnosci tych rdznic, oraz wyznacz przedzialy ufnosci dla odpowiednich
kontrastow.
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Wektory losowe i ich rozklady prawdopodobienstwa.

Niech Z bedzie dowolnym zbiorem i niech &7 bedzie o - algebrg podzbioréw zbioru Z . Oznaczmy przez R
zbior liczb rzeczywistych R uzupetiony o elementy {~oo} i {+oo} (tzn. prosta przedluzona). Symbol 0
oznacza zbidr pusty.

Definicja miary. Funkcje u:7 —>§+ = Ru{+ oo} zdefiniowang na o - algebrze %77 nazywamy miarg,

jesli [Bron]: @) u(A) >0 (dla kazdego Ae ), b) u(@)=0, c)jesli A, A,,....A, €7 i ANnA =0

(k = 1) implikuje z(JA) =3 u(A,).

Przyklad. Gdy zbiér Z jest przestrzenia zdarzen Q, wtedy przykladem miary jest funkcja
prawdopodobienstwa' P .7 —> <0,+oo)u{+ oo}.

Zbiory nalezace do & okre$§lamy mianem mierzalnych lub %7 - mierzalnych.

Okre$lenie o - algebry zbiorow borelowskich. Niech Z bedzie przestrzeniq metryczng [Bron], a & (Z)
najmniejsza o - algebrg podzbioréw zbioru Z, do ktorej naleza wszystkie podzbiory otwarte w Z. Z(Z)
istnieje jako czg$¢ wspdlna wszystkich o - algebr, do ktorych naleza wszystkie zbiory otwarte.

& (Z) nazywamy o - algebrq zbiorow borelowskich w Z, a kazdy element algebry &(Z) nazywamy
zbiorem borelowskim.

Przyklad. Niech Z=R" (n>1). Z twierdzenia Lebesgue'a-Caratheodory wynika, ze na o- algebrze
Z(R")mozna skonstruowa¢ miare, zgodng na wszystkich kostkach R" z ich objetoécig. Objetosé

n-wymiarowej kostki Q w przestrzeni R", (Q={xeR";a, <x, <b, (k=12,...,n)}), wynosi:

n
H(bk - ak) :
k=1
Definicja funkcji mierzalnej. Funkcje &7 :Z — R okre$lamy jako mierzalng wzgledem %7, jesli dla

dowolnego « € R zbiér g‘l«—oo, a)):{z 12eZ, F(z)<a} nalezy do 7 .

! Uwaga. W swietle drugiego aksjomatu aksjomatycznej definicji prawdopodobienstwa Kotmogorowa, P(Q2) =1, iw
zwiazku z zachodzeniem dla zdarzen A, BeQ implikacji Ac B = P(A) <P(B), pierwszy aksjomat

P:7 —)<0, 1> mozna ostabi¢ do P17 —><0,+OO)U{+ OO}. Istotnie: korzystajac z tych faktow otrzymujemy:
0<P(A<P()=1.

Przypomnijmy, ze trzeci aksjomat Kotmogorowa brzmi: Je$li zdarzenia A i B sa zdarzeniami wykluczajacymi si¢
nawzajem (tzn. AMNB=0), to prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia A lub B jest roéwne

P(AUB)=P(A)+P(B). Z trzeciego aksjomatu oraz ostabionego aksjomatu pierwszego wynika zastosowana

powyzej implikacja A< B = P(A) < P(B).
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Przestrzen mierzalna (R", Z(R"). Niech (Q,%, P)oznacza przestrzen probabilistyczng [49],
a (R", Z(R")) przestrzeh mierzalng w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej R", gdzie Z(R") jest
o - algebra podzbiorow borelowskich w przestrzeni R" (n>1).

Definicja wektora losowego. Wektorem losowym n-wymiarowym nazywamy funkcje X :Q—R", ktéra

jest mierzalna wzgledem o - algebry 77 (7 - mierzalna), tzn. takg, ze dla kazdego zbioru Be Z(R")

zachodzi:
X1tB)es .
Mierzalno$é odwzorowania X mozna symbolicznie oznaczy¢ jako:
X:(Q,7)>R", Z2R")
Definicja zmiennej losowej. Jednowymiarowy wektor losowy nazywamy zmienng losows.

Zaréwno warto$ci zmiennej losowej (np. X ) jak i wektora losowego (np. X ), oznacza¢ begdziemy matymi

literami, tzn.:
x=X(w), %=X(o), gdzie weQ.
Wektory losowe zapisujemy w postaci kolumn (czyli nxl-wymiarowych macierzy), tzn.
X = (X, X5,y X,)7, gdzie T oznacza transpozycjg. Wartosé wektora losowego w punkcie @ eQ
zapisujemy wigc w zmiennych losowych X, i=12,...,n, bedacych wspotrzednymi wektora losowego
nastepujaco: X = X (@) = (X, (@), X, (@), X, (@))" = (X, Xgree X )T . Wektor (X, X,,..., X, )" jest wiec
konkretnag realizacja wektora losowego X.
Definicja rozkladu prawdopodobienstwa wektora losowego X . Rozkladem prawdopodobienstwa wektora
losowego X nazywamy miare P X na przestrzeni mierzalnej (R", Z(R"), okreslong nastepujaco:
PX(B)=P(X (B)) dla kazdego Be Z(R").
Widaé wiec, ze wektor losowy X indukuje przestrzen probabilistyczna (R”, Z(R"), PX) W przestrzeni

euklidesowej R".

Ponizszy rysunek podsumowuje rozwazania obecnego rozdziatu.

Rysunek 1.1. Konstrukcja rozktadu prawdopodobienstwa wektora losowego (Opis w tekscie).
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Przyklad. (Niezbedne informacje dotyczgce wartosci oczekiwanej zmiennej losowej). W przypadku, gdy

zmienna losowa X jest typu dyskretnego, przyjmuje ona warto$¢ (realizacje) X;, i=1,2,..., ze zbioru
skonczonego lub przeliczalnego, z prawdopodobienstwem p; = P(X =X;). W przypadku, gdy zmienna losowa

X jest typu ciaglego wtedy, 0 ile istnieje funkcja f(x) zwana ggstoscig prawdopodobienstwa, okresla si¢
prawdopodobiefistwo P(x, < X <x,)= j:b f(x) dx zdarzenia oznaczajacego, ze zmienna losowa X przyjmie

warto$¢ z ustalonego, skonczonego przedziatu <Xa,Xb>. Prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia X <X,
—0<X<+00, okresla dystrybuante F(X) zmiennej losowej X, F(x)=P(X <x)= jio f(x) dx. W ten sposob

okreslony jest rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X.

Nastepnie, niech h(X) jest jednoznaczng funkcjg zmiennej losowej X. Warto$¢ oczekiwana zmiennej

losowej h(X) jest okreslona nastepujaco:

E(h(X))=Xh(x;) p;, dla zmiennej losowej X typu dyskretnego, ktéra przyjmuje realizacje X; i =1,2,... ,

+00
E(h(X))= [h(x)f(x)dx , dlazmiennej losowej X typu ciaglego, ktéra przyjmuje realizacje —oo <X <+,

—00

+00
o0 ile szereg > |h(x;)| p; (W przypadku przeliczalnego zbioru wartosci X;) lub catka jl h(x)| f(x)dx sa
i

—00

zbiezne.

Jesli h(X)= XX (k=1,2,...), to powyzsze (ogolne) wartosci oczekiwane wyznaczaja momenty zwykle rzedu
k zmiennej losowej X. Np. moment zwykly pierwszego rzedu (dla k = 1) jest wartoécig oczekiwang E(X)
zmiennej losowej X. Jesli h(X)=(X —E(X)) (k = 1,2,...), to powyzsze warto$ci oczekiwane wyznaczajg
momenty centralne rzedu k zmiennej losowej X. Np. moment centralny drugiego rzedu (k = 2) jest wariancja
o?(X)= E((X - E(X))2) zmiennej losowej X, ktorej pierwiastek o(X)= mjest nazywany odchyleniem
standardowym zmiennej losowej X. Wartosci oczekiwane E(h(X)) roznych typow funkcji h(X) sa

parametrami charakteryzujacymi rozktad zmiennej losowej X. Szczegdtowe rozwazania dotyczace zardwno
parametrow opisujacych rozktad zmiennej losowej jak i wektora losowego mozna znalez¢ np. w [2], [6], [36],
[48], [49]. W pozycjach tych mozna rowniez znalez¢ przyklady roznych typow rozkltadow. Znajduja si¢ tam
takze informacje dotyczace wartosci oczekiwanych i wariancji warunkowych wyznaczanych dla rozktadéw

warunkowych zmiennych losowych.
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Na koniec, jako ilustracje podajmy kilka przyktadéw wartoSci oczekiwanych pojawiajgcych si¢ w obecnym
skrypcie. Niech zmienne losowe X oraz Y majg taczny rozklad gestosci prawdopodobienstwa f(X,y).
Wiedy:
a) ich kowariancja jest okreslona nastepujaco:
+00 400
cov(X,Y)=E((X —E(X)(Y —E(Y))= | [(x=E(X))(y—E(Y)f(x,y)dxdy
b) warunkowa warto$¢ oczekiwana oraz warunkowa wariancja zmiennej losowej Y pod warunkiem, ze
zmienna losowa X przyjeta warto$¢ X, sa rowne kolejno:
+00
Hyx =E(Y [ X =x)= [yf(y|x) dy
oraz
2 2 iy 2
o = E(Y — 121X =)= [ly — s 2 Hy 1)y,
gdzie f(y|x) jest warunkowym rozktadem gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej Y (pod
warunkiem, ze zmienna losowa X przyjeta warto$¢ X), okreslonym nast¢pujaco:

f(x,y)
f(x)

oraz f(x) jest brzegowym rozktadem gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej X, okreslonym

fylx)=

nastepujaco:
+00
f(x)= [ f(x y)dy.
c) warto$ci oczekiwane zmiennych losowych X i Y, wyznaczone z ich rozkladow brzegowych lub z
rozktadu tacznego, sa okreslone nastepujaco:

My = E(X):Txf(x) dx=+fO TX f(x,y) dxdy

+00 +00 400
py =E(Y)= [yf(y)dy=[ [y f(xy)dxdy,
gdzie f(y) jest brzegowym rozkladem gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej Y,

okreslonym nastepujgco:
+00
fy)= [ f(x,y)dx .
Wspomnijmy jeszcze tylko, ze w przeciwienstwie do (ogoélnych) warto$ci oczekiwanych oméwionych tuz
powyzej, warunkowe momenty sg w ogolnosci zmiennymi losowymi. Uogélnienie powyzszych pojgé na
przypadek wigcej wymiarowy jest natychmiastowe. Proste jest rowniez zapisanie powyzszych wielkosci dla

przypadku wielowymiarowego rozktadu dyskretnego [2].
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