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0.1 Wstep

Tematem skryptu jest metoda najwiekszej wiarygodnosci (MNW) oraz informacja Fishera
(IF) w fizyce i statystyce. Temat dotyczy bardzo aktualnego sposobu konstrukcji modeli fi-
zycznych wywodzacego sie ze statystycznego opisu zjawisk, ktérego formalizm pozwala na opis
calego spektrum réznych teorii pola, klasycznych i kwantowych. Kluczowe w tym podejsciu
pojecie (oczekiwanej) IF wprowadzit Fisher na gruncie jego rozwazan zwiazanych z oszacowy-
waniem parametrow modeli, podlegajacych badaniu statystycznemu w ramach ogdlnej metody
ekstremalnej wartosci funkcji wiarygodnosci L. IF opisuje lokalne wtasnosci funkcji wiarygod-
nosci L = P(y|0), ktora formalnie jest lacznym prawdopodobienistwem (lub laczna gestoscia
prawdopodobieristwa) danych y, lecz jest rozumiana jako funkcja zbioru parametrow O, ktory
z kolei tworzy wspotrzedne w przestrzeni statystycznej. Analiza statystyczna modeli fizycznych
idzie jak dotad dwoma nurtami.

Pierwszy z nich, geometryczny, probuje opisa¢ metode statystyczna wprowadzona przez Fi-
shera w latach 20 poprzedniego wieku [1], tworcy podstaw techniki statystycznej otrzymywania
dobrych estymatorow MNW, w jak sie okazalo naturalnym dla niej srodowisku geometrii r6z-
niczkowej. Rozwijajac MNW, juz w 1945 roku C.R. Rao [2| zauwazyl, Ze macierz informacji
Fishera okresla metryke Riemanna i badal strukture modeli statystycznych z punktu wiedzenia
geometrii Riemanowskiej. Z kolei B. Efron [3] badajac jedno-parametrowe modele i analizujac ich
asymptotyczne wlasnosci dla procedur estymacyjnych, wprowadzit i odkryt uzytecznosé¢ pojecia
statystycznej krzywizny. A.P. Dawid [4] wprowadzil pojecie koneksji na przestrzeni wszystkich
dodatnio okreslonych rozktadéw prawdopodobieristwa, pokazujac, ze ze wzgledu na ta koneksje
statystyczna krzywizna jest krzywizna zewnetrzna (embedding curvature). Jednak problemem
Dawida byl nieskoniczony wymiar przestrzeni rozktadow. W roku 1980 S. Amari [5] opublikowal
systematyczne ujecie teorii Dawida dla modeli skoniczenie wymiarowych i podat sp6jne okreslenie
a-koneksji (wprowadzonej wezesniej poza kontekstem statystycznej estymacji przez N.N. Chent-
sova). W 1982 S. Amari wraz z H. Nagaoka [12] wykazali dualno$é¢ ptaskich przestrzeni modeli
eksponencjalnych z e-koneksja i modeli mieszanych z m-koneksja.

Procedury estymacyjne statystycznego opisu mechaniki kwantowej (falowej) poszty dwoma
drogami. Pierwsza z nich zwigzana jest z naturalnym dla mechaniki kwantowej formalizmem
macierzy gestosci, druga z konstrukeja zasad informacyjnych (entropijnych). W przypadku for-
malizmu macierzy gestosci, ich zbior S = Ufle Sy (S, US; =0, i # r) dla przypadku skoriczenie
wymiarowych przestrzeni Hilberta H, tworzy zbiér wypukty. Dla stanéw czystych, podzbior Sp
tego zbioru tworza punkty ekstremalne, a przestrzeni standéw czystych zwigzana z nim moze by¢
utozsamiona z zespolong przestrzenia rzutowa CP*~! (k = dim H). Na przestrzeni tej mozna
wprowadzi¢ (z dokladnoscia do stalej) metryke Riemannowska nazywana metryka Fubiniego-
Study, ktora jest kwantows wersja metryki Fishera. Statystyczna estymacja w modelach dla
stanow czystych zajmowali sie miedzy innymi Fujiwara, Nagaoka i Matsumoto [6]. Natomiast
w przypadku podzbioru Sy zbioru S dualna struktura z metryka mozne byé¢ traktowana jako
kwantowy analog metryki Fishera z +a-koneksja.

Drugim nurtem, ktéry wytonit sie w ostatnich kilkunastu latach i ktéorym szedt rozwoj za-
stosowann MNW oraz pojecia (oczekiwanej) IF w fizyce jest formalizm ekstremalnej fizycznej
informacji (EFI) opracowany przez Friedena i jego wspolpracownikow, w szczegolnosci Soffera
[7]. Konstrukcje modeli fizycznych z wykorzystaniem informacji Fishera zapoczatkowal Frieden,
podajac metode wyprowadzenia z informacji Fishera cztonu kinetycznego modeli fizycznych. Na-



stepnie zapostulowal wprowadzenie dwoch zasad informacyjnych stuzgcych do ustalenia zwigzku
pomiedzy informacja Fishera I oraz informacja strukturalna @, tzn. poprzez zapostulowang nowsa
strukturalng zasade informacyjna skonstruowal on cztony strukturalne rozwazanych przez siebie
modeli. W odréznieniu od Friedena stosujemy jednak inne [9], bardziej fizyczne a mniej infor-
macyjne, podejscie do konstrukeji podstawowych zasad informacyjnych, postugujac sie pojeciem
catkowitej fizycznej informacji K a nie wprowadzonym przez Friedena pojeciem zmiany fizycznej
informacji. Ro6znica ta chociaz nie powoduje zasadniczo rachunkowych zmian w sposobie wy-
prowadzenia rownan ruchu badz réwnan stanu uktadu dla rozwazanych do tej pory probleméw,
jednak zmieniajac pojecie informacji fizycznej oraz jej rozktadu na kinetyczne i strukturalne stop-
nie swobody, idzie w linii prowadzonych ostatnio badan nad konstrukcja zasady ekwipartycji dla
entropii. To inne niz Friedenowskie podejscie do pojecia fizycznej informacji powoduje réwniez
zmiany w pojmowaniu istoty przekazu informacji (entropii) w procesie pomiaru przy jej przekazie
od strukturalnych do kinetycznych stopni swobody. Pomimo réznic sama metode bedziemy dalej
nazywac podejsciem Friedenowskim. Gdyby pominaé¢ chwilowo proces pomiaru, w metodzie Frie-
dena prébkowanie przestrzeni jest wykonywane przez uktad, ktory poprzez wtasciwe dla niego
pole (i zwiazane z nim amplitudy) o randze N bedacej wielkoscia proby, probkuje jego kinetycz-
nymi (Fisherowskimi) stopniami swobody dostepna mu przestrzen konfiguracyjna. Nastepnie,
poniewaz IF jest (z dokladnoscia do znaku) infinitezymalnym typem entropii Kulbacka-Leiblera,
to zauwazajac, ze entropia Kulbacka-Leiblera jest wykorzystywana w statystyce do przeprowa-
dzania testow wyboru modeli, pojawia si¢ przypuszczenie, ze IF moze poprzez narzucenie na
niag odpowiednich dodatkowych ograniczen, zapostulowanych w postaci wspomnianych dwoch
zasad informacyjnych, skalarnej (wariacyjnej) oraz wewnetrznej (strukturalnej), doprowadzi¢ do
wyprowadzenia rownan ruchu badz rownan stanu uktadow fizycznych, najlepszych z punktu wi-
dzenia owych informacyjnych zasad. Na tym zasadza sie Friedenowska idea estymacji fizycznych
modeli.

Zasady informacyjne maja uniwersalna postaé, jednak ich konkretne realizacje zaleza od fizyki
rozwazanego zagadnienia. Pierwsza z zasad informacyjnych (wariacyjna) prowadzi do otrzymania
wlasciwej relacji dyspersyjnej dla uktadu. Druga, strukturalna opisuje wewnetrzne charaktery-
styki uktadu zwiazane np. z jego spinem. Cickawa sprawsg jest, ze wiele rachunkéw mozna
wykona¢ dla przypadku, dla ktorego catkowita informacja uktadu dzieli sie na dwie réwne (lub z
czynnikiem 1/2) czesci, tzn. informacje Fishera oraz informacje strukturalna, majac swoja catko-
wita wartos¢ rowng zero. Frieden podal informacyjne wyprowadzenie rownania Kleina-Gordona
dla ogélnego modelu pola z ranga N, z szczegdlnym uwzglednieniem przypadku pola skalarnego
z N=2. Dla pola spinorowego z N=8 otrzymal réwnanie Diraca a dla oraz N=4 réwnania Ma-
xwella. Procedura jest na tyle ogdlna, ze umozliwia opis p6l Rarity-Schwingera, ogoélnej teorii
wzglednosci oraz wprowadzenie transformacji cechowania [7]. W oparciu o wprowadzone zasady
informacyjne Frieden podal rowniez informacyjne wyprowadzenie zasady nieoznaczonosci He-
isenberga oparte ze statystycznego punktu widzenia o twierdzenie Rao-Cramera dla informacji
Fishera oraz jej relacje z pojemnoscig informacyjng uktadu zapisana w reprezentacji pedowej,
czyli po dokonaniu transformacji Fouriera. Transformacja Fouriera pelni zreszta w calym forma-
lizmie Friedenowskim role wyjatkowa, bedac jednym z typoéw samosplatania wewnatrz przestrzeni
konfiguracyjnej uktadu, o czym wspomnimy nieco ponizej. Frieden podal réwniez wyprowadze-
nie klasycznej fizyki statystycznej, tzn. jej podstawowych rozktadow, Boltzmanna dla energii
oraz Maxwella-Boltzmanna dla pedu jak réwniez pewnych rozktadow, ktore zinterpretowal jako



odpowiadajace przypadkom nieréwnowagowym. Kolejna sprawa bylo wyprowadzenie gérnego
ograniczenia na tempo zmiany entropii uktadu dla przyktadéw klasycznego strumienia czastek,
gestosci rozkladu tadunku, czteropotencjatu elektrodynamicznego oraz strumienia czastek o spi-
nie 1/2 [7]. Podal réwniez opis teorii pomiaru z szumem wykorzystujac wariacyjny formalizm EFI
pozwalajacy na opis redukeji funkcji falowej w trakcie pomiaru urzadzeniem dajacym swoj wila-
sny szum. Mianowicie po dokonaniu ekstremalizacji sumy informacji fizycznej K niemierzonego
uktadu oraz funkcjonatu opisujacego wlasnosci uktadu pomiarowego (a bedacego splotem funk-
cji log-wiarygodnosci dla funkcji przyrzadu splecionej nieliniowo z rozkltadem uktadu), otrzymatl
réwnanie ruchu, ktore (po przejsciu do nierelatywistycznej granicy Schrodingera) daje rownanie
typu Feynmana-Mensky’ego z nieliniowym czlonem opisujacym kolaps funkcji falowej w pomia-
rze. Ciekawe jest to, ze w tym przypadku w pelni ujawnia sie traktowanie czasu na rowni ze
zmiennymi przestrzennymi, czyli jako zmiennej losowej z rozktadem prawdopodobienistwa. Za-
proponowana przez nas postaé¢ zasad informacyjnych daje formalnie te same réwnania ewolucji
funkcji falowej uktadu oplecionej funkcja pomiarows przyrzadu, jednak otrzymana interpretacja
jest zdecydowanie bardziej spdjna niz Friedenowska, pozwalajac na jednoznaczne rozrdznienie
uktadu poza pomiarem od ukladu w pomiarze [10].

Przyjeta posta¢ wewnetrznej zasady informacyjnej K = I+xQ = 0 |9] (gdzie tzw. wspolezyn-
nik efektywnosci k = 1 lub %), postulowana za Friedenem dla kazdego omawianego problemu,
zostala ostatnio wyprowadzone dla przypadku x = 1 [10]. Sugeruje ona splatanie przestrzeni
danych obserwowanych z nieobserwowana przestrzenia konfiguracyjna uktadu [10]. Zatem infor-
macja () nie reprezentuje jedynie informacji strukturalnej uktadu ale i informacje o splataniu
widocznym w korelacji danych w przestrzeni pomiarowej, a EFI moze byé wykorzystywana jako
mechanizm w estymacji standéw splatanych. Np. w przypadku problemu EPR-Bohma, splata-
nie zachodzi pomiedzy rzutem spinu obserwowanej czastki i nieobserwowang konfiguracja tgczna
uktadu, a w przypadku relatywistycznych rownan ruchu otrzymujemy splatanie kinetycznych i
strukturalnych (masa) stopni swobody, czego wyrazem jest zwiazek stanu obserwowanej czastki
w czasoprzestrzeni z jej wtasnym stanem w przestrzeni energetyczno-pedowej. Ten drugi przypa-
dek jest przyktadem wspomnianego samosplatania opisanego transformata Fouriera. Poniewaz
Q@ zwiazane jest tu z masg czastki, zatem w podejsciu informacyjnym mozna wyciagnaé row-
niez wniosek, ze samosplatanie powinno poméc w odczytaniu struktury wewnetrznej czastek. W
koricu pojecie informacji Fishera i jej reinterpretacja przez Friedena jako cztonu kinetycznego teo-
rii, pozwolila na przeprowadzenie informacyjnego dowodu [9] o niewyprowadzalnosci mechaniki
kwantowej (falowej) oraz kazdej teorii pola, dla ktérej ranga pola N jest skoriczona, z mechaniki
klasycznej.

Temat skryptu dotyczy wiec fundamentalnego zagadnienia zwigzanego z okresleniem staty-
stycznej procedury estymacji modeli fizycznych. Jego realizacja wymaga znajomosci problemow
zwigzanych z stosowaniem statystycznej MNW oraz fizycznej EFI dla konstrukeji modeli fizycz-
nych, jak rowniez podstaw metod geometrii rézniczkowej.

Na koniec uwaga stownikowa i podsumowanie tresci metody EFI. Pojecie “likelihood function”
zostato wprowadzony przez Fishera jako majace zwiazek z prawdopodobienistwem. Réwniez stow-
nikowo powinno byé¢ ono przettumaczone jako “funkcja mozliwosci”. Zastosowano jednak ttuma-
czenie “funkcja wiarygodnosci”. Jako posumowanie istoty przedstawionej metody, powiedzmy,
ze jest ona wyrazem zastosowania informacji Fishera w teorii pola w wjeciu Friedena, ktorego



mnspiracja pochodzi z obszaru optyki.

Temat skryptu zwiazany jest z dociekaniami, ktére dane mi byto mieé¢ wspdélnie ze Stawo-
mirem Mania, Dorota Mroziakiewicz, Janem Stadkowskim, Robertem Szafronem i Sebastianem
Zajacem, ktorym za te dociekania i rozmowy dziekuje.



Rozdzial 1

Metoda najwieksze] wiarygodnosci

Z powodu mozliwosci zastosowania MNW do rozwiazania wielu bardzo réznych problemoéw
estymacyjnych metoda ta stata si¢ obecnie zaré6wno metoda podstawowa ale réwniez punktem
wyjécia dla réznych metod analizy statystycznej. Jej wszechstronnosé zwiazana jest z mozliwoscia
przeprowadzenia analizy statystycznej dla matej probki, opisu zjawisk nieliniowych oraz zmien-
nych losowych posiadajacych zasadniczo dowolny rozklad prawdopodobienistwa, oraz z powodu
szczegbdlnych wlasnosci otrzymywanych przez nig estymatordéw, ktore okazuja sie byé zgodne,
asymptotycznie nieobciazone, efektywne oraz dostateczne [11]. MNW zasadza si¢ na intuicyjnie
jasnym postulacie przyjecia za prawdziwe takich wartosci parametrow funkcji rozktadu praw-
dopodobienstwa (pdf) zmiennej losowej, ktore maksymalizuja funkcje wiarygodnosci (realizacji
konkretnej probki).

Rozwazmy zmienng losowa Y, ktéra przyjmuje wartosci y zgodnie z rozkladem prawdopo-

dobienistwa p (y|©), gdzie © = (61, 0a, ...,0,)T = (6;)}, jest zbiorem p parametréw tego rozktadu
(T oznacza transpozycje). Gdy p > 1 wtedy © nazywamy parametrem wektorowym. W szcze-
gbolnym przypadku p = 1, tzn. © = 0, méwimy, ze parametr jest skalarny.
Centralnym pojeciem MNW jest funkcja wiarygodnosci L (y; ©) pojawienia si¢ zbioru danych
vy = (yn))_y = y1,v2, ..., yn otrzymanych w N obserwacjach zmiennej losowej Y, tzn. (poja-
wienia sie) probki pobranej z populacji charakteryzowanej przez parametr wektorowy ©. Przez
wzglad na zapis stosowany w fizyce, wprowadzimy oznaczenie P(y|©) = L (y;©), zapis ktory
podkresla, ze formalnie funkcja wiarygodnosci jest funkcja tacznego rozktadu prawdopodobien-
stwa wielu zmiennych losowych y = (y,)_;:

N
P (y©) = [ pn (4ul®) . (1.1)
n=1

Zakladamy, ze proba jest prosta w znaczeniu niezaleznosci rozktadow py, (y,|0) dla poszczegol-
nych pomiarow n w N elementowej probie. W przypadku analizy jednej zmiennej losowej Y
rozklady te spelniaja dodatkowo zwiazek:

pn (yn|©) = p (¥|O) - (1.2)

Definicja (1.1) moze by¢ uogdlniona na przypadek, gdy zmienne losowe Y,, proby (Y1, Ya, ..., Yn)
(z realizacjami (y1,y2,...,yn)) maja rozne parametry rozkladu dla kazdego n € N. Wtedy roz-
ktady pp (yn|©) zmiennych Y,,, chociaz sa tego samego typu, jednak na ogét nie spelniaja juz



zwiazku (1.2), jak to ma miejsce np. w analizie regresji (Rozdziat 1.2).

W skrocie funkcje wiarygodnosei oznaczamy bedziemy oznaczali jako P(©). Zapis ten podkre-
dla, ze funkcja ta jest rowniez funkcja nieznanych parametrow © = (6;)} populacji, ktére chcemy
oszacowaé. Zbior wartosci parametrow © = (;)] tworzy wspolhrzedne rozkladu prawdopodo-
bieristwa rozumianego jako punkt w podprzestrzeni przestrzeni statystycznej S [12]. Temat ten
rozwiniemy dalej.

Bedac funkcja © = (6;)}, funkcja wiarygodnosci stuzy do konstrukeji estymatorow 6 =
(61,02, ....,0,)T = (6;)? parametrow © = (61,6, ....0,)" = (6;)F, tzn. wybieramy takie (6;)7
dla ktorych funkcja wiarygodnosci przyjmuje maksymalna warto$é¢ i nazywamy je estymatorami
MNW. Zatem warunek konieczny na otrzymanie estymatorow MNW sprowadza sie do znalezienia
rozwiazania uktadu p tzw. réwnan wiarygodnoéci:

S(0) = %lnP(y ©)=0 (1.3)
gdzie zagadnienie maksymalizacji sprowadzono do (na ogol) analitycznie rownowaznego problemu
maksymalizacji logarytmu funkeji wiarygodnosci In P(y |0). Funkcje S (0) bedaca gradientem
logarytmu funkcji wiarygodnosci:

dlnP(y|©)
9 —o0,

S(0) = 55 Pyle) = ; (1.4)
dlnP(y|©)
o0,

nazywamy funkcjg wynikowa.

Po otrzymaniu (wektora) estymatorow @, maksymalizowana wartos¢ funkcji wiarygodnosci defi-
niujemy jako numeryczna wartosé funkcji wiarygodnosci powstalta przez podstawienie w P(y |O)
wartodci oszacowanej 6w miejsce parametru O.

Przyklad: Rozwazmy problem estymacji (skalarnego) parametru, tzn. © = 6 dla zmiennej
losowej y opisanej rozktadem dwumianowym (Bernoulliego)

P(ylo) = < ZL ) oY (1— )™ Y (1.5)

Estymacji parametru 6 dokonamy na podstawie pojedynczej obserwacji (dtugosé proby n = 1)
zmiennej y, nazywanej czasami czestoscia. Parametr m charakteryzuje rozktad zmiennej Berno-
ulliego y (i nie ma zwiazku z dlugoscia n proby). Zatem poniewaz y = (y1), wiec P (y|6) jest
funkcjg wiarygodnosci dla n = 1 wymiarowej proby. Jej logarytm wynosi

1nP(y\9)=ln<Z)-l—yln@—f—(m—y)ln(l—ﬁ) (1.6)
Rownanie wiarygodnosci (1.3) przyjmuje postac:

50) = gy - 1—5m—9)| oy =0 (17)
a rozwigzanie go daje estymator MNW parametru 6:

0= % (1.8)

dla rozktadu dwumianowego. Dobra ilustracja powyzszej procedury znajdowania wartosci esty-
matora parametru @ jest ponizszy rysunek (dla m = 5)
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Rysunek 1.1: Graficzna ilustracja metody najwiekszej wiarygodnosci dla P (y|6) okreslonego wzo-
rem (1.5). Przyjeto zaobserwowana wartos¢ stosunku y/m = 1/5. Maksimum P (y|f) przypada
na wartos¢ € rowna punktowemu oszacowaniu 6§ = y/m = 1/5 tego parametru. Maksymalizo-

wana wartos¢ funkcji wiarygodnosci jest rowna P (y|é>

1.1 Wnioskowanie w MNW

Konstrukcja punktowego oszacowania parametru w MNW oparta jest o postulat maksymali-

zacji funkcji wiarygodnodci przedstawiony powyzej. Jest on wstepem do statystycznej procedury
wnioskowania. Kolejnym krokiem jest konstrukcja przedziatu wiarygodnosci. Jest on odpowied-
nikiem przedzialu ufnosci, otrzymywanego w czestotliwo$ciowym podejsciu statystyki klasycznej
do procedury estymacyjnej. Do jego konstrukcji niezbedna jest znajomosé rozktadu prawdopodo-
bienistwa estymatora parametru, co (dzieki “porzadnym” granicznym wtasnosciom stosowanych
estymatorow) jest mozliwe niejednokrotnie jedynie asymptotycznie, tzn. dla wielkosci proby da-
zacej do nieskoriczonosci. Znajomosé rozkladu estymatora jest tez niezbedna we wnioskowaniu
statystycznym odnoszacym sie do weryfikacji hipotez.
W sytuacji, gdy nie dysponujemy wystarczajaca iloscia danych, potrzebnych do przeprowadzenia
skutecznego czestotliwosciowego wnioskowania, Fisher [13] zaproponowal do okreslenia niepew-
nosci dotyczacej parametru 6 wykorzystanie maksymalizowanej wartos¢ funkcji wiarygodnogci.
Wiarygodno$ciowy przedziat ufnosci jest zdefiniowany jako zbiér wartosci parametru 6, dla kto-
rych wartosé funkeji wiarygodnosci osiaga (umownie) wystarczajaco wysoka wartosé, tzn.:

o LWO) | (1.9)

P (ue)

dla pewnego parametrem odciecia ¢, nazywanego poziomem wiarygodnosci. Iloraz wiarygodnosci
P(y|®)/P (y|@) reprezentuje pewien typ unormowanej wiarygodnosci i jako taki jest wielkoscig
skalarna. Jednak z powodu niejasnego znaczenia okreslonej warto$ci parametru obciecia ¢ pojecie
to wydaje sie byé¢ na pierwszy rzut oka za stabe aby dostarczy¢ taka precyzje wypowiedzi jaka
daje analiza czestotliwo$ciowa.

Istotnie, warto$¢ ¢ nie odnosi si¢ do zadnej wielkosci obserwowanej, tzn. na przyktad 1%-we
obciecie (¢ = 0,01) nie ma $cistego probabilistycznego znaczenia. Inaczej ma sie sprawa dla
czestotliwosciowych przedziatow ufnodci. W tym przypadku wartosé¢ wspotezynnika o = 0,01

10



oznacza, ze gdyby$my rozwazyli realizacje przedziatu ufnosci na poziomie ufnosci 1 — a = 0, 99,
to przy pobraniu nieskoniczonej (w praktyce wystarczajaco duzej) liczby probek, 99% wszyst-
kich wyznaczonych przedzialow ufnosci pokrytoby prawdziwa wartosé¢ parametru 0 w populacji.
Pomimo tej stabosci analizy zwiazanej z MNW zobaczymy, ze rozbudowanie analizy stosunku
wiarygodnosci okazuje sie by¢ istotne w wnioskowaniu statystycznym analizy doboru modeli, i
to az po konstrukcje réwnari teorii pola.

Przyktad rozktadu normalnego z jednym estymowanym parametrem: Istnieje jednak wyjatek po-
zwalajacy na prosta interpretacje wiarygodnosciowego przedziatu ufnosci. Dotyczy on zmiennej
Y posiadajacej rozktad Gaussa oraz sytuacji gdy interesuje nas estymacja parametru 6 bedacego
wartoscia oczekiwana F(Y') zmiennej Y. Omoéwimy go ponizej. Czestotliwosciowe wnioskowanie
o nieznanym parametrze 0 wymaga okreslenia rozktadu jego estymatora. W ogolnosci dla duzych
probek staramy sie o ile to mozliwe skorzystaé¢ z twierdzeni granicznych dotyczacych rozktadu
ilorazu wiarygodnosci, jednak w przypadku rozktadu normalnego mozliwa jest konnstrukcja skon-
czenie wymiarowa. Niech y1,...,yy bedzie realizacja proby prostej dla zmiennej Y o rozkladzie
normalnym N (0, 02) ze znang wariancjg 2. Logarytm funkcji wiarygodnosci dla N (9, 02) ma
postac:

N

WP (y:60) = 2 mome? — L ,— 0)°

nP(y;6) = -5 m2mo® — 5> (i —0) (1.10)
=1

skad poniewaz estymatorem wartosci oczekiwanej jest srednia arytmetyczna 6=Y =L > Y,

zatem po nieskomplikowanej analizie wyrazenia S~ (yi —5)° = S0, ((yi —0) + (0 — 7))?

otrzymujemy:
P (y|lo N
w D0 N oy (1.11)
P (ul9)

gdzie po prawej stronie otrzymujemy wyrazenie kwadratowe. Poniewaz Y jest nieobciazonym
estymatorem parametru 6, co oznacza, ze warto$é oczekiwana E(Y) = 6, zatem Y ma rozkltad

normalny N (6, "—;) Wynika z tego, ze tzw. statystyka ilorazu wiarygodnosci Wilka:

P(o)
W=2In——F-% ~x7 (1.12)
P (yl0)
ma w tym przypadku rozktad x? z jednym stopniem swobody [13].

Wykorzystujac ten fakt mozemy wykonaé¢ wyskalowanie wiarygodnosci oparte o mozliwosé
powiazania przedzialu wiarygodnosci z jego czestotliwosciowym odpowiednikiem. Zgodnie z
(1.12) wnioskujemy, ze dla ustalonego (chociaz nieznanego parametru ) prawdopodobieristwo, ze
iloraz wiarygodnosci znajduje sie w wyznaczonym dla parametru obciecia ¢, wiarygodno$ciowym
przedziale ufnosci, wynosi:

P (ylo
P MM =P 21np(><—21nc =P (xj < —2lnc) (1.13)
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Zatem jedli dla jakiegos 0 < a < 1 wybierzemy parametr obciecia

e = e X amw (1.14)
gdzie Xi(ka) jest kwantylem rzedu 100(1 — «)% rozkladu y-kwadrat, to spelnienie przez 6
zwiazku

P (y|6
P Plo) >c| =P <X% < Xi(l—a)) =1l—a (1.15)

P (vl)

oznacza, ze przyjecie wartosci ¢ zgodnej z (1.14) daje zbiér mozliwych wartosci parametru 6:

o, LW (1.16)

P (uh)

nazywany 100(1 — «)%-owym wiarygodnosciowym przedzial ufnosci. Jest on odpowiednikiem
wyznaczonego na poziomie ufnosci (1 — «) czestotliowsciowego przedzialu ufnosci dla 6. Zatem
przypadek rozktadu normalnego z estymacja skalarnego parametru oczekiwanego poziomu zja-
wiska daje po skorzystaniu z wzoru (1.14) wartos¢ parametru obciecia rownego ¢ = 0.15 lub
¢ = 0.04 dla odpowiednio 95%-owego (1 — o = 0.95) badz 99%-owego (1 — o = 0.99) przedziatu
ufnosci.

Zwroémy uwage, ze chociaz konstrukcje czestotliwosciowego i wiarygodnos$ciowego przedziatu
ufnosci sg rozne, to ich losowo$é wynika w obu przypadkach z rozkltadu prawdopodobienstwa
estymatora 6.

Cwiczenie: W oparciu o powyzsze rozwazania wyznaczy¢, korzystajac z (1.11) ogolng postaé
przedzialu wiarygodno$ci dla parametru 6 jednowymiarowego rozktadu normalnego.

Dla zmiennych o innym rozktadzie niz rozktad normalny, statystyka Wilka W ma w ogdlnosci
inny rozktad niz x? [13]. Jesli wiec zmienne nie maja dokladnie rozktadu normalnego, lub dys-
ponujemy za mata probka by moéc odwotywacé sie do ich rozktadéw granicznych wtedy formuta
(1.12) wiec i (1.14) daja jedynie przyblizone wyskalowanie przedziatu wiarygodnosci. Jednakze
w przypadkach wystarczajaco regularnych, zdefiniowanych jako takie, w ktérych mozemy zasto-
sowaé przyblizenie kwadratowe:

1 P<y’é> L (6) (6-0) (1.17)

o =40 6-9 -
P (yl6) 2

wtedy powyzsze rozumowanie jest stuszne w przyblizeniu. Wielkos¢ iF (é), ktora pojawita sie

powyzej jest (obserwowana) informacja Fishera, a powyzsza formuta stanowi powazne narzedzie

w analizie doboru modeli. Mozna powiedzie¢, ze caly skrypt koncentruje sie na analizie zastoso-

wania (wartosci oczekiwanej) tego wyrazenia i jego uogoélnieri. Do sprawy wrocimy dalej.

Cwiczenie: Rozwazmy przypadek parametru skalarnego 6 w jedenym eksperymencie ze zmienna,
y posiadajaca rozklad Bernoulliego z m = 15. W wyniku pomiaru zaobserwowaliémy warto$é
y = 3. Prosta analiza pozwala wyznaczy¢ wiarygodnosciowy przedzial ufnosci dla parametru 6.
Poniewaz przestrzen Vp parametru 6 wynosi Vp = (0,1), zatem latwo pokazaé, ze dla ¢ = 0,01,
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¢ = 0,1 oraz ¢ = 0,5 mialby on realizacje odpowiednio (0,019;0,583), (0,046;0,465) oraz
(0,098;0,337). Wida¢, ze wraz ze wzrostem wartosci ¢ przedzial wiarygodnosci zaciesnia sie
wokot wartosci oszacowania punktowego 6 = y/m = 1/5 parametru 6, i nic dziwnego, bo wzrost
wartosci ¢ oznacza akceptowanie jako mozliwych do przyjecia tylko takich modelowych wartosci
parametru 6, ktére gwarantuja wystarczajaco wysoka wiarygodnosé probki.

Powyzszy przyktad pozwala nabyé pewnej intuicji co do sensu stosowania ilorazu funkcji wiary-
godnosdci. Mianowicie w Swietle otrzymania w pomiarze okreslonej wartosci y/m oszacowujacej
parametr 6, jesteSmy sktonni preferowac¢ model z taka warto$cia parametru 6, ktora daje wicksza
wartoscia (logarytmu) ilorazu wiarygodnosci P(y|0)/ P(y|é) Zgodnie z podejsciem statystyki
klasycznej nie oznacza to jednak abymy uwazali, ze parametr 6 ma jakis rozktad. Jedynie wobec
niewiedzy co do modelowej (populacyjnej) wartosé parametru 6 preferujemy ten model, ktory
daje wieksza wartos¢ ilorazu wiarygodnosci w probce.

1.1.1 Weryfikacja hipotez z wykorzystaniem ilorazu wiarygodnosci

Funkcje wiarygodnosci mozna réwniez wykorzystaé¢ w celu weryfikacji hipotez statystycznych,
drugiego typu wnioskowania statystycznego. Rozwazmy prostg hipoteze zerowa Hy : 0 = 0y
wobec ztozonej hipotezy alternatywnej Hy : 0 # 0. W tym celu wprowadZzmy unormowanag
funkcje wiarygodnogci:

P (y|6o) (1.18)

P (9)
skonstruowang przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej. Hipoteze zerowa odrzucamy na
rzecz hipotezy alternatywnej, jesli jej wiarygodnosé jest “za mata”. Sugeruje to, ze zlozona hipo-
teza alternatywna zawiera pewna hipoteze prosta, ktoéra jest lepiej poparta przez otrzymane w
probce dane niz hipoteza zerowa.
Jak o tym wspomnieliémy powyzej, np. 5%-owy poziom wiarygodnosci, nic sam w sobie nie
moéwi o frakeji liczby przedziatow wiarygodnosci pokrywajacych nieznang wartosé szacowanego
parametru. Potrzebne jest wyskalowanie ilorazu wiarygodnosci. Réwniez dla weryfikacji hipotez
skalowanie wiarygodnosci jest istotne. Stwierdziliémy, ze takie skalowanie jest mozliwe wtedy
gdy mamy do czynienia z jednoparametrowym przypadkiem rozktadu Gaussa, a przynajmniej z
przypadkiem wystarczajaco regularnym.
W przypadku jednoparametrowego, regularnego problemu, skalowanie poprzez wykorzystanie
statystki Wilka stuzy otrzymaniu empirycznego poziomu istotnosci p. Z wzoru (1.12) otrzymu-
jemy wtedy przyblizony (a dokladny dla rozkladu normalnego) empiryczny poziom istotnosci:

p="P(xi>—-2Inc) . (1.19)

Definicja ta oznacza, ze istnieje typowy zwiazek pomiedzy stosunkiem wiarygodnosci a empi-
rycznym poziomem istotnosci, podobnie jak to jest dla relacji pomiedzy poziomem ufnosci 1 — «
a poziomem istotnosci o w analizie czestotliwo$ciowej. Zatem w przypadku jednoparametrowego
rozktadu normalnego mozemy wykorzystaé¢ empiryczny poziom istotnosci p do okreslenia intere-
sujacej nas warto$ci parametru obciecia c.

Jednakze podobne skalowanie ilorazu wiarygodnosci okazuje sie by¢ znacznie trudniejsze juz cho-
ciazby tylko w przypadku dwu-parametrowego rozktadu normalnego, gdy obok 6 estymujemy o2
[13]. Wtedy okreslenie co oznacza sformulowanie ,zbyt mala” wartos¢ ¢ jest dos¢ dowolne i
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zalezy od rozwazanego problemu lub wczesniejszej wiedzy wynikajacej z innych Zrédet niz pro-
wadzone statystyczne wnioskowanie. Wybér duzego parametru obciecia ¢ spowoduje, ze istnieje
wieksze prawdopodobienistwo popetnienia bledu pierwszego rodzaju polegajacego na odrzuceniu
hipotezy zerowej w przypadku, gdy jest ona prawdziwa. Wyboér malego ¢ spowoduje zwiekszenie
popelnienia bledu drugiego rodzaju, tzn. przyjecia hipotezy zerowej w sytuacji gdy jest ona
btedna.

1.2 MNW w analizie regresji

Analiza zawarta w calym Rozdziale 1.2 oparta jest na przedstawieniu metody MNW w ana-
lizie regresji klasycznej w pracy Kleinbauma, Kuppera, Mullera i Nizama [14] oraz eleganckim
opracowaniu Mroziakiewicz [15]. W metodzie regresji klasycznej, estymatory parametrow struk-
turalnych modelu regresji sa otrzymane arytmetyczna metoda najmniejszych kwadratow (MNK).
Zmienne objasniajace x;, i = 1, ..., N w regresji klasycznej nie maja charakteru stochastycznego,
co oznacza, ze eksperyment jest kontrolowany ze wzgledu na te zmienne. MNW polega na mini-
malizacji sumy kwadratéw odchyleri obserwowanych wartosci zmiennej objasgnianej od ich warto-
Sci teoretycznych speliajacych réwnanie regresji. MNK ma znaczenie probabilistyczne tylko w
przypadku analizy standardowej, gdy zmienna objasniana ma rozkltad normalny. Jej estymatory
pokrywaja sie wtedy z estymatorami MNW. Istotnie, tatwo zauwazy¢, ze tak sie sprawy maja:
Zalozmy, ze zmienne (Y7, Y5, ..., Yy) odpowiadajace kolejnym wartoSciom zmiennej objasnianej
sa wzgledem siebie niezalezne, maja rozklad normalny ze $rednia p; = E (Y |x;) = E(Y;) za-
lezng od wariantu zmiennej objagniajacej x;, oraz (na ogét) taka sama wariancja o(Y;) = o(Y).
Funkcja wiarygodnosci (dla probki (yi,ys, ..., yn)) dla normalnego klasycznego modelu regres;ji
ma postac:

Py) = Hf(yi,ui):H\/;r?eXP{—%iQ(%-M)Z}

= Wexp{—l' (%’-Mi)Q}- (1.20)

Widaé, ze maksymalizacja P(ju;) ze wzgledu na (u;)Y, pociaga za soba minimalizacje sumy
kwadratow reszt (SKR)!

SKR=> (yi— ), (1.21)
=1

gdzie p; = E (Y |x;) jest postulowanym modelem regresji. Zatem w standardowej, klasycznej
analizie regresji, estymatory MNW pokrywaja sie z estymatorami MNK. Widaé¢, ze procedura
maksymalizacji dla SK R prowadzi do liniowej postaci estymatoréw fi; parametrow p;.

Jednak rozwiazanie uktadu rownan wiarygodnosci (1.3) jest zazwyczaj nietrywialne. Jest tak,
gdy otrzymany w wyniku ekstremizacji uktad algebraicznych réwnan wiarygodnosci na esty-
matory jest nieliniowy. W konsekwencji mozemy nie otrzymac zwartej analitycznej postaci es-
tymatorow. Przyktadem moze by¢ analiza regresji Poissona, w ktorej do rozwiazania rownari
wiarygodnosci wykorzystujemy metody iteracyjne. W takich sytuacjach na ogét odwotujemy sie

'SSE w literaturze angielskiej.
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do programéw komputerowych dla analizy statystycznej (np. SAS). Po podaniu postaci funkeji
wiarygodnosci program komputerowy dokonuje jej maksymalizacji rozwiazujac uktad (1.3) np.
metoda R-Newtona [13, 15] i liczac numerycznie wartosci estymatoréow parametréw modelu.

Funkcja (logarytmu) ilorazu wiarygodnosci jest rowniez wykorzystywana w analizie regresji dla
przeprowadzania testow statystycznych dla weryfikacji hipotez o istotnosci rozszerzenia modelu
mniej ztozonego, tzw. “nizszego”, o mniejszej liczbie parametréow, do bardziej ztozonego modelu
“wyzszego”, posiadajacego wieksza liczbe parametrow. Statystyka wykorzystywana do tego typu
testow (zwiazana z pojeciem dewiancji D [14, 13, 16]) ma postac:

P (o)

e (e)

(1.22)

gdzie P (y](i)l) jest maksymalizowana warto$cia funkcji wiarygodnosci dla modelu mniej zto-

zonego, a P (y|@2) dla modelu bardziej ztozonego. Przy prawdziwosci hipotezy zerowej Hy o
braku koniecznosci rozszerzania modelu nizszego do wyzszego, statystyka (1.22) ma asympto-
tycznie rozktad x? z liczba stopni swobody réwna roéznicy liczby parametréw modelu wyzszego i
nizszego.

Maksymalizowana warto$¢ funkcji wiarygodnosci zachowuje sie jak wspotczynnik determinacji
R? [14, 15], tzn. roénie wraz ze wzrostem liczby parametréw w modelu, zatem wielkogé pod loga-
rytmem nalezy do przedziatu (0,1) i statystyka (1.22) przyjmuje wartosci z przedziatu (0, 4+00),
stad (asymptotycznie) zbior krytyczny dla Hy jest prawostronny. Im lepiej zatem model wyzszy
dopasowuje sie do danych empirycznych w stosunku do modelu nizszego, tym wieksza jest warto$é
statystyki ilorazu wiarygodnosci (1.22) i wieksza szansa, ze wpadnie ona w przedzial odrzucen
dla hipotezy zerowej Hp, ktory lezy w prawym ogonie wspomnianego rozktadu x? [14, 15].

1.2.1 Dewiancja jako miara dobroci dopasowania. Przyklad rozkladu Pois-
sona.

Rozwazmy zmienna losowa Y posiadajaca rozklad Poissona. Rozklad ten jest wykorzysty-
wany do modelowania zjawisk zwigzanych z rzadko zachodzacymi zdarzeniami, jak na przyktad
z liczba rozpadajacych sie niestabilnych jader w czasie t czy liczba wypadkéw samochodowych
majacych miejsce w pewnej okolicy w ciggu roku. Ma on postaé:

p(Y:y\,u) - o oraz y=0,1,...,00, (1'23)
Y.

gdzie p jest parametrem rozktadu. Zmienna losowa podlegajaca rozktadowi Poissona moze przy-
ja¢ tylko nieujemna warto$é¢ catkowita. Rozklad ten mozna wyprowadzi¢ z rozktadu dwumia-
nowego, badz wykorzystujac rozklady Erlanga i wykladniczy [11]. Rozktad Poissona posiada
pewna interesujaca wlasciwosé statystyczng, mianowicie jego wartos¢ oczekiwana, wariancja i
trzeci moment centralny sa rowne parametrowi rozkladu pu:

E(Y)=0"(Y)=pz=p. (1.24)
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Aby pokazaé¢ dwie pierwsze réwnosci w Eq.(1.24) skorzystajmy bezposrednio z definicji odpo-
wiednich momentoéw, otrzymujac:

Ye—H _ y
E(Y)= Zfoy PV =y = Eoto "5 = e X% gty
=e luzy 1(y 1)':€_u“2loioﬁ—€ Mueuzu’

oraz, korzystajac z powyzszego:

o?(Y)=E(Y?) - [E (Y)]2 =E(Y?) —p2 =002 p(Y =y;p) — i
Ye—H Yy _ l

=Y e = e Nyt = e S (1) -

=e ”u[ l:OlT"i_e}_,U« = e Fp [efp+ et — p? = (p® +p) — p® =p.

Cwiczenie: Pokaza¢ Eq.(1.24) dla trzeciego momentu.

Rozwazmy model regresji dla zmiennej objasnianej Y (tzw. odpowiedzi) posiadajacej rozktad
Poissona. Zmienne Y;, i = 1,2, ..., N posiadaja wiec réwniez rozktad Poissona i zaktadamy, ze sa
parami wzajemnie niezalezne. Zatem (Yl)f\;l tworzy probe prosta. Niech X jest zmienna obja-
$niaja (tzw. czynnikiem) kontrolowanego eksperymentu, w ktorym X nie jest zmienng losowa,
ale jej zmiana, jest rozwazana jako mozliwa przyczyna warunkujaca nielosowa zmiane wartosci
zmiennej Y. Oczywiscie czynnikow X1, Xo, ... X} moze byé¢ wiecej.

Ignorujac zalezno$¢ zmiennej Y od czynnikow Xy, Xo, ... Xy, rozwazamy tzw. model podstawowy.
Dla rozktadu (1.23) i proby y = (Y;)Y,, funkcja wiarygodnosci ma postac:

X e (T )esp (-2
P (ylp) = 'uzy, = N ’ (1.25)
i=1 it Hz‘:l Y;'

tzn. jest wyrazona jedynie jako ogolna funkcja zbioru parametrow p = (i, po, ..., un), gdzie

wi = E(Y;). Rozwazmy uklad rownan MNW:

8?1; InP(ylp))=0, i=1,2,..,N. (1.26)

Dla funkcji wiarygodnosci (1.25) otrzymujemy:

In P (ylp) = ZYIHM Z,ul ZlnY' (1.27)

Zatem rozwiazanie uktadu (1.26), daje:
==Y, i=1,2..,N, (1.28)

jako estymatory modelu postawowego. Zatem funkcja wiarygodnosci (1.25) modelu podstawo-
wego przyjmuje w punkcie p zadanym przez estymatory (1.28) wartos¢ maksymalna:

(Hz]\il YzYZ> exp (‘ Zz]il Y,)
[T, vi!

gdzie zastosowano oznaczenie i = (fi1, fi2, ...[AN).

P(ylp) =

: (1.29)
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1.2.2 Analiza regresji Poissona.

Niech zmienna zalezna Y reprezentuje liczbe zliczeri badanego zjawiska (np. przypadkow
awarii okreslonego zakupionego sprzetu), otrzymana dla kazdej z N podgrup (np. klienckich).
Kazda z tych podgrup wyznaczona jest przez komplet wartosci zmiennych objasniajacych x =
(X1, Xo,..., Xx) (np. wiek, poziom wyksztalcenia, cel nabycia sprzetu). Zmienna Y; okresla
liczbe zliczen zjawiska w i-tej podgrupie, ¢ = 1,2,..., N. W konkretnej probce (}/z)i\il = (yz)f\il
Niech z; = (X1, Xo4, ..., Xki) oznacza zbior wartosci jednego wariantu zmiennych (X7, Xo, ..., Xi),
tzn. dla jednej konkretnej podgrupy .

Rozwazmy nastepujacy model regresji Poissona?:

wi=EY;)=b;r(x;,8), i=1,2,..,N, (1.30)

opisujacy zmiane wartosci oczekiwanej liczby zdarzen Y; (dla rozkladu Poissona) wraz ze zmiana
wariantu x;. Funkcja regresji po prawej stronie (1.30) ma dwa czynniki. Pierwszy funkcyjny
czynnik funkcji regresji, r (x;, 3), opisuje tempo zdarzen okreslanych mianem porazek w i-tej pod-
grupie (tzn. jest czestoscia tego zjawiska), a co za tym idzie r (z;, 8) > 0, gdzie 8 = (5o, B1, ---, Bk)
jest zbiorem nieznanych parametrow tego modelu regresji. Natomiast drugi czynnik ¢; jest wspot-
czynnikiem okreslajacym dla kazdej i-tej podgrupy (np. klientow) skumulowany czas prowadze-
nia badan kontrolnych dla wszystkich jednostek tej podgrupy. Poniewaz funkcja regresji® r (z;, 8)
przedstawia typowa liczbe porazek na jednostke czasu, zatem nazywamy ja ryzykiem.

Uwaga o postaci funkcji regresji: Funkcje 7 (z;, 8) mozna zamodelowa¢ na roézne sposoby [13].
Wprowadzajac oznaczenie:

k

=B+ ) B X (1.31)

j=1

r (z;, 8) ma rozng posta¢ w zaleznosci od typu danych. Moze mieé¢ ona posta¢ charakterystyczna
dla regresji liniowej (wielokrotnej), r (z;, 5) = A}, ktora stosujemy szczegdlnie wtedy gdy zmienna
Y ma rozklad normalny. Postac r (x;5) = 1/} jest stosowana w analizie z danymi pochodzacymi
z rozkladu exponentialnego, natomiast r (z;, 8) = 1/(1 + exp(—A})) w modelowaniu regresji
logistycznej dla opisu zmiennej dychotomicznej [14, 13].

W regresji Poissona uzyteczna jest nastepujgca postaé funkcji regresji:

k
r(zi, B) = exp(\)), A =B+ Y BiXi. (1.32)

j=1
Ogolniej] mowiac analiza regresji odnosi sie do modelowania wartosci oczekiwanej zmiennej za-
leznej (objasnianej) jako funkcji pewnych czynnikéow. Postaé¢ funkeji wiarygodnosci stosowanej
do estymacji wspolczynnikoéw regresji § odpowiada zatozeniom dotyczacym rozktadowi zmien-
nej zaleznej. Tzn. zastosowanie konkretnej funkcji regresji r(x;, 8), np. jak w (1.32), wymaga
okreslenia postaci funkcji czestosci r(x;, 5), zgodnie z jej postacia dobrang do charakteru losowej

W ogoélnosci zachodzi zwiazek: i = E (Y;) = lir (x4, B) = €; At X (24, B), gdzie At jest przedzialem czasu, a
A (i, B) tzw. funkcja intensywnosci. W przedstawionej analizie przyjeto At = 1 i dlatego utozsamiamy funkcje
ryzyka r (z;, 8) z funkcja intensywnosci.

3Cgzynnik r (x;, 8) nazywany dalej funkcja regresji, chociaz wlasciwie nazwa ta odnosi sie do calej E (V).
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zmiennej przy ktorej generowane sa dane w badanym zjawisku. Na ogot przy konstrukeji r(z;, 3)
pomocna jest uprzednia wiedza dotyczaca relacji miedzy rozwazanymi zmiennymi.

e
A e M, 4 =1,2,...,N,

zatem dane Y; = 0,1,...,00dlai=1,2,..., N sa generowane z rozkladéw warunkowych:

Poniewaz Y; ma rozklad Poissona (1.23) ze $rednia u;, p(Yi|p) =

Gir (2, B) Y _ (s
p(vil) = L EEILE it (1.33)
wokot funkcji regresji, (1.30), p; = €;r(x, ), dla i = 1,2,..., N. Funkcja wiarygodnosci dla

analizy regresji Poissona ma wiec postac:

N

N Y —l;r(x;
(&T(:Ui,ﬁ)) i g—LiT(z,0)
p(YilB) =
Hrio=11

P (y|B) 1l Y

[T (G (0, 8) exp |- S, v (24, 6)
— . (1.34)
IT5, v

Aby w praktyce postuzy¢ si¢ funkcja regresji r(x;, ) bedaca okreslona funkcja zmiennej A* = o+
Z?:l BjX;i, parametry (o, 31, ..., i, muszg by¢ oszacowane. Estymatory MNW, Bos Br, .- Br,
tych parametrow otrzymuje sie rozwigzujac k + 1 rownar wiarygodnosci:

ilnP(y[ﬁ) =0, 7=0,1,2,...,k. (1.35)

95,
W przypadku regresji Poissona P (y|3) jest okreslona zgodnie z (1.34). Zauwazmy, ze dla roz-
ktadu Poissona zachodzi zgodnie z (1.24) oraz (1.30), 02 (Y;) = E (Y;) = £; 7 (xi, B), co oznacza,
ze wariancja o (Y;) zmiennej objasnianej nie jest stata lecz zmienia sie jako funkcja €; oraz x;,
wchodzge w analize z réznymi wagami wraz ze zmiang wariantu i. Poniewaz uktad (1.35) jest na
ogol rozwiazywany iteracyjnymi metodami numerycznymi [14], a wariancja o2 (Y;) jest réwniez
funkcja B, zatem na kazdym kroku procesu iteracyjnego wagi te zmieniaja sie jako funkcja zmie-
niajacych sie sktadowych estymatora B Algorytmy takiej analizy okresla sie og6élnym mianem
algorytmoéw najmniejszych kwadratéw* iteracyjnie wazonych (IRLS) Rézne programy do analiz
statystycznych, w tym SAS wykorzystujacy procedure PROC GENMOD, moga byé¢ uzyte do
znajdowania estymatorow 3 MNW dla funkcji wiarygodnosci (1.34). Rowniez macierz kowa-
riancji MNW estymatorow® V(,@’) oraz miary dobroci dopasowania modelu, takie jak oméwiona
ponizej dewiancja, moga by¢ otrzymane przy uzyciu tego typu programéw.

Maksymalna warto$é¢ funkeji wiarygodnosci P (y|u) wyznaczona w oparciu o (1.29) bedzie, dla
kazdego zbioru danych i dla liczby parametréow k& + 1 < N, wicksza niz otrzymana przez mak-
symalizacje funkcji wiarygodnosci (1.34). Jest tak, poniewaz w wyrazeniu (1.29) na funkcje

4Nalezy jednak pamietaé, ze zwrotu “najmniejszych kwadratow” nie nalezy tu braé¢ doslownie, gdyz metoda
najmniejszych kwadratéw ma sens jedynie wtedy, gdy rozktad zmiennej Y jest normalny.
®Ktora jest odwrotnoscia (macierzy) obserwowanej informacji Fishera (2.3) [13]:

V(B)=iF(B). (1.36)
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wiarygodnosci modelu podstawowego nie narzuca sie zZadnych ograniczen na postac p;, nato-
miast (1.34) wymaga aby p; = ;1 (x4, 5).

Zgodnie z powyzszym zdaniem, analize doboru modelu regresji mozna rozpoczaé¢ od postawie-
nia hipotezy zerowej wobec alternatywnej. W hipotezie zerowej wyr6éznimy proponowany model
regresji. Wybor modelu badanego oznacza wybor funkeji wiarygodnosci (1.34) z nim zwiazanej.
Stawiamy wiec hipoteze zerowa:

H() :,u,i:&ﬂ“(l'i,ﬂ),i:1,2,...,N, (137)

ktora odpowiada wyborowi modelu z funkcja wiarygodnosei (1.34), wobec hipotezy alternatyw-
nej:

Ha: p; nie ma ograniczonej postaci, i = 1,2,..., N | (1.38)

ktora odpowiada wyborowi modelu podstawowego zawierajacego tyle parametréow pu; ile jest
punktoéw pomiarowych, tzn. N, z funkcja wiarygodnosci (1.29).

Niech wiec P (y, B) jest maksymalna wartoscia funkcji wiarygodnosci okreslona jak w (1.34).
Oznacza to, ze w miejsce miejsce parametrow 5 = (S, b1, ..., Bx) podstawiono ich estymatory
B = (Bo, B, ..., Bk) wyznaczone przez MNW, jako te ktére maksymalizujg funkcje wiarygodnosci
(1.34). Podobnie rozumiemy funkcje wiarygodnosci P (y|ii) modelu podstawowego.

Poniewaz celem kazdej analizy jest otrzymanie mozliwie najprostszego opisu danych, model
wi = bir (z;, B) zawierajacy k + 1 parametrow [, bedzie uznany za dobry, jesli maksymalna
wartos¢ funkcji wiarygodnosci wyznaczona dla niego, bedzie prawie tak duza, jak funkcji wia-
rygodnosci dla nie niosgcego zadnej informacji modelu podstawowego, z liczbg parametrow p;
rowna licznie punktow pomiarowych N. Sformulowanie ,prawie tak duza’ oznacza, ze wartosé
funkcji wiarygodnosci P y\B) nie moze by¢ istotnie statystycznie mniejsza od P (y|i). Za-
sadniczo powinno to oznaczaé, ze musimy poda¢ miary pozwalajace na okreslenie statystycznej
istotnosci przy poshugiwaniu sie intuicyjnym parametrem obciecia ¢ (Rozdzial 1.1). Okazuje sie,
ze dla duzej proby miary typu (1.39) nabywaja cech pozwalajacego na budownie wiarygodno-
$ciowych obszaréw krytycznych nabywajacych charakteru standardowego (czestotliwosciowego).

Okreslmy statystyke typu ilorazu wiarygodnosci:

D (5) — 2l }Jz’%'!i)) (1.39)

nazywana dewiancjg (deviance) dla modelu regresji, w tym przypadku dla modelu Poissona z
okreslona postacia p; = ¢;r (x4, f). Shuzy ona do badania dobroci dopasowania modelu z zadana
postacia p; = €;r (z;, 5) w stosunku do modelu podstawowego, bez narzuconej postaci na p;, tzn.
do stwierdzenia, czy P (y| B jest istotnie mniejsza od P (y|fi), sugerujac w ten sposob istotnie
statystyczny brak dopasowania badanego modelu u; = ¢;r (z;, 8), do danych empirycznych. Jak
pokazemy ponizej dewiancja moze by¢ rozumiana jako miara zmiennosci reszt (tzn. odchylenia
warto$ci obserwowanych w probie od wartosci szacowanych przez model) wokdt linii regresji.
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Przy prawdziwosci hipotezy Hy : p; = {;r (z;, 3), rozklad dewiancji D (B) dla regresji Pois-
sona, mozna asymptotycznie przyblizy¢ rozktadem chi-kwadrat (por. dyskusja w [13, 14]) z
N — k — 1 stopniami swobody.

Zatem statystyczny test dobroci dopasowania, tzn. nie wystepowania braku dopasowania ba-
danego modelu Hy : p; = 4;r (z;,3), w stosunku do modelu podstawowego, przebiega wiec w
modelu Poissona nast¢pujaco: Poréwnujemy otrzymana w probie wartosé statystyki D( 3 ) z war-
toscia krytyczna lezaca w prawym ogonie rozktadu chi-kwadrat (o N —k—1 stopniach swobody).
Przyjecie przez D (B) wartosci rownej lub wickszej od krytycznej skutkuje odrzuceniem hipotezy
ZErowe;j.

Podana liczba stopni swobody dewiancji D (B) wynika z nastepujacego rozumowania. Zapiszmy

(1.39) w postaci:
D () +2mP (yl3) =2m P (yl) | (1.40)

co po skorzystaniu z (1.34) dla 8 = 3 ma postac:

N N N Y;
D (B) —i—QZ&-T <:1:Z,B) =2InP (y|ft) +21n (H Y;-!) —21In (H (Zir <x1,3>> l) . (1.41)
i=1 i=1

=1

Mozna zauwazy¢, ze prawa strona tego réwnania ma N-stopni swobody. Istotnie, ze wzgledu
na (1.28)%, 4 = () = (Y;), i = 1,2,..., N, liczba niezaleznych zmiennych po prawej strony
powyzszego roéwnania, ktorych wartosci trzeba okresli¢ z eksperymentu wynosi N. Natomiast
drugi sktadnik po lewej stronie ma liczbe stopni swobody rowna k41, co jest liczba estymatorow
parametrow strukturalnych B modelu regresji, ktorych wartosci trzeba okresli¢ z eksperymentu.
Poniewaz liczba stopni swobody po prawej i lewej stronie rownania musi by¢ taka sama, zatem

liczba stopni swobody dewiancji D(8) wynosi N — k — 1.

Dewiancje dla hierarchicznych klas modeli moga stuzy¢ do budowy testéw stosunku wiarygodno-
ci. Zwroémy szezegbdlnie uwage na funkeje wiarygodnoscei (1.34) zawierajaca zbior parametrow
B = (bo, By, Bi) z dewiancjq D (B) dana wyrazeniem (1.39). Przypusémy, ze chcemy zwery-
fikowa¢ hipoteze o tym, ze k — r (gdzie 0 < r < k) ostatnich parametrow bedacych sktadowymi
wektora (8 jest rownych zero.

Hipoteza zerowa, o nieistotnosci rozszerzenia modelu wyzszego do nizszego, ma wtedy postac:

HQ : BT—FI = ﬁH_Q = ... = ﬁk =0 5 (142)
Hipoteza alternatywna H 4 moéwi, ze przynajmniej jeden z parametréw strukturalnych 8,41, Br12,
..., B jest roézny od zera.

Funkcja wiarygodnosci przy prawdziwosci hipotezy zerowej Hy, (1.42), ma postac taka jak w

(1.34), tyle, ze zastapiono w niej parametr [ parametrem Biry:

By = (Bo, B1, -+, Br; 0,0,...,0) gdzie liczba zer wymnosi k —1 . (1.43)

SW przyjetym przedstawieniu danych jak dla diagramu punktowego, N jest ogélnie liczba punktéw pomiaro-
wych (réwna liczbie wariantéw czy komorek). Tylko dla modelu podstawowego jest N réwniez liczba parametrow.
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Oznaczmy funkcje wiarygodnosci tego modelu jako P(y|B(y) a B jest estymatorem MNW
wektorowego parametru (), wyznaczonym przez rozwiazanie odpowiadajacego mu uktadu réw-
nait wiarygodnosci (oczywiscie dla niezerowych parametréow fo, f1, ..., 8r). Estymator 3 =

(BO, 31, . Br; 0,0,..., O) maksymalizuje funkcje wiarygodnosci P (y]ﬁ(r)).

Test ilorazu wiarygodnosci dla weryfikacji hipotezy Hy przeprowadzamy postugujac sie staty-
styka statystykq ilorazu wiarygodnosci:

P (yIB)

ktora przy prawdziwosci hipotezy zerowej ma asymptotycznie rozktad chi-kwadrat z k — r stop-

—2In (1.44)

niami swobody, co wida¢, zapisujac (1.44) jako réznice dewiancji:

M . P(y!ﬁm) M =D<5<r>> _D(5> , (1.45)

— H7+2H

P(yd) | P (y]) P (y]i)

i korzystjac z podobnej analizy jak dla (1.41).
Zatem, przy prawdziwosci hipotezy zerowej (1.42), ktora mozna zapisa¢ jako Hy : Br41 = Bri2 =

. = B = 0, réznica D(B(,)) — D(B) ma dla duzej proby w przyblizeniu rozktad chi-kwadrat z
k — r stopniami swobody.

Whiosek: Zatem, jesli uzywany regresji Poissona do analizowania danych empirycznych, modele
tworzace hierarchiczne klasy moga by¢ poréwnywane miedzy soba poprzez wyznaczenie statystyki
ilorazu wiarygodnosci (1.44), lub co na jedno wychodzi, poprzez wyznaczenie réznicy miedzy pa-
rami dewiancji dla tych modeli, pamietajac o wniosku jaki juz znamy z analizy dewiancji, ze 1m
model gorzej dopasowuje sie do danych empirycznych tym jego dewiancja jest wieksza.

1.2.2.1 Podobienstwo dewiancji do SKR analizy czestotliwos$ciowej

Warunkowe wartosci oczekiwane p; = E(Y;) = 4ir(x, 8), 1 = 1,2, ..., N, (1.30), sa w analizie
regresji przyjmowane jako teoretyczne przewidywania modelu regresji dla warto$ci zmiennej ob-
jasnianej Y;, zwanej odpowiedzia (uktadu). W probie odpowiadaja im oszacowania (oznaczone
jako) Yi, ktore w i-tej komorce sg nastepujaco:

Vi=tlir(z,B), i=1,2,..,N, (1.46)
zgodnie z wyestymowana postacia modelu regresji. Wykorzystujac (1.46) mozemy zapisaé de-
wiancje modelu (1.39) nastepujaco:

@ — _2In [T, V" exp E g% i%
T Z2ui=1"14

=

D (5) — 2 _
P (ylf) Hf\il Yzyl exp

= -2 (1.47)

N N N N
Y Yiln¥i -} Vi—) VilnYi+) Y
=1 1=1 i=1 1=1
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tzn:

D(B) zzzﬁ; [mn <§> - (Y—Y)] . (1.48)

Taka posta¢ dewiancji oznacza, ze D(B) zachowuje sie jak suma kwadratow reszt SKR =
ZZ (Y — Y) w standardowej wielorakiej regresji liniowej.

Podobienstwo to jest nastepujgce: Gdy dopasowywany model doktadnie przewiduje obserwowane
wartosci, tzn. Y, = Yi, i = 1,2,.., N wtedy, jak SKR w analizie standardowej, tak D(B)
analizie wiarygodnosciowej jest réwne zero [14, 17|. Z drugiej strony wartosé D(B) jest tym
wieksza im wieksza jest réznica miedzy wartosciami obserwowanymi Y; i przewidywanymi Y;
przez oszacowany model.

Uwaga: W analizowanym modelu Y;, i = 1,2,..., N sa niezaleznymi zmiennymi Poissona (np.
zmiennymi czestosci), natomiast wartosci Y; sg ich przewidywaniami. Gdy przewidywane wiel-

kosci maja rozsadna wartosé”, np. Y; > 3, i = 1,2,.., N, to statystyka (1.48) moze by¢ (dla
duzej proby) przyblizona statystyka chi-kwadrat, o postaci:

N ( -
XQZZ A : (1.49)

z N — k — 1 stopniami swobody [14].

"Zauwazmy, ze statystyka (1.49) moze mie¢ mylaco duza wartosé¢ gdy wielkosci Y; sg bardzo matle.
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1.3 Zasada niezmienniczoéci ilorazu funkcji wiarygodno$ci

7 powyzszych rozwazan wynika, ze funkcja wiarygodnosci reprezentuje niepewnosé dla usta-
lonego parametru. Nie jest ona jednak funkcja gestosci prawdopodobienistwa rozktadu dla tego
parametru. Pojecie takie byloby catkowicie obce statystyce klasycznej (nie wlaczajac procesow
stochastycznych). Inaczej ma sie sprawa w tzw. statystyce Bayesowskiej.

Aby zrozumie¢ réznice pomiedzy podejsciem klasycznym i Bayesowskim rozwazmy transformacje
parametru.

Rozwazmy eksperyment, w ktéorym dokonujemy jednokrotnego pomiaru zmiennej o rozktadzie
dwumianowym (1.5). Funkcja wiarygodnosci ma wiec postaé P(0) = Z 0*(1—0)"* z
parametrem n = 12. W pomiarze otrzymano = = 9. Testujemy model, dla ktorego 6 = 6, = 3/4
wobec modelu z 6 = 0 = 3/10. Stosunek wiarygodnosci wynosi:

( . ) (1~ 01)°
POL=3/1) _ = 173.774 (1.50)

I g
x 2\ T2

Dokonajmy hiperbolicznego wzajemnie jednoznacznego przeksztatcenia parametru:

1
b=1 (1.51)

Funkcja wiarygodnosci po transformacji parametru ma postaé ]5(1/)) — (" (L/Y)*(1=1/y)" ",
x

Wartosci parametru ¢ odpowiadajace wartosciom ¢y and 0 wynosza odpowiednio ©; = 4/3 oraz
e =10/3.

Latwo sprawdzi¢, ze transformacja (1.51) nie zmienia stosunku wiarygodnosci, tzn.:

P(r=4/3)  P(1=3/4) _
Blon —10/3) ~ P01 =3/10) 173.774 . (1.52)

Zatem wida¢, ze stosunek wiarygodnodci jest niezmienniczy ze wzgledu na wzajemnie jednoznacza

transformacje parametru. Gdyby transformacja parametru byta np. transformacja “logit” 1 =
In(f/(1 — 0)) lub paraboliczna ¥ = 62, to sytuacja réwniez nie ulegtaby zmianie. Roéwniez w
og6lnym przypadku transformacji parametru wlasnos$é niezmienniczo$ci stosunku wiarygodnosci
pozostaje stuszna. Oznacza to, ze informacja zawarta w probce jest niezmiennicza ze wzgledu na
wyboér parametryzacji, tzn. powinnismy by¢ w takiej samej sytuacji niewiedzy niezaleznie od tego
jak zamodelujemy zjawisko, o ile r6znica w modelowaniu sprowadza sie jedynie do transformacji
parametru. W omawianym przykladzie powinnismy réwnie dobrze moc stosowaé parametr 6,
jak 1/60, 62, czy In(6/(1 — 0)).

Natomiast sytuacja ma sie zupelnie inaczej w przypadku Bayesowskiego podejscia do funkcji
wiarygodnosci, w ktorym funkcja wiarygodnosci uwzglednia (Bayesowski) rozktad prawdopodo-
bienistwa f(f|z) parametru 6. Oznacza to, ze Jakobian transformacji  — ¢ parametru, mody-
fikujac funkcje rozktadu parametru, zmienia réwniez funkcje wiarygodnosci. Zmiana ta zalezy
od wartosci parametru, réznie zmieniajac licznik i mianownik w (1.50), co niszczy intuicyjng
wlasnosé niezmienniczosci ilorazu wiarygodnosci ze wzgledu na transformacje parametru [13].
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Rozdzial 2

Entropia wzgledna 1 informacja Fishera

Niech © = (él, ég, - ép) jest estymatorem MN'W wektorowego parametru © = (01,62, ...,6,),
otrzymanym po rozwiazaniu uktad rownan wiarygodnosci (1.3). Rozwiazanie to, jako maksyma-
lizujace funkcje wiarygodnosci, musi wypetniaé¢ warunek ujemnej okreslonosci formy kwadratowej

P 252 P
22 4,90, lo=0 M0 (2.1)

1=1 j=1

gdzie przyrosty Af;, Af; nie zeruja sie jednoczesnie. W przypadku skalarnym (tzn. jednego
parametru #) warunek ten oznacza ujemnosé¢ drugiej pochodnej logarytmu funkeji wiarygodnosci
w punkcie 6 = §. Wieksza wartosé fg—; In P (y|0) ‘9:6; oznacza wezsze maksimum In P w punkcie
0 = 0, tzn. wieksza krzywizne funkcji wiarygodnosci, a co za tym idzie mniejszg niepewnosé

okreslenia parametru 6.

2.1 Obserwowana i oczekiwana informacja Fishera

Poniewaz © moze by¢ w ogdlnosci parametrem wektorowym, wiec jako uogélnienie przypadku
skalarnego zdefiniujmy p X p-wymiarowa macierz:

2

0 0?In P
iF =———=nP =— = . 2.2

Jej wartos¢ w punkcie © = S (oznaczona po prostu jako iF):
iF = iF (é) : (2.3)

LW teorii wiarygodnosci odgrywa ona kluczowa

nazywamy obserwowang informacjq Fishera
role. Jako statystyka, czyli funkcja proby y = (y1, 2, ..., YN ), jej realizacja w probee jest macierza

liczbowa. 7 faktu wyznaczenia iF w punkcie estymatora MNW oznacza, ze jest ona dodatnio

"'We wspolczesnych wyktadach iF jest zazwyczaj zapisane jako:

F o dlnP(©) 01n P(O)
N 00,/ 90, '

(2.4)
Obie definicje, tzn. (2.4) oraz (2.2), prowadza do tych samych konkluzji, o ile [ d"y P(0) (9InP(0)/d6,) = 0.

Zasadnicza zaleta zdefiniowania iF poprzez (2.4) jest to, ze bardzo naturalne staje sie wtedy wprowadzenie tzw.
a-koneksji na przestrzeni statystycznej S [12].
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okreslona, natomiast z (2.2) wida¢, ze iF jest macierza symetryczna.

Jako przyktad ilustrujacy zwiazek wielkosci informacji Fishera (IF) z niepewnoscia oszacowania
parametru, rozwazny realizacje proby prostej y dla zmiennej Y posiadajacej rozktad N (9,02).
Zalozmy, ze wariancja o2 jest znana a estymowanym parametrem jest wartosé¢ oczekiwana 6 =
E (Y). Logarytm funkcji wiarygodnosci ma postac:

N
InP @__g] 21 . 0)2 2.5
WP 0) = —~ ot L3 (- 0) 25)
=1

skad funkcja wynikowa (1.4) jest rowna:

0

N
S(Q)Z%IHP@;Q):EZ(%—G):
i=1

N

o2

(5-0) . (2.6)
Rozwiazujac (jedno) rownanie wiarygodnosei otrzymujemy postaé estymatora parametru 6:
0=y (2.7)

natomiast obserwowana informacja Fishera (2.3) jest rowna:

A N
iF (9) =5 (2.8)
7 (2.7) oraz z klasycznej analizy wiemy, ze wariancja o2(0) = 02(3) = 02/N zatem:
A 1
iF(f) = —— . (2.9)
a?(0)

Otrzymalismy wiec wazny wniosek, ze wieksza obserwowana IF parametru 6 oznacza mniejsza
wariancje jego estymatora 6. Zwroémy uwage, ze powyzsze rOwnanie mozna zapisa¢ w postaci:

o2 (0)F () =1, (2.10)

bedace, jak sie okaze, dolnym ograniczeniem nieréwnosci Rao-Cramera.

Zdefiniujmy oczekiwana informacje Fishera nastepujaco:
I (6) = Eo (#(0)) = [ dyP(y/0) ¥(©). (2.11)
Y

Oznaczenie © w indeksie wartosci oczekiwanej mowi, ze © jest prawdziwg wartoscig parametru,
przy ktorej generowane sa dane y = (y1,y2, ..., YN ), hatomiast element rézniczkowy dy oznacza
dy = dVy = dyidys...dyx.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze istnieja znaczace réznice pomiedzy oczekiwana, a obser-
wowang informacja Fishera [13, 18]. Oczekiwana informacja Fishera I'r ma sens jako funkcja
dopuszczalnych (w jego przestrzeni) wartosci ©, natomiast (jak to wynika z MNW) obserwowana
informacja Fishera, iF(0), ma zasadniczo sens tylko w poblizu 0. Jako zwigzana z obserwowana
wartoscia wiarygodnosci, iF odnosi sie do pojedynczego zestawu danych i zmienia sie od probki
do probki. Oznacza to, ze nalezy o niej mysle¢ jako o pojedynczej realizacji statystyki iF (@) W
probcee a nie jako o funkcji parametru ©. Natomiast oczekiwana informacja I jest srednia war-
toscia dla wszystkich mozliwych zestawdéw danych w calej przestrzeni proby generowanych przez
prawdziwa warto$¢ parametru. Zatem [r(©) jest nie tyle uzytecznym wskaznikiem informacji
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dla konkretnego zbioru danych, ile funkcja © méwiacg jak trudno jest estymowaé O, co oznacza,
ze parametr z wieksza [r wymaga mniejszej probki do osiagniecia wymaganej precyzji.

Kontynuujac rozwazany przykltad rozkladu normalnego z estymacja skalarnego parametru 6,
otrzymujemy po skorzystaniu z (2.8) oraz unormowania funkcji wiarygodnosci:

/P(y|9)dy 1 (2.12)

warto$¢ oczekiwanej IF dla parametru @ z rozktadu N (6, o?):
. N N
10(0) = [ 3 (6) Pulo)dy = [ 25 P(wioddy = (2.13)

2.1.1 Warto$¢ oczekiwana i wariancja funkcji wynikowej

Pokazmy, ze srednia funkcji wynikowej, tzn. gradientu log funkcji wiarygodnosci jest réwna
Zero,:

EgS(©)=0 (2.14)

Istotnie,
Fos(©) = [arwie)s©) = [ar o) (z5mnrle)

K
= /dyP(y!9)%;é)@) Z/dyaégP(y!@) = C%/P(yI@) dy =0, (2.15)

gdzie skorzystano z interpretacji funkcji wiarygodnodci jako tacznego rozktadu prawdopodobien-
stwa i jej unormowania do jednosci a zakres catkowania obejmuje cata przestrzen proby y. W
przypadku gdy pierwotna zmienna y jest dyskretna, powyzszy dowod przebiega podobnie.
Warunek dla wyciagniecia rézniczkowania po parametrze przed znak calki oznacza spelnienie
zadania aby rozktad P (y|©) byl wystarczajaco gtadki jako funkcja © [13]. Oznacza to, ze ©
nie moze by¢ brzegowa wartoscia, tzn. istnieje taka funkcja g (y), dla ktorej [ g (y) dy jest skori-
czona, ze |OP (y|©)/00]| < g (y) dla 9P /0O traktowanej jako funkcja y w sasiedztwie prawdziwej
wartosci parametru © [13]. Zauwazmy réwniez, ze przy odpowiednim warunku regularnosci:

0?2 0?2
[ sesP ey =555 [ Pwi©)dy=0 (2.16)

Zachodzi Twierdzenie: Zakladajac warunek regularnosci pozwalajacy na wyciagniecie réznicz-
kowania po parametrze przed znak calki, mozna pokazaé¢, ze wariancja funkcji wynikowej jest
rowna oczekiwanej IF:

0265 () = Ip(0) . (2.17)

Zauwazmy, ze macierz informacji Ir(0) jest p x p macierza kowariancji, co oznacza, ze jest ona
nieujemnie okreslana?.

2Dla dowolnego wektora a = (a1, ...,a,)" € RP oraz macierzy kowariancji C' = E ((Z —E(2)(z-E2Z)" ),
gdzie Z jest p-wymiarowym wektorem losowym, zachodzi a” E [(Z - E(2))(Z - E(Z))T] a=a"EWW")a
=E[(@" W)’ =0¢>(a"W) >0, gdzie W = Z — E(Z) i E(W) =0, tzn. macierz C jest nieujemnie okreslona.
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Dowod twierdzenia (2.17). Korzystajac z (2.14) otrzymujemy:

%65 (0) = / (5(0) — EoS (0))* P (4]0) dy (2.18)

- [sErroeas- [ (;ammmm)zp(y@)dy

— /K;@P(y\@)) /P(y@)]QP(y|®)dy=/ {%P(m@)r/ﬂy@)dy.

Natomiast korzystajac z (2.16) otrzymujemy:

2
11(0) = Eaw(®) = [y (16) %(6) = - [ arP416) (5P 0))
0 0

= - [wruior s [(agrue) Puio)

-~ (@52 W19)) P1©) + (35 P (41€))’]
(P (y16))’

= /dy [(%P(yl@)r/fj(y\@) (2.19)

~ [awrule)

co porownujac z (2.18) konczy dowdd twierdzenia (2.17).
Przy okazji z (2.19) wida¢, ze przy spelnieniu wspomnianych wtasnosci regularnosci, zachodzi:

iw©) = - [arue (f(;lnmy@)): [ awpwie) {fglnmy\e)r. (2.20)

Powyzej otrzymane twierdzenia, (2.14) oraz (2.15), sa stuszne dla ogolnego przypadku wektoro-
wego, wiec i z jednym parametrem tzn. skalarnego.

W koticu z (2.20) otrzymujemy dla dowolnego N-wymiarowego wektora v = (v, va, ..., vp) L
P P P

v Ip(O)v :Z Zvigij(G)vj :/ydyP(y\@){Z(viﬁi In P(©)) Z(aj In P(©)v;)} >0, (2.21)
i=1j=1 i=1 j=1

co oznacza, ze Irp(0©) jest dodatnio potokreslona [13], jak to zaznaczyliémy ponizej (2.17). Jednak
w teorii pola interesuje nas zaostrzenie warunku (2.21) do wtasnosci dodatniej okreslonosci. W
Rozdziale 2.2 zwrocimy uwage na fakt, ze macierz informacyjna (gi;) = Irp(©) okresla metryke
na przestrzeni statystycznej S. Jak to wynika z (2.17), w teorii pola z ciaglymi rozkladami (co
pociaga za soba ciaglosé¢ rozktadu funkeji wynikowej na calej przestrzeni proby), macierz infor-
macyjna Ir(0) jest okreslona dodatnio.

Zatem: w teorii pola z ciggtymi rozktadamsi metryka Fishera g;; jest okreslona dodatnio.
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2.2 Wstep do geometrii r6zniczkowej na przestrzeni statystycznej
i a-koneksja

Niech S = {py = p(y[9),9 = (9,)F_; € Vo} jest k-wymiarowym modelem statystycznym,
tzn. rodzing rozkladoéw prawdopodobieristwa parametryzowana przez k (nielosowych) zmiennych
o wartosciach rzeczywistych (9,,)5_; na Y (gdzie np. Y = R*). Mowimy, ze S jest k-wymiarowa
przestrzenia statystyczna. Zmienna losowa Y zdefiniowana na ) przyjmuje wartosci y. Wpro-
wadzmy oznaczenie £y = In P(d)) oraz 9; = 9/09'. Dla kazdego punktu 9, k x k-wymiarowa
macierz (g;;(¥})) o elementach:

015 = Bo(Dlodyly) = /y dy p(y|9) il(y|9)9,1(y19) | (2.22)

jest nazywana macierzg informacyjna Fishera na S w punkcie 9 [12]. Wielkosé Ey(.) oznacza
tutaj wartos$¢ oczekiwana, a calkowanie przebiega po calej przestrzeni ).

Przy zalozeniu spetnienia warunkow reguralnosci (poréwnaj (2.20)), macierz (g;;(¥)) moze zostaé
zapisana nastepujaco:

gij = —Ey(0;05ly) = —/ydyp(yﬁ) 0:0;In P(y|[1) . (2.23)

Wprowadzmy iloczyn wewnetrzny nazywamy metryka Fishera (,) na S, definujac go w uktadzie
wspohrzednych (9;)%_; poprzez zwiazek (9;,0;) = gi;. Metryka ta jest typu Riemanowskiego.

Wprowadzmy tez koneksje afiniczna, tzn. k% funkcji .9 (F(.a) )9, okreslonych na S, ktore

i,k i,k
kazdemu punktowi 9 przyporzadkowuja k% nastepujacych wspotezynnikow:

[e% 1-
()9 = Ey Kaiajeﬂ + ;‘aﬂﬁajzﬁ) akzﬁ] . (2.24)

W koncu wprowadzmy a-koneksje V(® na S zdefiniowana nastepujaco [12]:

(V§)0;,06) =T (2.25)
Koneksja o jest symetryczna. Mozna pokazaé, ze: V(@) = HTO‘V(D + PTQV(*D.
Z (2.22) oraz (2.24) mozna zauwazy¢, ze Oipgij = F,(C(Z).?j + I‘,(C(;.)’i,

metryczna ze wzgledu na metryke Fishera [12|. Jednak w ogolnosci dla « # 0, a-koneksja V¢

co oznacza, ze (-koneksja jest
nie jest metryczna.

Szczegbdlnym przyktadem jest tzw. rodzina eksponentialna rozkltadéw, ktora ma postac:
k
py = p(y;9) =exp |Cly) + Y I F(y)p(9)]| , (2.26)
i=1

gdzie ¥ sg tzw. parametrami kanonicznymi. Jest ona o = 1 - plaska, co oznacza, ze FE;)IC =0,
[12]. Wyro6znia ja fakt osiagania dolnego ograniczenia nieréwnosci Rao-Cramera [19]. Przyktadem
rozktadu z eksponentialnej rodziny jest rozktad normalny, dla ktorego C(y) =0, F1 =y, Fy =
2 191 T ,192 D

y bl 02 ) 20.2 . )

Inna klasa jest tzw. rodzina mieszanych rozkltadow py = p(y;v) = C(y) + Y. 9 Fi(y)v (),
gdzie g sg tzw. parametrami mieszanymi. Mozna pokazaé, ze przestrzen statystyczna rodziny
rozktadow mieszanych jest & = —1 - ptaska [12].

Modele o = 1 badz —1 plaskie odgrywaja szczegdlna role w modelowaniu statystycznym [13].
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2.3 Dolne ograniczenie Rao-Cramera

Zgodnie z powyzszymi uwagami, estymatory MNW maja asymptotycznie optymalne wtasno-
sci. Ponizszy rozdzial poswiecimy efektywnosci estymatora parametru. Estymator nazywamy
efektywnym (lub najefektywniejszym) gdy ma najmniejsza z mozliwych wariancji, jaka mozemy
uzyska¢ w procesie estymacji parametru. Dolnego ograniczenia na wariancje estymatora, czyli
wariancje estymatora efektywnego, podaje ponizsze twierdzenie Rao-Cramera. Jego sednem jest
stwierdzenie, ze osiagniecie przez estymator dolnej granicy wariancji podanej przez twierdzenie
Rao-Cramera oznacza, ze w klasie estymatoréw nieobciazonych, ktore spelniajg warunek regu-
larnosci (tzn. maja funkcje rozkltadu prawdopodobieristwa nie posiadajaca punktow nieciaglosci
zaleznych od estymowanego parametru ©), nie znajdziemy estymatora z mniejsza wariancja.

Twierdzenie Rao-Cramera (TRC): Niech T'(y) bedzie nieobciazonym estymatorem funkeji
skalarnego parametru g (6), tzn.:

EoT (y) = g (0) (2.27)

oraz niech Ir(0) bedzie informacja Fishera dla parametru § wyznaczonag na podstawie proby y.
Zaktadajac warunki regularnosci, otrzymujemy:

/ 2
2 lg' (0)]
02T (y) > L 2.28
W) =7 0 (2.28)
W szczegolnym przypadku gdy g(0) = 6, wtedy z (2.28) otrzymujemy nastepujaca postaé nie-
rownosci Rao-Cramera:
1

o?oT (y) = TW) . (2:29)
Wielkosé:
g OF |, dla g(6) =0 (2.30)

u

Ir (0) Ir (0)
nazywana jest dolnym ograniczeniem Rao-Cramera (DORC)3. Przypomnijmy, ze poniewaz sta-
tystyka T'(y) jest estymatorem parametru 6, wiec nie zalezy ona od tego parametru.

Uwaga: W przypadku gdy funkcja rozktadu zmiennej Y traktowana jako funkcja (estymowanego)
parametru # ma dla pewnych wartosci tego parametru punkty nieciagtosci, wtedy wariancja es-
tymatora parametru 6 wystepujaca po lewej stronie (2.29) moze okaza¢ si¢ mniejsza niz wartosé
po stronie prawej. Tego typu sytuacji nie bedziemy jednak rozwazali. Przeciwnie, zaktadamy, ze
funkcja rozktadu jest wystarczajaco gtadka, tzn. posiada rozwiniecie w szereg Taylora wystarcza-
jaco wysokiego rzedu (tzn. drugiego lub wiecej), w kazdym punkcie (pod)przestrzeni statystycz-
nej §. O ile nie podamy inaczej, to w dalszym ciagu zatozymy, ze rzad rozwiniecia Taylora jest
wystarczajaco wysoki [10], tzn. albo jest spelniony warunek analitycznosci funkcji rozktadu we
wszystkich estymowanych parametrach (wtedy S jest rozmaitoscia), albo funkcja rozktadu okre-
Slona w otoczeniu punktu p € S posiada jet J; (S, R) wystarczajaco wysokiego, cho¢ skoniczonego
rzedu r [20]. Istotna sprawa jest fakt, ze zbior wszystkich r-jetow funkcji w punkcie p tworzy
skoriczenie wymiarowa przestrzeii wektorowa, natomiast ich suma J"(S,R) = 7(S,R) jest

peS “p
wiazka wloknista nad S.

37 angielskiego Cram ér-Rao lower bound (CRLB).
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2.3.1 Dowdd TRC (wersja dowodu dla przypadku skalarnego)
Wspotcezynnik kowariancji liniowej Pearsona dla dwoch zmiennych losowych S(y) i T'(y) zde-
finiowany jest nastepujaco:

cov (S,T)
02(8)\/o2(T)

p(S,T) = (2.31)

Z klasycznej analizy statystycznej wiemy, ze p (S,T) € [—1,1], stad z (2.31) otrzymujemy:

2
2 |cov (S, T

T > ———F~— 2.32
ot (1) 2 (232)
Rownosé wystepuje gdy wspoétezynnik kowariancji liniowej Pearsona jest rowny 1, co zachodzi
gdy zmienne S i T sg idealnie skorelowane.
Niech teraz zmienna losowa S bedzie statystyke wynikowa S(0) = S(y|f). Pokazmy, ze cov (S(0),T) =
g'(0). Istotnie, poniewaz:

&P (ylo)
P(yl0)

/ae wlo)T aa/ (yl0)T *%EQT() q'), (2.33)

zatem poniewaz zgodnie z (2.17) zachodzi, 029S(0) = Ir(0), wiec wstawiajac (2.33) do (2.32)

cov (S(6). T(y)) = E (S / S(O)T(y) P(y]6)dy T(y)P(y]6)dy

otrzymujemy (2.28), co konczy dowdéd TRC.

Jako przyklad rozwazmy $érednia arytmetyczng §y = % Ef\i 1 Yi, ktora, zaktadajac jedynie iden-
tyczne rozklady zmiennych y; proby, jest (dla dowolnego rozktadu f(y) zmiennej y) nieobciazo-
nym estymatorem wartosci oczekiwanej E(y) = [y f(y)dy, tzn.

E(p) = / GP(y|0)dy = E(y) (2.34)

7 bezposredniego rachunku dla proby prostej otrzymujemy réwniez:

0.2
7 (0) = [0 B> POy =T (2.35)

gdzie o2 jest wariancja o%(y) zmiennej y.

Niech teraz zmienna pierwotna y ma rozktad normalny N (6, 0?). Latwo sprawdzié¢, ze E(y) = 0,
zatem 6 = y. Interesuje nas estymacja skalarnego parametru ¢ w probie prostej y. Jak juz wiemy,
srednia g jest tez estymatorem MNW parametru 6 wyznaczonym z réwnania wiarygodnosci
(1.3). W przypadku rozktadu normalnego warunek mozna sprawdzi¢ bezposrednio. Istotnie,
korzystajac z (2.6) oraz (2.13), otrzymujemy:

028 () = o* (i\; (g — 0)) = @;)2?5 = % =1Ir(0) . (2.36)

Widzimy wiec, ze dla zmiennych o rozktadzie normalnym wariancja sredniej arytmetycznej y =
T (y) jest zgodnie z (2.35) réwna o?/N. Jest to dolne ograniczenie Rao-Cramera (2.29), co
oznacza, ze Srednia arytmetyczna jest efektywnym estymatorem wartosci oczekiwane;j.
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2.3.2 Przypadek wieloparametrowy DORC

Gdy dokonujemy rownoczesnej estymacji p > 1 parametrow, wtedy funkcja wynikowa S(O)
jest wektorem kolumnowym (1.4), natomiast iF(©) czyli obserwowana IF w punkcie ©, oraz
wartoscia oczekiwana z iF(©) czyli Ir (por.(2.11)) sa p X p wymiarowymi macierzami.

Rozwazmy dwuparametrowy (p = 2) przyktad rozkladu normalnego. Niech yi,...,yn jest
realizacja proby prostej dla zmiennej Y o rozktadzie normalnym N (6,0). Wektor parametrow

przyjmujemy jako © = (6;)?_; = (u1,0). Funkcja wiarygodnosci proby ma wtedy postac:

N
1 2
In P (y|®) = —NIn(v2r 0) — - ; (i —w)*. (2.37)
Funkcja wynikowa z nia zwiazana jest réwna:
o] N (-
5; P (y|©) =y —n)
S (@) = au P (ea N - 5 7 (238)
( a%lnP(y]@) _%+ZL:1(§+N)

gdzie y = % Zf\; 1y jest érednig arytmetyczng w probie. Zatem postacie estymatorow MNW,
tzn. parametru wartosci oczekiwanej p oraz odchylenia standardowego o zmiennej Y, otrzymu-

jemy rozwiazujac uktad rownan wiarygodnosci:

N (7 —
2 \Y 1) 0
S (6) |®:é - < _N + Zf\le (Z?{i—/i)Q ) ’926 = ( 0 ) ) (239)

g

gdzie © = (f1,6) 1 rozwiazanie to ma postac:

N

- R 1 2

A=Y oraz &= N'El(yi—y). (2.40)
1=

Obserwowana informacja Fishera (2.2) w punkcie O wynosi wicc:

N 2N (— N
R N 2N (g — - 0
iF(0) = o’ 7 0~ ) S= 47 2.41
) (%ﬁ(g—u) AT e )T 0oy ) B

W koricu oczekiwana informacja Fishera jest rowna:

N
Ir (0) = EoiF (0) — ( o ~ ) . (2.42)

Poprzednio, dowodzac (2.14) okazalo sie, ze przy zalozeniu warunku reguralnosci, wartosé ocze-
kiwana na przestrzeni proby z funkcji wynikowej zeruje sie, tzn. EgS (©) = 0 i rezultat ten
jest stuszny dla ogodlnego przypadku wektorowego. Okazato sie tez (2.17), ze wariancja funkcji
wynikowej jest réwna IF, tzn. 025 (©) = Ix(©), co ma znaczenie dla dodatniej okreslonogci
metryki Fishera g;; w teorii pola. Przedstawione dowody dla wlasnosci (2.14) oraz (2.17) byly
ogdlne. Jako ¢wiczenie warto pokazaé, ze zachodza one dla (2.38) oraz (2.42) w powyzszym
przykladzie estymacji parametréow rozktadu normalnego.

Uwaga: Widzac powyzszy rozktad jako N (9, 02) i w konsekwencji przyjmujac wektor parame-
trow jako (u,0?), oraz przeprowadzajac analogiczny rachunek jak powyzej, mozna pokazaé, ze
estymator wartosci oczekiwanej ma postaé¢ i = g, czyli tak jak w (2.40), natomiast estymator
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wariancji wynosi o2 = % Zf\il (y; —7)%. W jego mianowniku wystepuje czynnik N a nie N — 1

jak to ma miejsce w przypadku nieobcigzonego estymatora wariancji. Estymator o2 nie jest tez
efektywny (tzn. nie posiada najmniejszej z mozliwych wariancji). Jednak wtasnosci te posiada
on asymptotycznie (dla N — o0), co jest charakterystyczne dla wszystkich estymatorow MNW
[11].

Uwaga: Ponizej pokazemy, ze wlaczenie do analizy dodatkowych parametréow ma (na ogol)
wplyw na wartos¢ IF dla interesujgcego nas, wyrdznionego parametru. Sytuacja ta jest ana-
logiczna do problemu inflacji wariancji estymatora parametru w analizie czestotliwosciowej [14].
Ponizej przedstawiona zostanie odnoszaca sie do tego problemu wieloparametrowa wersja twier-
dzenia o dolnym ograniczeniu w nieréwnosci Rao-Cramera (DORC).

Twierdzenie RC (wieloparametrowe): Niech T'(y) bedzie funkcja skalarng z wartoscia ocze-
kiwana:

EeT (y)=9(©) R, (2.43)

oraz Ip(©) niech bedzie oczekiwana informacja Fishera (2.11) dla © = (0;)?_, wyznacza na
przestrzeni proby y. Zachodzi wtedy nierownosé:

o’ (T) >a’I;* (©)a (2.44)

gdzie I;l jest macierzg odwrotna do macierzy informacyjnej Fishera Ir oraz

_ 9
~ 907

jest p-wymiarowym wektorem.

a

@), (2.45)

2.3.2.1 Przyklad wektorowego DORC

Jako ilustracje powyzszego wieloparametrowego Twierdzenia RC przedstawimy przyklad,
przyjmujac szczeg6olna postaé skalarnej funkeji g(0), o ktorej zaktadamy, ze jest liniowa funkcja
sktadowych 6; wektora parametrow [13]:

p
9(©)=a"0=> a;b;, (2.46)
1=1

gdzie a jest pewnym znanym wektorem o statych sktadowych a;, ktore nie zalezg od sktadowych
wektora ©. Zalozmy chwilowo, ze al = (1,0,...,0), tzn. jedynie a; # 0. Wtedy z (2.46)
otrzymujemy g (©) = 01, natomiast (2.44) w Twierdzeniu RC, o%¢ (T') > a’ 1" (©) a, przyjmuje
dla rozwazanego nieobciazonego estymatora 1" postaé:

o*(T) > [Iz' (©)],, = I} (©) , (2.47)

gdzie IH(©) oznacza element (1,1) macierzy I.' (©). Prawa strona nierownosci (2.47) podaje
dolne ograniczenie wariancji estymatora 7', pod warunkiem, ze #; jest wyrdznionym parame-
trem a wartosci pozostalych parametréow nie sa znane. Oznaczmy wewnetrzna strukture p x p-
wymiarowych macierzy Ir(©) oraz Ir(©)~! nastepujaco:

0 (0) = < Irin Ir2 ) (2.48)

Iro1 Ifp22
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oraz
11 712
171 (8) = ( b ) (2.49)
F F
gdzie Ipy; oraz I} = [I;l (0)] 11 (zgodnie z oznaczeniem wprowadzonym w (2.47)) sa liczbami,
Ipa, I# sa (p— 1) x (p — 1)-wymiarowymi macierzami, natomiast (IF12)1x (p—1)» (IF21)(p—1)x15
(1 }1?2)1><(p—1)7 (I%l)(p_l)xl odpowiednimi wierszowymi badZ kolumnowymi wektorami o wymiarze
(p—1).
Rozwazmy parametr 6. Jego informacja Fishera jest rowna Ip11 = Ip11 (01). Nie oznacza to
jednak, ze o (T) oraz Ir11 sa z soba automatycznie powiazane nieréwnoscig o2 (T) > 1/Ip11,
ktora jest stluszna na podstawie Twierdzenia RC (2.29). UdowodniliSmy ja bowiem tylko dla
przypadku parametru skalarnego (tzn. gdy tylko jeden parametr jest estymowany a reszta para-

metrow jest znana).
Okreslmy relacje pomiedzy (I};l)_l oraz I};l. Oczywiscie zachodzi:

- Irin Irpi2 It 12 1 0
Ip(©) - I:1(©) = L G e 2.50
F( ) F ( ) (IF21 Troo ) (I%l 1%2 0 1 ( )
zatem:

(Ir1)1x1 (TE)1x1 + (Tr12) 1 p-1) (T3 p-1)x1 = 1
-1 1
= (IF) " =Ipn + Ipdi (IF) (2.51)

(Ir21) (p-1)x1 TED1x1 + (Tr22) (p-1y x(o-1) TE ) p-1)x1 = (0)(p-1)x1
= Ilz;vl = — (122)_1 IF21I%‘1 (252)

skad otrzymujemy:
—1 _
(I = Iri1 — Ip1o (Ip22) ' Ipar - (2.53)

Poniewaz Iraz jest macierza informacyjna (dla parametréw 6, 03, ..., 0(,_1)), jest wigc zgodnie
z rozwazaniami ponizej (2.21) symetryczna i nieujemnie okreslona. Symetryczna i nieujemnie
okreslona jest zatem (Ipg2)~'. Poniewaz z symetrii macierzy I wynika Ip19 = (Ig91)?, zatem
ostatecznie forma kwadratowa g9 (ngg)_l Ip91 > 0, stad z (2.53) otrzymujemy:

1
(M=t <fpy = 1> o (2.54)
co zgodnie z (2.47) oznacza, ze:
1
o (T) > TH > — . (2.55)

Ir11

Zatem otrzymujemy, ze I},l daje silniejsze ograniczenie niz (Ir11)~!. Tzn. w przypadku estyma-
cji wieloparametrowe]j nalezy zastosowaé zwiazek o2 (T) > I}, (2.47), gdyz to wlasnie on jest
wlagciwy na podstawie wieloparametrowego Twierdzenia RC. Zastosowanie o2 (T) > 1/Ip11, tak
jak bysmy mieli do czynienia z przypadkiem skalarnym, btednie zaniza wartos¢ dolnego ograni-
czenia na o2 (T).
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Uwaga: W “statycznie” ukierunkowanej analizie statystycznej wielkosé (I},})*l jest interpre-
towana jako informacja Fishera dla 61 — jednak w treSci skryptu odstapimy od tej nazwy.
A mianowicie w analizie ukierunkowanej na estymacje “dynamiczng’, tzn. generujaca réwnania
rozniczkowe dla rozktadéw, okazuje sie za bardziej uzyteczne nazwaé (Il};l)_1 po prostu dolnym
ograniczeniem RC na wariancje estymatora parametru 6; w sytuacji gdy pozostale parametry
sa nieznane (tzn. trzeba je estymowaé z proby rownoczesnie z 61). Natomiast Ip11 bedziemy
nazywali, zgodnie z tym jak to uczynilismy, informacjq Fishera parametru 61, i to niezaleznie od
tego czy inne parametry sa rOwnoczesnie estymowane, czy tez nie.

Uwaga: Nalezy pamietaé, ze estymujagc parametr 67 nalezy by¢ swiadomy faktu wystepowa-
nia réwnoczesnej estymacji innych parametréw, gdyz wstawienie wartosci Ip1; do nierdéwnosci
RC moze w przypadku estymacji wieloparametrowej doprowadzi¢ do zanizenia wartosci dolnego
ograniczenia wariancji tego parametru.

Uwaga: Istnieje jednak pewien wyjatek spowodowany doktadnym zerowaniem sie Ip1o dla
dowolnego N. Wtedy z (2.53) wynika, ze wzrost wariancji estymatora parametru zwiazany z
dodaniem nowych parametréw o nieznanych wartosciach bytby rowny zero. Tak tez bylo w roz-
wazanym wczesniej przyktadzie rozkladu normalnego N (u, o) (poréwnaj (2.42) z (2.13)).
Podobnie, taki szczegdlny przypadek zachodzi gdy wieloparametrowym rozktadem prawdopo-
dobieristwa jest wiarygodnos¢é N-wymiarowej proby P(60y,0s,,....,0N) = ngl Do, , gdzie kazdy
estymowany parametr 6, okresla tylko jeden punktowy rozktad pg,. Wtedy macierz informa-
cyjna Fishera Ir jest diagonalna i zachodzi I, = (I#")~!, a w miejsce (2.55) otrzymujemy dla
kazdego parametru 0,,:

1
o2 (T,) > It = 7 , n=1,2,....N gdy Ir jest diagonalne, (2.56)
Fnn

jako szczegolny przypadek nierownosci RC, gdzie T}, jest estymatorem parametru 6,,.
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2.4 Entropia informacyjna

2.4.1 Entropia Shannona i jej wlasnosci

W rozdziale tym omoéwimy pojecie, ktore podaje globalng charakterystyke pojedynczego roz-
ktadu prawdopodobieristwa, tzn. entropie Shannona. Dokladniejsze oméwienie wlasnosci entro-
pii Shannona mozna znalezé w [21].

Niech P(w) bedzie rozkladem prawdopodobieristwa® okreglonym na przestrzeni proby 2, gdzie
w jest puntem w ). Jesli przestrzen proby 2 jest dyskretna to informacyjna entropia Shannona
jest zdefiniowana nastepujaco:

S(P)=-k) Pw)lnPw), (2.57)

gdzie k jest liczba dodatnia®, ktora przyjmiemy dalej jako rowng 1.

Niech Q jest rozpieta przez skoniczong liczbe N elementéw bedacych mozliwymi wynikami do-
swiadczenia w rezultacie, ktorego otrzymujemy wartosci x;, ¢ = 1,2, ..., N, zmiennej losowej X.
Rozklad prawdopodobienistwa P jest wtedy reprezentowany przez wektor p = (pi)ﬁil nalezacy
do sympleksu rozkladow prawdopodobienstwa [21], tzn. jego N sktadowych spelnia warunki:

N
pi >0 oraz Zpi =1. (2.58)

(2

Sympleks rozktadoéw prawdopodobienistwa, czyli zbior A™ = {(p1, p2,....,pm) € R™; p; >0, j =
1,....m, m < N,dla Z;nzl p;j < 1} jest zbiorem wypuklym. Entropia Shannona (2.57) przyjmuje
wtedy postac:

N
S(P)=-— Zpi Inp; . (2.59)
i=1

Zapis S(P) gdzie w argumencie pominieto oznaczenie zmiennej X podkresla, ze jedyna rozwazang
przez nas cecha zmiennej losowej jest jej rozktad prawdopodobienistwa P.
2.4.1.1 Interpretacja entropii Shannona

Maksymalna mozliwa wartos¢ entropii Shannona wynosi In N i jest osiggnieta gdy wszystkie
wyniki sa rowno prawdopodobne (p; = 1/N), tzn. gdy stan uktadu jest maksymalnie zmieszany.

4Mowimy, Ze na przestrzeni proby Q zostala okreslona funkcja w — P(w) spetniajaca warunki, P(w) > 0 oraz
> P(w) = 1, nazywana wtedy miara probabilistyczna. Zbior wszystkich miar prawdopodobienstwa okreslonych
w

na §) tworzy przestrzen stanéw modelu.

SW przypadku statystycznej entropii fizycznej N moze by¢ np. liczba konfiguracji okreslonej liczy molekut przy
zadanej energii calkowitej uktadu. Wtedy k jest utozsamiane ze stala Boltzmann’a kp. Dla ukladu okreslonego
w przestrzeni cigglej R® liczba konfiguracji jest nieskoniczona. Gdyby ograniczyé sie do skonczonej podprzestrzeni
i podzieli¢ ja na komoérki o skonczonej wielkosci, i podobnie uczynié¢ w przestrzeni pedowej, to liczba mozliwych
konfiguracji uktadu bylaby skoniczona a jego entropia mogtaby by¢ policzona. Jednakze poprawny rachunek
entropii wymaga wtedy utozsamienia konfiguracji powiedzmy n czastek rézniacych sie jedynie permutacja czastek
w ramach jednej klasy rownowaznosci. Na fakt, ze wlasciwa przestrzen proby ma w tym przypadku nie N lecz
N/n! punktow zwrocit uwage Gibbs, a otrzymang przestrzen proby nazywa si¢ przestrzenia proby Gibbsa. Np.
dla 1 em® cieczy w zwyklych warunkach n =~ 10?3. Problemem ten nie bedzie rozwazany dalej w niniejszym
skrypcie.
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Gdy jeden z wynikow jest pewny, wtedy tylko jedna, odpowiadajaca mu wspotrzedna wektora p
jest réwna jeden, a pozostale sa rowne 0. Méwimy wtedy, ze uktad znajduje sie w stanie czystym,
a odpowiada mu warto$¢ entropii Shannona jest minimalna i rowna zero.

7 powyzszych przykladéw mozna wnioskowaé, ze entropie Shannona mozna interpretowaé jako
miare niepewnosci wyniku eksperymentu bedacego realizacja rozktadu prawdopodobieristwa P,
lub inaczej jako wielko$¢ informacji koniecznej do okreslenia wyniku, ktory moze sie pojawié¢ w
rezultacie przeprowadzenia eksperymentu na uktadzie.

Podstawowe wtasnosci entropii Shanonna zostaly zebrane w Dodatku.

2.4.1.2 Przypadek ciaglego rozkladu prawdopodobieiistwa

Przejécie z dyskretnego do ciggltego rozkladu prawdopodobieristwa, polega na zastapieniu
sumowania w (2.59) catkowaniem po calym zakresie zmiennosci zmiennej losowej. W ten sposob
otrzymujemy Boltzmanowska posta¢ entropii Shannona:

+oo
S(P)=— / dx P(xz)InP (x) . (2.60)

—00

Jednakze dla pewnych funkeji rozkladu P(z), calka (2.60) moze by¢ niewtasciwie okreslona.
Na przyktad [21] gdy P(z) przyjmuje w przedziale [0,t] warto$¢ t~1 i zero wszedzie poza tym
przedziatem, wtedy entropia S(P) jest rowna Int i dla t — 0 dazy do minus nieskoriczonosci.
Procedura ta odpowiada przejsciu do punktowego, czystego stanu klasycznego opisanego dys-
trybucja delta Diraca, dla ktorej S(P) = —oo. Zatem przyjmujac poziom zerowy entropii jako
punkt odniesienia, dokladne okreslenie stanu opisanego delta Diraca (ktorej fizycznie mogtby
odpowiada¢ nieskoriczony skok w gestosci rozkladu substancji czastki), wymaga dostarczenia
nieskonczonej ilosci informacji o uktadzie. Do sprawy powrécimy w jednym z kolejnych rozdzia-
tow.

Definicja (2.60) ma jednak pewien formalny minus. Ze wzgledu na unormowanie prawdopodo-
bienistwa do jedno$ci, gestosé rozktadu prawdopodobienistwa przeksztalca sie przy transformacji

uktadu wspotrzednych tak jak odwrotnosé¢ objetosci. Np. w jednowymiarowym przypadku z
+oo

unormowania [ dz P (z) =1 wynika, ze P(z) musi transformowac si¢ tak jak 1/z. Rozwazmy
—0o0

transformacje ukladu wspoétrzednych x — o/, Zatem do = J(%)da', oraz P'(a') = J (%) P(x)

gdzie J jest Jacobianem transformacji natomiast P(z) i P’(2’) sa gestosciami rozkladu prawdo-

podobienistwa przed i po transformacji. Jak powinno by¢, transformacja ta nie zmienia unormo-
+oo

wania, tzn. [ da’ P’ (2/) = 1.
—00

Rozwazmy z kolei entropie Shannona uktadu okreslona dla rozktadu ciaglego jak w (2.60),
+00

S(P)=— [ dxP(z)InP (z). Jak to zauwazyliSmy powyzej, entropia uktadu jest miara nieupo-
—00

rzadkowania w uktadzie (badz informacji), zatem réowniez i ona powinna by¢ niezmiennicza przy
rozwazane] transformacji. Niestety poniewaz In P (x) # In P’ (2') zatem S(P) # S(P’). Zatem
logarytm z gestosci rozkltadu prawdopodobienistwa “zachowuje sie niepoprawnie” przy transfor-
macji uktadu wspotrzednych, oczywiscie gdyby$my chcieli utrzymaé entropie¢ Shannona (2.60)
jako docelowa posta¢ miary nieuporzadkowania uktadu (czy informacji w nim zawartej).

7 drugiej strony, ze wzgledu na wyjatkowe posrod innych entropii wlasnosci entropii Shannona
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dla rozkladu dyskretnego [21], zrezygnowanie z jej ciaglej granicy (2.60) mogloby sie okazaé
decyzja chybiong. Rowniez jej zwiazek z informacjg Fishera omowiony w dalej, przekonuje o
istotnosci pojecia entropii Shannona w jej formie ciagtej.

Proste rozwigzanie zaistniatego problemu polega na zaobserwowz?ni)u, ze po(ni)ewaz iloraz dwoch
P'(a! Pz

= zatem wielko$é
Pl (@) Preg(x)’

gestosci P(x) oraz Prer(x) transformuje si¢ jak skalar, tzn.

nazywana entropia wzgledna:

400
S(P|Prey) = / dx P () lnpijga(;l) , (2.61)

gdzie P,..f(x) wystepuje jako pewien rozktad referencyjny, nie posiada juz wady braku niezmien-
niczosci przy transformacji uktadu wspotrzednych.

W ten sposob problem dewiancji (czy ogoélniej logarytmu ilorazu funkcji wiarygodnosci) wyko-
rzystywanego w analizie braku dopasowania modelu, powrocil w postaci koniecznosci wprowa-
dzenia entropii wzglednej. W obu przypadkach istota konstrukeji ilorazu rozktadéw okazuje sie
jej uzyteczno$é w poréwnaniu modeli statystycznych i wybor modelu bardziej “wiarygodnego”.
Poza tym, wyboér modelu powinien by¢ tez niezmienniczy ze wzgledu na transformacje uktadu
wspolrzednych. Entropia wzgledna zajmiemy sie w Rozdziale (2.4.2) i problem ten bedzie nam
towarzyszyl do kornica skryptu.

2.4.2 Entropia wzgledna

7 kolei rozwazmy wiecej niz jednoelementowy zbiér rozktadéw prawdpodobienistwa o X mozli-

wych wynikach. Rozwazmy eksperyment, ktérego wyniki sa generowane z pewnego okreslonego,
chociaz nieznanego rozktadu prawdopodobienstwa P..y = (pi)gi1 nalezacegi do zbioru F, ktory
jest przestrzenig metryczna zupetlna. Oznacza to, ze E nie posiada punktéw izolowanych oraz
mozna na nim okresli¢ odlegtoéé. Ponizsze twierdzenie Sanova wypowiada sie na temat prawdo-
podobienstwa realizacji w N-elementowej probie prostej (powstalej poprzez N-krotna realizacje
pewnego eksperymentu) dowolnego rozktadu Po, = (pzbb)?:l nalezacego do E. Indeks oy sygna-
lizuje rozktad prawdopodobienistwa otrzymany w obserwacji, tzn. rozktad empiryczny czestosci.
Podkreslmy jeszcze raz, ze wyniki w eksperymencie sa generowane w kazdym z nich z rozktadu
P, co byloby doktadnie rozpoznane gdyby N — oo.
Twierdzenie Sanova: Jesli eksperyment z N mozliwymi wynikami generowanymi z rozktadu
prawdopodobienistwa P,y jest N-krotnie powtarzany, oraz £ jest nie posiadajacym izolowanych
punktéw zbiorem rozktadéw prawdopodobienstwa z N wynikami, wtedy dla duzego N prawdo-
podobienstwo P uzyskania rozktadu czestosci nalezacego do zbioru E spelnia warunek:

P(E) ~ e~ NS (PorlPres) | (2.62)

gdzie Poy, jest rozkladem nalezacym do E z najmniejsza wartoscia entropii wzglednej S (Pop|Pref),
zdefiniowanej dla rozktadéw dyskretnych z N wynikami jako:

R i
i V%
S (Pob|Prey) = Y popIn pOf : (2.63)
i=1

Entropie wzgledna nazywana sie rowniez entropia Kullbacka-Leiblera (KL) lub dywergencja in-
formacji. Dla rozktadow ciaglych zostala ona okreslona w (2.61). W teorii informacji jest ona
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miarg okreslajaca jak bardzo rozklady Ppy, oraz P,..; r6znig si¢ od siebie.

Zauwazmy, ze zgodnie z prawem wielkich liczb, dla wielkosci proby N dazacej do nieskoriczonosci,
prawdopodobienstwo zaobserwowania rozkladu czestosci nalezacego do E réznego od prawdzi-
wego rozkladu Py (tzn. tego ktory generowal wyniki eksperymentu), dazy do zera. Fakt ten
wyraza wiasnie relacja (2.62), a poniewaz S (Poy|Prer) jest w jej wykladniku, zatem entropia
wzgledna okresla tempo w jakim prawdopodobienstwo P(FE) dazy do zera wraz ze wzrostem N.

W celu ilustracji twierdzenie Sanova zaldézmy, ze przeprowadzamy doswiadczenie rzutu nie-
symetryczng monetg z wynikami orzel, reszka, zatem N = 2. Rozklad teoretyczny P,.. jest wigc
zero-jedynkowy. Natomiast w wyniku pobrania N -elementowej probki dokonujemy jego estyma-
cji na podstawie rozktadu empirycznego Ppy czestosci pojawienia sie wynikow orzet lub reszka.
Zatem:

Proy = (P52 = (p1—p) oraz Poy= (o)t = (51— 1) - (2.64)

Twierdzenie Bernoulliego mowi, ze prawdopodobienistwo pojawienia sie wyniku orzetl z czestoscia
m/N w N-losowaniach wynosi:

P(Por) =P (%) = ( g >pm<1 )N (2.65)

Biorac logarytm naturalny obu stron (2.65), nastepnie stosujac stuszne dla duzego n przyblizenie
N

Stirlinga, Inn! ~ nlnn — n, dla kazdej silni w wyrazeniu >, i w koricu biorac eksponente
m

obu stron, mozna otrzymac |21]:

P (Poy) ~ e~ NS(FoslPres) (2.66)
gdzie
$eaites) = [ (o -102) + (=) (n (- ) it 01

gdzie w ostatnej rownosci skorzystano z (2.64) otrzymujac entropie wzgledna (2.63) dla przy-
padku X = 2. W powyzszym przykladzie entropia wzgledna S (Pop|Pref) pojawita sie jako
pojecie wtérne, wynikajace z rachunku prawdopodobieristwa otrzymania w eksperymencie osza-
cowania Ppy rozkladu P..r. Fakt ten oznacza, Ze entropia wzgledna nie jest tworem sztucznym,
wprowadzonym do teorii jedynie dla wygody jako pewna miara odlegtosci pomiedzy rozktadami,
lecz, ze jest wlasciwg dla przestrzeni statystycznej rozktadéw miarg probabilistyczng tej odlegto-
Sci, tzn. “dywergencja informacji” pomiedzy rozktadami. Okaze si¢ tez, ze posroéd innych miar
odlegtosci jest ona wyrdzniona poprzez jej zwiazek ze znana juz nam informacja Fishera.
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2.5 Geometria przestrzeni rozkladéw prawdopodobienstwa i me-
tryka Fishera-Rao

Pojecie metryki Fishera wprowadziliSmy juz w Rozdziale 2.2. Do ujecia tam przedstawionego
dojdziemy jeszcze raz, wychodzac od pojecia entropii wzgledne;j.
Rozwazmy dwa rozktady prawdopodobietistwa, P = (p")%, oraz P/ = P +dP = (p" = p' +
dpi)z‘:l, roznigce sie infinitezymalnie mato, przy czym p; # 0 dla kazdego i. Rozktady P oraz P’
spelniaja warunek unormowania E?Zl p' =1 oraz E?Zl p' 4 dp’ = 1, skad:

> dp'=0. (2.68)

Poniewaz dp’/p’ jest wielkocia infinitezymalnie matg, zatem z rozwiniecia:
dp’

dp’ B dp’
= F

In(1 + ?) o 1/2(—)% + ... (2.69)

otrzymujemy, ze wzgledna entropia KL rozkladéow P oraz P’ wynosi:

R o i N o i dpt 1 R dvidp
S(P’P"‘dp):ZP”H]%CWZ—Z#IHU%—Z P (2.70)
i=1

7 )
1=1 p 2 =1 p

Ostatnia posta¢ S (P|P + dP) sugeruje, ze entropia wzgledna KL okresla w naturalny sposob na
przestrzeni statystycznej S infinitezymalny kwadrat odlegtosci pomiedzy rozwazanymi rozkta-
dami, co onaczatoby rowniez lokalne okreslenie na S pewnej metryki. Do jej zwiazku z metryka
Rao-Fisher’a wprowadzona w Rozdziale 2.2 powrdcimy pdzniej.

Niech dp = (dpl, ....7de) jest infinitezymalnym wektorem w przestrzeni rozktadow praw-
dopodobienstwa, spelniajacym warunek (2.68). Wprowadzajac na przestrzeni statystycznej S
aparat matematyczny geometrii rozniczkowej [12], zapiszmy kwadrat rézniczkowego interwalu w
tej przestrzeni nastepujaco:

N

ds® = Z Gij dp® dp’ . (2.71)
ij=1

Aby uzgodnié¢ (2.70) z (2.71) wprowadZzmy na S metryke:

Zwiazek (2.71) oznacza, ze liczba mozliwych wynikéw R okresla wymiar przestrzeni S oraz, ze
entropia wzgledna KL definuje dla infinitezymalnie bliskich rozktadéw symetryczng metryke na
przestrzeni statystycznej S, pozwalajaca mierzy¢ odleglto$é pomiedzy tymi rozktadami. Okazuje
sie, ze metryka ta jest metrykq Rao-Fisher’a wprowadzona Rozdziale 2.2.

Powyzej stan ukltadu okreslony byt w reprezentacji rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej lo-
sowej, tzn. okreslony byl przez podanie rozktadu prawdopodobieristwa. Dwém infinitezymalnie
lezacym stanom opowiadaly rozklady P oraz P’. Gdy interesuja nas czysto geometryczne wla-
snosci metryki Fishera, wtedy wygodne jest uzycie innej reprezentacji do opisu stanu uktadu,
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okreglonej jak nastepuje. Niech @ = (¢*)%; oraz Q' = (¢)%, = (¢' + d¢*)}_, opisuja te same

dwa infinitezymalnie siebie lezace stany ukladu, tyle, ze zarzadajmy, aby infinitezymalny kwadrat
interwalu pomiedzy nimi rowny (2.71) byt rowny:

N
ds* =4 dq'dq". (2.73)
=1

Poréwnujac formute (2.73) z (2.71), zauwazamy, ze zgadzaja sie one z soba o ile Q = (¢*)} oraz
P = (p")} sa powiazane zwiazkiem:

dp’
2v/p'

co zachodzi wtedy gdy

¢ =p i=1..,R. (2.75)

Wielkosci ¢* nazywamy amplitudami uktadu®. Definuja one na S nowe wspotrzedne dla ktérych

dqi =

i=1,...,N, (2.74)

¢' > 0 dla kazdego 4, dla ktorych otrzymana geometria jest geometrig jednostkowej sfery, tzn.
ze wzgledu na unormowania rozktadu prawdopodobienistwa do jednosci, amplitudy speiniaja
nastepujacy zwiazek unormowania na promieniu jednostkowym:

N N
Yo=Y dd=1, (2.76)
=1 i=1

Na sferze tej mozemy okresli¢ odlegtosé¢ geodezyjna Dppast, tzw. odlegtoéé Bhattacharyya’, dla
dwoch rozktadow prawdopodobieristwa P oraz P’ jako dtugosé katows liczong wzdtuz kota wiel-
kiego pomiedzy dwoma wektorami @ oraz Q' o sktadowych bedacych amplitudami ¢* = \/ﬁ oraz

i = \/p"". Kwadrat infinitezymalnego interwalu (2.73) jest przyktadem odleglosci Bhattacha-
ryya, ktora ogodlnie okreglamy nastepujaco: Jesli P = (p') oraz P’ = (p) sa rozkladami praw-
dopodobienistwa, wtedy odlegloé¢é Bhattacharyya pomiedzy @ oraz Q' jest iloczyn wewnetrzny
okreslony na przestrzeni statystycznej S nastepujaco:

R

cos Dphatt = Z ¢'¢"=> Vpp'=Bpp). (2.77)
i=1 i=1

Statystyczna odleglo$cia Bhattacharyya’ wyglada wiec jak iloczyn wewnetrzny mechaniki kwan-

towej. W kolejnym rozdziale przekonamy sie, ze nie jest to luzne skojarzenie.

Zauwazmy, ze metryka Rao-Fishera jest Hessianem (tzn. macierza drugich pochodnych) entropii

Shannona:

gij = —0;0;5 (p) 8 o ZP In p* >0, (2.78)

zgodnie 7z (2.72). Powyzszy zwiazek oznacza, ze fakt wklestosci entropii Shannona [21] daje do-
datnia okreslonos¢ metryki Fishera-Rao.

SFisher korzystal z amplitud prawdopodobienstwa niezaleznie od ich pojawienia siec w mechanice kwantowej
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Uzasadnijmy w koricu fakt nazwania metryki (2.72) metryka Rao-Fishera. Zalozmy, ze inte-
resuje nas pewna podprzestrzen przestrzeni rozktadoéw prawdopodobieristwa (ktora tworzy sym-
pleks). Wprowadzmy na niej uktadem wspotrzednych 0. Korzystajac z (2.72) widaé, ze metryka
9ij = %; indukuje w tej podprzestrzeni metryke:

I ; ; R
_ N ooy
Gab = = o0 80’7 9ij = ;

a“pp?”’ gdzie  8,p° = Ap'/96° . (2.79)

Korzystajac ze zwiazku ¢¢ = \/17, (2.75), pomiedzy prawdopodobienstwami a amplitudami,
metryke Rao-Fishera (2.79) mozna zapisa¢ nastepujaco:

N . .
dq' g
g =43 L (2.80)
i=1

96 90°

Gdy liczba parametrow 0% (wiec i wektorow bazowych H_b) rozpinajacych osie uktadu wspotrzed-
nych rozwazanej podprzestrzeni jest skoniczona, wtedy mozna dokonaé nastepujacego uogdlnienia
metryki na przypadek ciaglego rozktadu prawdopodobienistwa P(y) zmiennej losowej Y:

GJab = / dyw = / dy P 8(1[ 8;,[ =F (6al abl) = E@le (@) = IF (@) s (2.81)
y y

gdzie poniewaz przestrzen zdarzen ciaglego rozktadu prawdopodobieristwa jest nieskoriczenie wy-
miarowa, zatem w miejsce sumowania po i = 1, ..., X pojawilo sie catkowanie po wartosciach y € )
zmiennej losowej Y, oraz skorzystano z zapisu [ (y|©) = In P (y|©) z Rozdzialu 2.2. Otrzymana
posta¢ metryki jest jawnie niezmiennicza ze wzgledu na reparametryacje przestrzeni ), tzn. ze
wzgledu na przejscie do nowego uktadu wspohrzednych y (y).

Gdy rozktad prawdopodobienistwa P(y) jest funkcja wiarygodnosei proby, wtedy zbior ) jest
N-wymiarowa przestrzenia proby.

W Rozdziale 2.2 wzor (2.22) zdefiniowalismy metryke Rao-Fishera jako gqp = Ey(9.0 pl). Tak
wiec ostateczne otrzymalismy zgodno$¢ nazwania metryki (2.72) metryka Rao-Fishera. Na ko-
niec, dokonujac reparametryzacji i przechodzac do amplitud ¢(y|©) = v/P(y|©), mozna metryke
(2.81) dla przypadku rozkltadu ciaglego zapisa¢ nastepujaco:

Gy = 4 /y dy 0a9(y]©) Dra(y]O) . (2.82)

Omowing sytuacje odleglosci na przestrzeni statystycznej przedstawia graficznie ponizszy rysu-
nek.
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przestrzen statystyczna S 7

uktad wspdlrzednych (6,)

Dla dwéch infinitezymalnie
bliskich rozkiadbw: P oraz P'=P+dP

ds’ = g dpdp’ gdzie g; jest metiykg Rao-Fishera

Przyktad: Wyznaczy¢ kwadrat infinitezymalnego interwatu dla dwoch standéw posiadajacych
rozklad normalny N(u, o). Rozklad normalny ma postac:

1 _w=w?
e (2.83)

P @ u o) = 2mo

gdzie wektor parametrow © = (0%) = (u,0). Macierz informacyjna Fishera dla rozkladu nor-
malnego N (u, o) ma wyznaczong poprzednio postaé¢ (2.42). Zatem metryka Rao-Fishera na 2-
wymiarowej przestrzeni normalnych rozkladéw prawdopodobieristwa z ukltadem wspotrzednych
i, 0 ma (dla proby N = 1), postac:

1
. = 0
(9ap) = Ir (©) = EoiF () = ( ‘62 5 ) , (2.84)
o2
tzn. skladowe metryki (2.81) sa rowne
1 2
guuzﬁa gua:gauzoa gaazﬁ- (2.85)

Zatem otrzymany kwadrat infinitezymalnego interwalu na 2-wymiarowej (pod)przestrzeni staty-
stycznej S wynosi [21]:

1
ds?® = gwdu2 + Guodpdo + Joodo? = o (d,u2 + 2d02) . (2.86)

Odpowiada on metrce Poincarégo ze stata ujemna krzywizna. W koncu, z postaci rozktadu (2.83)
otrzymujemy réwniez baze w przestrzeni stycznej do S:
2
y—p —p)” 1
Oun P (yl(1,0)) = L1 0 m Pyl ) = L -2 (2.87)

o3 o

Na osi g na ktérej o = 0 leza punkty odpowiadajace klasycznym stanom czystym i sg one zgodnie
z (2.86) nieskonczenie daleko odlegte od dowolnego punktu we wnetrzu goérnej polplaszczyzny
o > 0. W konsekwencji oznacza to, ze wynik pewny, ktéoremu odpowiada rozktad klasyczny z
o =0, jest tatwy do odréznienia od kazdego innego.
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2.6 Informacja Fishera

2.6.1 Informacja Fishera jako entropia

W powyzszych rozwazaniach informacja Fishera Ir pojawita sie poprzez nieréwnosé Rao-
Cramera (2.29) jako wielkos¢ okreslajaca graniczna dobroé¢ procedury estymacyjnej parametru
rozkltadu, tzn. o ile estymator efektywny istnieje to informacja Fishera okre$la minimalna war-
tos¢ jego wariancji. Poniewaz im informacja Fishera mniejsza tym to graniczne oszacowanie
parametru gorsze, zatem jest ona rowniez miarg stopnia nieuporzadkowania uktadu okreslo-
nego rozktadem prawdopodobieristwa. Takie zrozumienie informacji Fishera odnosi sie do typu
analizowanego rozkladu prawdopodobienistwa (sprobuj pomysleé¢ o sensie oszacowania wartosci
oczekiwanej rozktadu jednorodnego) i jako miara nieuporzadkowania rozkladu oznacza brak prze-
widywalnosci procedury estymacyjnej. Ponizej uzasadnimy stwierdzenie, ze informacja Fishera
okazuje sie by¢ proporcjonalna do entropii wzglednej Kullbacka-Leiblera rozktadéw rézniacych
sie infinitezymalnie malo w parametrze rozktadu [7].

Rozwazmy N-wymiarowa probe Y7, Ys, ..., Yy, gdzie kazda ze zmiennych losowych Y, jest
okreslona na przestrzeni ) i posiada rozklad prawdopodobienstwa p (y,|6). Funkcja wiarygod-
nosci P(y|6) ma postac:

N
P (y|0) = Hpn (Yn|0) (2.88)
n=1

gdzie y = (yn)fyzl = Y1, Y2, ..., yN jest realizacja proby. Dla uproszczenia rozwazan 6 jest para-
metrem skalarnym.
Zauwazmy wpierw, ze informacja Fishera parametru 6 okreslona w (2.11) 1 (2.2):

9?In P (y|0
Ip = /dyP(y|0) 662@ ) (2.89)

gdzie dy = dNy = dydys...dy N, mozna zapisa¢ nastepujaco:
9 P\°
Ip_/dyP< i ) . (2.90)
Posta¢ (2.90) otrzymujemy z (2.89) po skorzystaniu z:
d (0P & (10P 1 (OP\* 1 [(d°P
o (2 o (2E) L () (2.91)
00 \ 00 00 \ P 06 P2z \ 96 P\ 002

oraz warunku reguralnosci pozwalajacego na wytaczenie rézniczkowania po parametrze przed
catke (Rozdzial):

0*P 0? 0?

Po skorzystaniu z (2.88) zauwazamy, ze:

N N
lnP(y;Q)ZZIHPn zatem ag;P:Z;aa]Zl

n=1 n=1

(2.93)
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i podnoszac ostatnie wyrazenie do kwadratu otrzymujemy:

omP\? &1 1 0pndpn =1 [Opn)?
) =y T S (D) (2.94)
89 n,m=1 pm pn 80 89 n=1 pn 89
m#n
Wstawiajac (2.88) oraz (2.94) do (2.90) otrzymujemy:

N

IF:/dprk > 1188%”%]99”+/ prkZ . <8ap€"> : (2.95)

=1 Pm Pn
m;én

Ze wzgledu na warunek normalizacji rozktadow brzegowych:
/dyn Pn(ynlf) =1 (2.96)

w (2.95) z iloczynu Hi\le pr. pozostaje w pierwszym skladniku jedynie p,,p, (dla k # m oraz
k # n) natomiast w drugim sktadniku pozostaje jedynie p, (dla k # n), tzn.:

Iy = Z //dym 85;”8;9”+Z/ 1 <8p”> . (2.97)

n,m=1
m;én

W koiicu, ze wzgledu na:

Opn, 0 0.
/d ag/dy”p"_ 801_0’ (2.98)

pierwszy skladnik w (2.97) zeruje sie i pozostaje jedynie drugi, zatem:

Ip :i:l/dynpln <8p”> Z/dynpn (mnp"> . (2.99)

Ostatecznie otrzymujemy wiec nastepujaca postaé¢ informacji Fishera:

I — - I : _ O1npn (yal0)\*
F*Z Fn glee IFn* dynpn (ynw) Q@ . (2100)

00

n=1

Aby pokazaé¢ zwiazek informacji Fishera z entropia Kullbacka-Leiblera zastapmy catke w (2.99)
suma Riemanna:

B 1 P (Unk|0 + A0) — by (Ynr]0) ]
I - ZZAM — M[

n=1 k Ad
S P (Ynk|0 + AB) ?
= (A)7> Ay Y pu (ynrl6) [ . —1] : (2.101)
= - P (Ynk0)

Powyzsze przejscie od (2.100) do (2.101) jest stuszne dla rézniczkowania w granicy A6 — 0. Na-
tomiast zamiana catkowania na sume zostala wprowadzona dla wygody i jest $cistym przejsciem
w granicy Aypk55,0. W drugiej rownosci w (2.101) przyjeto rowne przyrosty Ay, = Ay, dla
kazdego k, co w tej granicy nie zmienia wyniku.
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W granicy A0 — 0 kazde z powyzszych wyrazen p, (Ynk|0 + A0)/pn (ynik|0) dazy do 1.

kazda z wielkosSci:

_Pn (Ynk| 0 + A0)
Pn (ynkw)

staje sie mala i rozwijajac funkcje logarytm do wyrazu drugiego rzedu:

In (14 6xp) ~ 6pp — (529)2/2 )

otrzymujemy:

(6R0)* ~ 2[6Rg — In (1 + 6%p)] -

Korzystajac z (2.102) oraz (2.104) wyrazenie (2.101) mozna zapisa¢ nastepujaco:

Pn (Ynk| 0 + AD)
Sl 0) 1 (P

Ir = —2(A0) 2ZAyn

n=1

an (Ynk |0 + AG) + an (ynk\ﬁ)] , dla A6 —0.
k k

Wtedy

(2.102)

(2.103)

(2.104)

(2.105)

Ze wzgledu na warunek normalizacji zachodzi > p, (Ynk|0 + A0) = > pp (ynk|0) = 1, zatem
k k

dwie ostatnie sumy po k w nawiasie kwadratowym znosza sie wzajemnie i (2.105) redukuje sie

do postaci:
al Pn (Ynk| 0 + A0)
Ip = —2(A)2 Anpnneln(n” >
N
B 0+ A0)
= —2(A0)? /dynpn Yn|0) In (Pn(yn|>
(8073 el o)
N
= -2 (AQ)_QZS[pn (ynle) 2 (yn|9+A9)] ) dla A0 — 0,
n=1

(2.106)

gdzie w ostatnim przej$ciu skorzystaliSmy z (2.61). Druga z rownosci w (2.106) mozna zapisac

roéwniez nastepujaco:

o (Yn]0 + A0
Ir = —2(A0)2 H /dympm (ym|6) Z/dyn P (yn]0) In <P(3/’)>
m;én

Pn (Ynl0)
— 20 [y T o)1 ”’" (nl0 20)
m=1 n 1p"1 ynle)

= —2(A0)2S[P(ylo)|P(ylo+A0)], dla AI—0.

(2.107)

Tak wiec otrzymalismy (jakby) wsparcie dla intuicji wspomnianej na poczatku obecnego Roz-

dziatu, ktora mowi, ze skoro entropia jest miara nieuporzadkowania uktadu to informacja Fishera

jest rowniez miara jego nieuporzadkowania (2.107). Jednakze o wlasnosciach globalnych rozktadu

wypowiada sie entropia Shannona, natomiast wniosek wynikajacy z (2.107) ma sens tylko dla

entropii wzglednej i to lokalnie. Zatem zwigzek ten moze byé co najwyzej sygnatem, ze niektore

wlasnosci uktadu zwiazane z entropia Shannona moga by¢ ujete w jezyku informacji Fishera. Na
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niektore sytuacje, w ktérych ma to miejsce zwrécimy uwage w przysztodci.

Z poréwnania (2.107) z (2.106) otrzymujemy dodatkowo, ze entropia wzgledna rozktadow P (y|0)
oraz P (y|0 + Af) jest suma entropii wzglednych odpowiadajacych im rozktadéow punktowych
Pr (yn[6) 0182 py (9]0 + AO):

N
SP (yl0) |P (4|6 + A0 =" S [pn (ynl0) [pn (yn]0 + A0)]  dla dowolnego Af . (2.108)
n=1
Poniewaz A6 — 0 nie byt wykorzystywany w przejsciu od (2.107) z (2.106), zatem zwiazek ten
jest shuszny dla dowolnego Af. Natomiast nalezy pamietaé, ze rozktady punktowe w definicji
funkeji wiarygodnosci sa nieskorelowane dla roznych n, dlatego tez zwiazek (2.108) jest stuszny
tylko w tym przypadku.
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2.7 Pojecie kanalu informacyjnego

Niech pierwotna zmienna losowa Y przyjmuje wartosci wektorowe y € ). Wektor y moze
byé np. wektorem polozenia. Zatem, aby wprowadzony opis byt wystarczajaco ogélny, wartosci
y = (y”), moga posiada¢ np. indeks wektorowy v. Wartodci te sa realizowane zgodnie z (tacz-
nym) rozkladem p(y|©) wlasciwym dla badanego uktadu.

Rozwazmy N-wymiarowa probe. Oznaczmy przez y = (yn)Y_; = (y1,...,yn) dane bedace re-
alizacjami proby ¥ = (Y1, Ya, ..., i) dla pierwotnej zmiennej Y, gdzie y, = (y%) oznacza n-ta
wektorowa obserwacje w probee (n = 1,2,..., N). Rozklad taczny proby jest okreslony przez
P(yl0).

Podobnie postapmy dla parametréw rozktadu. Niech indeks o okresla pewna dodatkows wspol-
rzedng wektorowa parametru 6;, gdzie jak w poprzednich rozdziatach ¢ = 1,2, ..., p. Zatem wektor
parametrow ma teraz postac:

O = (01,0,,...,0,) gdzie 0; = (62) . (2.109)

Wariancja estymatora éf‘ parametru 6 otrzymana z proby ma postac:
. . 2
7 6) = [ ayPle) (0 ) -67) (2.110)

gdzie éf‘ (y) jest estymatorem MNW parametru 65, a catkowanie przebiega po calej przestrzeni
proby, tzn. po wszystkich mozliwych realizacjach y.

Wedtug Rozdziatu 2.3.2.1, dla kazdego wyrdznionego parametru 6% wariancja o> (éf‘) jego es-
tymatora (2.110) jest zwiagzana z informacja Fishera Ip;, parametru 6, poprzez nieréwnosé
(2.55):

. . 1
o? (07) > I} > : (2.111)
IFia

gdzie I'™ = I}}a’ia jest dolnym ograniczeniem RC dla parametru 65 w przypadku wieloparame-
trowym, natomiast:

Lio = IFia,ia (2.112)

jest pojemnoscia informacyjna w pojedynczym kanale informacyjnym (i, ) czyli informacjq F'i-
shera dla parametru 6%, Zgodnie z (2.90) jest ona réwna’:

alnp(y\@))Q '

= 1r (0) = [ ayP l0) (225 (2.113)

Wielkosé > (1é€v) nazwal Fisher wewnetrzng doktadnoscig pojedynczego kanatu (i, o). Sumujac ja

po indeksach « oraz i, otrzymujemy tzw. informacje Stama Ig [22]:

15522%7 (2.114)

ktora jest skalarng miara jakosci jednoczesnej estymacji we wszystkich kanatach informacyjnych.

W koricu, sumujac lewa i prawa strona (2.121) po indeksach « oraz i wida¢, ze Ig spekia
nier6wnosé:

ISEZZ(%SZZIM:IEC, (2.115)

"Poréwnaj przejscie od (2.89) do (2.90).

47



gdzie C, oznaczana dalej jako I, nazywana jest pojemnosciq informacyjng uktadu. Zgodnie z
(2.115) i (2.113) jest ona réwna:

N 2
1= ILa= Z/dy P(ye)) <am§9§3\9)> : (2.116)

n=1 « 7
Jak sie okaze, pojemnos¢ informacyja I jest najwazniejszym pojeciem statystyki lezacym u pod-
staw np. czltondéw kinetycznych réznych modeli teorii pola. Jest ona uogélnieniem pojecia infor-
macja Fishera dla przypadku pojedynczego, skalarnego parametru, na przypadek wieloparame-
trowy.

2.7.1 Pojemnos$é informacyjna dla zmiennej losowej polozenia

Zawezmy obszar analizy do szczegolnego przypadku gdy interesujacym nas (naturalnym)
parametrem jest warto$¢ oczekiwana zmiennej potozenia uktadu Y:

0=E(Y)=(0") gdzie 0"= /dyp(y) v’ . (2.117)

Wtedy N-wymiarowa probka y = (yn))_; = (y1,...,¥n) jest realizacja proby Y dla potozeri
uktadu, a warto$¢ oczekiwana 6,, potozenia ukladu w n-tym punkcie (tzn. pomiarze) proby
WYnosi:

0,=E(Y,) =(0) gdzie 0, = /dy Py|©)y, . (2.118)

Gdy, jak to ma miejsce w rozwazanym przypadku, jedynym parametrem rozktadu, ktéry nas
interesuje jest warto$¢ oczekiwana potozenia 0, = (0%), gdzie n = 1,2, ..., N jest indeksem proby,
wtedy parametr wektorowy © = (6,,)_;. Oznacza to, ze wymiar parametru © jest taki sam jak
wymiar proby Y. Zatem liczba parametrow p pokryla sie z wymiarem proby IV, a indeksy para-
metru 0 sa nastepujace: 1 =n, n = 1,2,..., N oraz a = v, gdzie v jest indeksem wektorowym
wspolrzednej yb.

Zalozenie: W rozwazaniach niniejszego skryptu zmienne Y,, proby Y sa niezalezne (tzn. zakla-
damy, ze pomiary dla m # n sa w probie niezalezne). Oznacza to rowniez, ze wartos¢ oczekiwana
polozenia 6,, = [ dy P(y|©) y,, nie ma wplywu na rozktad p,(y,|6,) dla indeksu proby m # n.
Wtedy dane sa generowane zgodnie z punktowymi rozktadami spetniajacymi warunek:

Pn(¥n|©) = pn(ynlbn), gdzie n=1,..,N, (2.119)

a wiarygodnosé proby jest iloczynem:

N
P (y®) = [ palynl6n) - (2.120)
n=1

W konsekwencji, zgodnie z Uwaga zawarta na koricu Rozdziatu 2.3.2.1, dla kazdego wyréznionego
parametru 6% wariancja o2 (é%) jego estymatora (2.110) jest zwiazana z informacja Fishera I,
parametru 67, poprzez nieréwnosé (2.56):
A 1
o (0) > — (2.121)
Iy
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bedaca szczegdlnym uogodlnieniem nieréwnosci informacyjna Rao-Cramera (2.29), gdzie I, jest
informacja Fishera w pojedynczym (z definicji) kanale informacyjnym.
W takiej sytuacji pojemnoéé informacyjna I zdefiniowana ogélnie w (2.116) przyjmuje postac®:

N N
I= ZZIHV = E:I/dy P (y|©) Z (aln;;:g:’@) 81n§0(zy|e)> ) (2.123)

n=1 v

gdzie (z powodow wyjasnionych dalej) wprowadzono rozroznienie pomiedzy wspolrzednymi tzw.
kowariantnymi 0p, 1 kontrawariantnyms 0 parametru. Zwiazek pomiedzy wspolrzednymi kowa-
riantnymi i kontrawariantnymi, tak dla wartosci losowego wektora potozenia jak i dla odpowied-
nich wartosci oczekiwanych, jest nastepujacy:

3 3
Yoo = va,u Y# ) Ony = Znuu 9# > (2-124)
pu=0 n=0

gdzie (1,,,) jest tensorem metrycznym przestrzeni bazowej ). W przypadku wektorowego indeksu
Minkowskiego v = 0,1, 2, 3, ... przyjmujemy nastepujaca postaé¢ tensora metrycznego:

1 0 0 0 O
0 -1 0 0 O
=110 0 =1 0 0 (2.125)
0 0 0 -1 0
0 0 0 O

lub w skrocie (1,,) = diag(1,—1,—1,—1,...). Symbol “diag” oznacza macierz diagonalng z nie-
zerowymi elementami na przekatnej gtéwnej oraz zerami poza nia. Natomiast dla Euklidesowego
indeksu wektorowego v = 1,2, 3, ..., tensor metryczny ma postaé:

() = diag(1,1,1,...) . (2.126)

Uwaga 1: W pomiarze wybranej v-tej wspoétrzednej potozenia nie mozna wykluczy¢ odchylert
(fluktuacji) wartosci wspotrzednych do niej ortogonalnych. Oznacza to, ze wartosé oczekiwana
v-tej wspotrzednej potozenia nie jest w (2.117) liczona z jakiegos rozkladu typu p(y”) lecz musi
by¢ liczona z tacznego rozktadu p(y) dla wszystkich wspotrzednych y”. W konsekwencji, w przy-
padku zmiennych potozenia przestrzennego i ich parametréw naturalnych okreslonych w (2.117)
catkowanie w (2.123) nie moze zosta¢ sfaktoryzowane ze wzgledu na wspotrzedna wektorowa v.
Uwaga 2: Faktu zaleznosci statystycznej zmiennych potozenia przestrzennego dla réznych in-
deks6éw v nie nalezy myli¢ z ich niezalezno$cig analitycznag, ktora posiadaja, tzn. zmienne Y sg
tzw. zmiennymi Fisher’owskimi, dla ktérych:

ay”

oy

— 4. (2.127)

8Lokalne wlasnosci funkcji wiarygodnoéci P(y|©) opisuje obserwowana macierz informacji Fishera:

[ nP(©)

ktora pozostaje symetryczna i dodatnio okreslona. Jak wiemy, zadaje ona geometryczng strukture na Snyxa
nazywana metryka Fishera [12].
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Nierownosé Rao-Cramera okazuje sie niezmiennicza ze wzgledu na podstawowe transformacje
[7, 23|. Istotnie, zgodnie z Uwaga 1 wlasciwym pomiarem niezaleznym od przyjetego uktadu
wspolrzednych jest pomiar kwadratu dlugosci Zizo y,y” a nie pojedynczej wspodlrzednej y”.
Zatem minimalnym uogolnieniem “jednokanalowej” nieré6wnosci Rao-Cramera (2.121), potrzeb-
nym z punktu widzenia przeprowadzanego pomiaru jest nieréwnosc:

3 vv

3
_ n OlnP(y|®) O0lnP(y©)
Is,, = E_O o2 (@) < /dyP (y|©) g 20, a0 =1,, n=1,..,N(2.128)

v=0
gdzie Ig, jest informacjg Stama czaso-przestrzennych kanatéw n-tego pomiaru w probee, nato-
miast I, jest pojemnoscia informacyjna tych kanaléw. Tensor (n**) = diag(1,—1,—1,—1,...)
jest dualny do (7,,,), tzn. Zizo Nuun™ = 6, przy czym 6, jest delta Kroneckera.

Ostatecznie w przestrzeni bazowej ) Minkowskiego, otrzymujemy w sytuacji estymowania pa-
rametru polozenia, ze informacja Stama Ig dla N-wymiarowej proby powinna by¢ zdefiowana

nastepujaco:
Is = . (2.129)
=1 =072 (07)
Informacja (2.129) spelnia uogolniona relacje (2.115):
N N
Is=> Isn<I:=) I, (2.130)
n=1 n=1
gdzie I:
N
I=>"1I,, (2.131)
n=1

jest pojemnoscia informacyjna uktadu.

Uwaga o indeksie proby: Indeks proby n jest najmniejszym indeksem kanatu informacyjnego, w
ktorym dokonywany jest pomiar. Tzn. gdyby indeks préby mozna byto dodatkowo “zaindekso-
wadé”, np. indeksem czaso-przestrzennym, wyznaczajac podkanaly, to i tak nie moznaby dokonaé
pomiaru tylko w jednym z tak wyznaczonych podkanalow (nie dokonujac go réwnoczesnie w
pozostalych podkanatach posiadajacych indeks proby n).

Uwaga: Dla metryki Minkowskiego jak w (2.125) nie dokonujemy estymacji w przypadku gdy
ktorakolwiek z Isy, dla n = 1,2,...,N jest ujemna. W przysztosci (Rozdzial 4.3) okaze sie,
ze I w (2.131) jest nieujemnie okreslona dla teori pola bez tachionow. W kazdym konkretnym
przypadku estymacji w przestrzeni Minkowskiego nalezatoby ten fakt sprawdza¢. Natomiast es-
tymacja w przestrzeni Fuklidesowej zawsze prowadzi do nieujemnej okreslonosci zaréwno dla Iy,
jak i I,,.

Uwaga o symetrii: Wydaje si¢ oczywiste z punktu widzenia pomiaru, ze btad estymacji, a
co za tym idzie, wewnetrzna doktadnosé estymacji kanatéow sktadajacych sie na oszacowanie dtu-

gosci cztero-wektora powinna byé niezalezna od ukladu wspoétrzednych. Dlatego Ig, okreslona

50



w (2.128) jest niezmiennicza, ze wzgledu na transformacje Lorentz’a (pchniecia i obroty).

Jesli chodzi o pojemno$¢ informacyjna I, to w przypadku niezaleznosci pomiaréw w probie,
jest ona rowniez niezmiennicza ze wzgledu na transformacje Lorentz’a w przestrzeni z metryka
Minkowskiego (czy transformacje Galileusza w przestrzeni Euklidesowej), o ile niezmiennicze jest
kazde I,,.” Ten warunek niezmienniczosci I okazuje sie mocniejszy niz warunek tacznej niezmien-
niczosci wewnetrznej doktadnosci estymacji dla czaso-przestrzennych kanaléw n-tego pomiaru
[7]. Jednak oba warunki schodza si¢ gdy w nieréwnosci Rao-Cramera (2.128) osiagana jest
rownosé. Wiecej na temat niezmienniczosci DORC w nieréwnosci Rao-Cramera ze wzgledu na
przesuniecie, odbicie przestrzenne, obroty i transformacje affiniczna oraz transformacje unitarne
mozna znalezé w [23].

Na koniec zauwazmy, ze sumowanie w (2.123) przebiega od n =1 do n = N. Kazdy n-ty wyraz
w sumie wnosi analityczny wktad jako stopienn swobody dla I. O ile dodane stopnie swobody
nie wplywaja na juz istniejace, to poniewaz kazdy (caly) wyraz w sumie po n jest nieujemny
to informacja I ma tendencje do wzrostu wraz ze wzrostem N. Kryterium minimalizacji I ze
wzgledu na N postuzylo Friedenowi i Sofferowi jako dodatkowy warunek przy konstrukcji np.
rownan ruchu. Nie znaczy to, ze modele z wickszym N zostaly automatycznie wykluczone, tylko,
ze im wieksze jest N tym wiecej stopni swobody wchodzi do opisu obserwowanego zjawiska, i
opisywane zjawisko jest bardziej zlozone. Zagadnienie to oméwimy w przyktadach w dalszej
czesci skryptu.

2.7.2 Podstawowe zalozenie fizyczne podejscia Friedena-Soffera

Jak w Rozdziale 2.7.1, rozwazmy zmienna losowa Y przyjmujaca wartosé y, ktora jako po-
tozenie uktadu jest punktem zbioru ). Moze to by¢ punkt czaso-przestrzenny przestrzeni Min-

kowskiego, co ma miejsce w rozwazaniach zwiazanych z opisem uktadu np. w mechanice falowej.

Wartosci y = (yV)3_, € Y = R?, sa realizowane zgodnie z rozktadem p(y) whasciwym dla

uktadul9.

Niech dane y = (y»)Y_; = (y1,...,y~) sa realizacjami proby dla polozen ukltadu, gdzie y, =
(y2)2_o. Zgodnie z zatoZeniem zaproponowanym przez Frieden’a i Soffer’a |7), ich zebranie na-
stepuje przez sam uktad w zgodzie z rozktadami gestosci prawdopodobieristwa, p,(yn|6n), gdzie

n=1,..., N. Kazdy z tych rozktadow jest punktem zbioru S = {p,(y»|0,)} parametryzowanego

przez naturalny parametr, tzn. przez warto$¢ oczekiwana 0, = (04)3_, = E(Y,) jak w (2.118).

11

Dlatego tez wymiary proby y i wektora parametrow © = (OZ)TZZVZI sa takie same Dlatego,

poniewaz y jest N x 4-wymiarowa zmienna losowa, zatem zbior Syx4 = {pn(y|©)} jest rozma-

N

itoscia w przestrzeni statystycznej S, gdzie parametry (0%),_, tworza N x 4-wymiarowy lokalny

9Pojemnos¢ informacyjna:

3

L= [duP1©) 3 i (2.132)

v=0

jest niezmiennicza ze wzgledu na gladkie odwracalne odwzorowania, ¥ — X, gdzie X jest nowa zmienna [19].
Jest ona réwniez niezmiennicza ze wzgledu na odbicia przestrzenne i czasowe.

0Ale przy wyprowadzaniu réwnan generujacych (rozklad) w fizyce statystycznej y moze byé¢ np. wartoscia
energii uktadu [7] i wtedy y = E € Y =R.

" Jednakze przypomnijmy, ze w ogdlnym przypadku estymacji, wymiar wektora parametrow © = (6;)% oraz
proby y = (yn)Y moze by¢ inny.
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uktad wspotrzednych na Sy 4. Podsumujmy tresé powyzszego zalozenia fizycznego nastepujaco:

Uktad probkuje dostepng mu czasoprzestrzen, “zbierajgc dane i dokonujgc analizy statystycznej
zgodnie z zasadami informacyjnymi wprowadzonymi w poprzednim rozdziale.

Uwaga: Jednak pamietajmy, ze estymacji dokonuje tylko cztowiek, zatem na metode EFI nalezy
patrzec tylko jak na pewien model analizy statystycznej.

Interesujaca nas statystyczna procedura estymacyjna dotyczy wnioskowania o py,(y,|0,) na pod-
stawie danych y z wykorzystaniem funkcji wiarygodnosci P(y|©®). Gdyby traktowaé ja jako
funkcje proby y, to jest ona proporcjonalna do tacznej gestosci prawdopodobienstwa realizacji
N x 4 wartosci y,, (otrzymanego) zbioru danych. Gdy dane te sa zbierane niezaleznie, to wiary-
godnosé proby y jest zadana w postaci formuty faktoryzacyjnej przyjmujacej (zazwyczaj) postaé
[13]:

P(©) = P(y|©) = Hpn (ynl0n) (2.133)
gdzie 0,, dla m # n nie ma wpltywu na y,.

Centralna cze$¢ pracy Frieden’a i Soffer’a zwiazana jest z transformacja postaci pojemmnosci
informacyjnej I zadanej rownaniem (2.123) oraz (2.131):

I= ZI = Z/dyP (y|©) <8lna];g|@) 81n§9(%y\@)> (2.134)

do tzw. postaci kinematycznej Wykorzystywanej w teorii pola oraz fizyce statystycznej.

Zalozmy, ze dane zbierane przez uktad y = (y1,y2,...,¥~) sa uzyskane niezaleznie tak, ze taczny
rozktad prawdopodobieﬁstwa dla proby faktoryzuje si¢ na rozktady brzegowe:

N
y|@ Hpn YTL|@ Hpn (yn|9n) s (2.135)

gdzie w ostatniej rownosci skorzystano z zalozenia, ze parametr 0 dla k % n nie ma wptywu na
rozklad zmiennej Y,,. Wprowadzmy oznaczenie dy := d'y;...d*yy , gdzie d'y,, = dy dyldy2dy?.
Rachunek analogiczny jaki doprowadzil z (2.90) do (2.100) wyglada teraz nastepujaco. Prze-
ksztalémy pochodng In P w (2.134) do postaci:

Ol P (y|O) L 9pa (yalfh)
0, ae,wnzlnp” Yaltn) = 0 96

(2.136)

Pamietajac o unormowaniu rozkltadow brzegowych, fy d*y pn (Ynl0n) = 1, otrzymujemy postaé
pojemnosci informacyjnej:

N 3

1 Opn, (yn|0n) Opn (yn|0n)>
= T i) ( ) 2.137
nzl/ Y Pn (ann) Z 00, 80% ( )

v=0

bedaca uogolnieniem (2.100).
W koricu przejdzmy do amplitud gy, (yn|6,) okreslonych jak w (2.75):

Pn (¥nl0n) = a2 (ynl0n) - (2.138)
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Proste rachunki daja wtedy:

9Gn (Yn|0n) Oqn (yn|0n)
4
I= 4§ /d E( . o6 , (2.139)

czyli prawie kluczowa posta¢ pojemnosci informacyjnej dla rachunku metody EFI Friedena-

Soffera. “Jedyne” co trzeba zrobi¢, to przej$¢ od podprzestrzeni statystycznej S dla ampli-
tud danych pomiarowych y, z baza parametryczna 6, do przestrzeni amplitud dla przesunie¢
(fluktuacji) od wartosci oczekiwanych 6,, tych danych okreslonych na przestrzeni bazowej ) .
Poswiecimy temu Rozdziat 3.3.
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Rozdzial 3

Zasady informacyjne

3.1 Estymacja w statystyce klasycznej a estymacja fizyczna. Po-
stawienie problemu

W dotychczasowej analizie przedstawiona zostala MNW w statystyce. Polega ona na esty-
magcji parametréow pewnego zadanego rozkladu. Na przykltad w analizie regresji na podstawie
pewnej wczesniejszej wiedzy na temat zachowania sie zmiennej objasnianej, zakresu wartosci ja-
kie moze przyjmowaé oraz jej charakteru (ciagta czy dyskretna) postulujemy warunkowy rozktad
i model regresji, a nastepnie konstruujemy funkcje wiarygodnosci, ktora maksymalizujac otrzy-
mujemy estymatory parametréow strukturalnych modelu. Opracowanie skutecznego algorytmu
znajdowania estymatorow MNW oraz ich odchylenn standardowych jest centralnym problemem
np. w rutynowych aplikacjach stuzacych do analizy uogélnionych regresyjnych modeli liniowych.
W analizie tej najwazniejszym wykorzystywanym algorytmem jest ogélny algorytm metody ite-
racyjnie wazonych najmniejszych kwadratéw a jedna z jego gléwnych analitycznych procedur
jest procedura Newton-Raphson’a 13, 15].

Niech parametr wektorowy © = (Gn){v jest zbiorem wartosci oczekiwanych zmiennej losowej
potozenia uktadu w N pomiarach, jak to przyjelismy w Rozdziale 2.7. Przypomnijmy wiec, ze
MNW jest wtedy skoncentrowana na uktadzie N réwnan wiarygodnosei [1]:

S(0) lg_e = %lnP(@) lo_6=10, (3.1)

ktorych rozwigzanie daje N elementowy zbior © = (6,)N estymatoréw parametrow. Tzn. uklad
rownan wiarygodnosci tworzy N warunkéw na estymatory parametréw, ktéore maksymalizuja
wiarygodno$é probki.
Estymacja w fizyce musi sie rozpoczaé na wezesniejszym etapie. Wychodzac od zasady informa-
cyjnych, ktérym poswiecony bedzie kolejny rozdziat, estymujemy odpowiednie dla opisywanego
zagadnienia fizycznego rownania ruchu, ktérych rozwiazanie daje odpowiedni rozktad wraz z pa-
rametrami. Tak wiec zastosowanie zasad informacyjnych natozonych na funkcje wiarygodnosci
zamiast MNW stanowi o podstawowej réznicy pomiedzy analiza statystyczna wykorzystywana
w konstrukcji modeli fizycznych a statystyka klasyczna. Oczywiscie oznacza to, ze informacja
Fishera zdefiniowana poprzednio na przestrzeni statystycznej S musi zostaé¢ zwiazana z bazowsg
przestrzenia ) przestrzeni proby, tak aby mozna ja wykorzystaé¢ do konstrukeji réwnan ruchu.
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3.1.1 Strukturalna zasada informacyjna. Metoda EFI

Ponizsze rozwazania prezentuja analize, lezaca u podstaw strukturalnej zasady informacyj-
nej [10]. Ta z kolei lezy u podstaw metody estymacji statystycznej EFI zaproponowanej przez
Friedena i Soffera [7].

Niech Vg jest przestrzenig parametru O, tzn. © € V. Wtedy logarytm funkcji wiarygodnosci
InP : Vo — R jest funkcjg okreslong na przestrzeni Vg o wartosciach w zbiorze liczb rzeczy-
wistych R. Rozpocznijmy od rozwiniecia In P(é)) w szereg Taylora wokoét prawdziwej wartosci
© a nastepnie scatkujmy po przestrzeni proby z miara dy P(©), gdzie jak zwykle stosujemy
oznaczenie dy = dy. W wyniku otrzymujemy pierwsze réwnanie estymacji modeli metody

EFI:

A N
Jaree) (1“ pig) ~ Ra— 20 T, - en>>
N 2 n A ~
— ;/dy P(O) /ﬁm (B — 6,) (B — 6,) (3.2)

gdzie P(©) = P(@) lo, a Rs jest reszta rozwiniecia trzeciego rzedu. Wyrazenie po lewej stro-
nie (3.2) ma posta¢ zmodyfikowanej entropii wzglednej. Zdefiniujmy (obserwowana) strukture
uktadu & w nastepujacy sposob:

P(©)
tF=In———=—R3. 3.3
G (3.3)
Nastepnie, definujac 8) jako:
N
~ OlnP .
= | dyP(©) | F — 0, — 0, 34
Q/y()< > i, | >) (34)
otrzymujemy réwnanie bedace pierwotna forma strukturalnej zasady informacyjne;j:
N
~ ~ 1 0?’InP\ . -
-Q=1I= 2/dy P(@)n;1 <_M> (On — 0,) (0, — 0,) . (3.5)

Postulujac waznos¢ rownania (3.5) na poziomie mikroskopowym, tzn. pod calka, otrzymujemy:

Y OmP A
ALHS = 22 W(en - Hn) - 22 N = Z Fppy (971 - en)(en’ - Hn’) = ARHS ’ (36)
n=1 n n=1 n,n/=1
gdzie iF jest znana juz z Rozdzialu 2.1 wzor I obserwowana(obserwowana) macierza informacyjna
Fishera:

= (-W) (3.7)

ktora jako macierz odwrotna do macierzy kowariancji, jest symetryczna i dodatnio okreslona
(Rozdzial 2.1.1), tzn. zaktadamy, ze In P jest wypukta w otoczeniu prawdziwej wartosci para-
metru ©. Oznacza to, Ze istnieje ortogonalna macierz U taka, ze Agrys w (3.6), a zatem roéwniez
Arms, moze by¢ zapisane w tzw. postaci normalnej [24]:

N N
Z iF, (én — Qn)(én/ — 971’) = Agrps = ArLgs = Zmnﬁi, (3.8)

n,n/=1 n=1
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gdzie Uy, sa pewnymi funkcjami estymatorow én, a my, sa elementami dodatnio okre$lonej ma-
cierzy nf (otrzymanymi dla Arpgg), ktora z powodu rownosci (3.8) musi byé réwna macierzy
diagonalnej otrzymanej dla Agpg, tzn.:

¥ = DTUTFUD . (3.9)

Macierz D jest diagonalng macierza skalujaca o elementach d,, = T—: gdzie )\, sa wartosciami

wlasnymi macierzy iF.
Rownosé (3.9) pozwala w koricu na zapisanie mikroskopowej strukturalnej zasady informacyjnej

Frieden’a:

F+iF=0, (3.10)
gdzie

F=-UDH)twp 1 UT, (3.11)

nazwijmy (obserwowanag) macierzq struktury.

Istnienie postaci normalnej (3.8) jest bardzo mocnym warunkiem, ktoéry czyni cala analize
Friedena-Soffera w ogole mozliwa. Istnieja dwa szczegolne przypadki, ktore prowadza do pro-
stych realizacji fizycznych. Pierwszy z nich jest zwiazany z zalozeniem, ze tF = 0 1 wtedy z (3.6)
otrzymuje si¢ postaé¢ “rownania master” (poréownaj dalej (3.54)). W przypadku tym:

6111P> olnP

~

Uy = én—Gn, tF =0, oraz d, =4/2

20, o (312)

co oznacza, ze nie istnieje ztozona struktura uktadu.

F = diag <2

Natomiast drugi przypadek zwiazany jest z zalozeniem, ze rozklad jest reguralny [13]. Wtedy,
dlnP
90y,

zakladajac dodatkowo, ze dla wszystkich n = 1,..., N zachodzi = 0, z réwnania (3.6)

widzimy, ze:
. v
F = (20n,), Up= ”N , oraz dn =+/2/\, . (3.13)

Sumujac po wszystkich elementach zar6wno obserwowanej macierzy informacyjnej Fishera iF jak
i (obserwowanej) macierzy struktury ¢f, oraz catkujac obie strony réwnania (3.10) po przestrzeni
proby z miara dNy P(0), otrzymujemy calkowa postaé informacyjnej zasady strukturalnes:

Q+1=0, (3.14)
gdzie I jest uogodlnieniem pojemnosci informacyjnej Fishera (2.116) (por. (2.20)):
N
1= [ayP©) 3 (@) (315)
n,n'=1

natomiast @ jest informacja strukturalna (S7):

N
Q= [dyP©) > (W (3.16)
n,n/=1
Pierwotnie, w innej, informatycznej formie i interpretacji, zasada ta zostata zapostulowana w [7].
Powyzsza, fizyczna postaé zasady strukturalnej (3.14) zostata zapostulowana w [9] a nastepnie
wyprowadzona jak to przedstawiono powyzej w [10]. Zasada ta jest rownaniem strukturalnym
wielu wspotezesnych modeli fizycznych wyprowadzanych metoda EFI.
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3.1.1.1 [ oraz @) dla parami niezaleznych zmiennych polozeniowych préby

Rozwazmy jeszcze postac¢ IS wyrazona w amplitudach w szczegélnym przypadku zmiennych
Y,, parami niezaleznych. W takim przypadku zar6wno amplituda g, nie zalezy od y, dla n’ # n,
czyli ma postaé g, (yn), jak rowniez (iF) jest diagonalna, tzn. ma postaé:

(jF)nn’ = Opn/iFn (3.17)

gdzie d,,,, jest delta Kroneckera. W takim razie, zgodnie z (3.9) oraz (3.11) obserwowana macierz
strukturalna jest diagonalna i jej ogélna postaé jest nastepujaca:

(F)nn = Onnr Fpy (Qn<Yn)7 qy) <Yn)) =&, (qalyn)) (3.18)

tzn. nie zalezy od amplitud ¢,/ (y,/) i jej pochodnych dla n’ # n. Powyzej qq(f) (yn) oznaczaja

pochodne rzedu r» = 1,2, .... Zobaczymy, ze dla teorii pola w ¢, pojawia si¢ pochodne co naj-
wyzej pierwszego rzedu. Fakt ten wynika stad, ze swobodne pola rangi N, z ktérymi bedziemy
mieli do czynienia, beda spelnialy réwnanie Kleina-Gordona.

Uwaga: Oznaczenie @, jak réwniez jawnie zaznaczenie w argumencie obserwowanej IS tylko
amplitudy g, (y,), beda stosowane w dalszej czesci tego skryptu.

Podsumowujac, pojemnos¢ informacyjna (3.15) przyjmuje w rozwazanym przypadku forme:
N
I = /dy P(©) ) iF,, (3.19)
n=1
ktora ma postac¢ (2.123), natomiast informacja strukturalna (3.16):
N
Q= [ dyP©) Y Flanlya)) - (3.20)
n=1

Ze wzgledu na unormowanie rozkladéw brzegowych [ d*yn pn(Yn|fn) = 1, powyzsza postaé Q

mozna zapisa¢ nastepujaco:

N
Q=" [ a5 payn) . (003 (3.21)
n=1

Wazna kinematyczna posta¢ [ zostanie wprowadzona w Rozdziale 3.3, natomiast postacie @
beda pojawialy sie w toku rozwiazywania konkretnych fizycznych probleméw.
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3.2 Przeplyw informacji

Pojemnos¢ informacyjna I jest infinitezymalnym typem entropii Kulback-Leibler’a (Roz-
dzial 2.6.1) wzor (2.107). W statystycznej estymacji KL stuzy jako narzedzie analizy wyboru
modelu [25, 26], o czym mozemy sie przekona¢, zauwazajac, ze jest ona zwiazana z wartoscia
oczekiwana statystki ilorazu wiarygodnosci (1.44) wprowadzonej w Rozdziale 1.2.2, wlasnie w
celu poréownywania wiarygodnosci modeli.

Chociazby z tego powodu, pojawia si¢ wiec przypuszczenie, ze I mogtaby (po nalozeniu jak sie
okazuje strukturalnej i wariacyjnej zasady informacyjnej [7, 9]), staé¢ sie podstawa réwnar ruchu
(lub réwnan generujacych rozktad) uktadu fizycznego. Rownania te mialyby by¢ najlepsze z
punktu widzenia zasad informacyjnych, co jest sednem metody EFI Friedena-Soffera.

Sformutujmy wstepnie jej gtéwng statystyczng mysl: Probkowanie czaso-przestrzeni nastepuje
przez sam uktad, nawet wtedy gdy on sam nie jest poddany rzeczywistemu pomiarowi. Tzn.
uktad dokonuje prébkowania czaso-przestrzeni uzywajac charakterystycznego, swojego wltasnego
pola (i zwiazanej z nim amplitudy) rangi N, ktora jest wymiarem proby, probkujac swoimi ki-
nematycznymi “Fisherowskich” stopni swobody przestrzen potozen mu dostepng. Przejscie od
postaci statystycznej informacji Fishera (2.123) do jej reprezentacji kinematycznej zostanie omo-

wione ponizej w Rozdziale 3.3.

Rozwazmy nastepujacy, informacyjny schemat uktadu. Zanim nastapi pomiar (ktéry doko-
nuje sam uktad), uktad ma swoja pojemnosé informacyjna I zawarta w kinematycznych stopniach
swobody, oraz informacje strukturalnag @ uktadu zawarta w swoich strukturalnych stopniach
swobody, jak to przedstawiono symbolicznie na Rysunku 3.2. “Wtlaczmy” teraz pomiar, pod-

Rysunek 3.1: Panel: (a) The system before the measurement: @ is the ST of the system contained
in the structural degrees of freedom and I is the I'F' of the system contained in the kinematical
degrees of freedom. (b) The system after the measurement: @' is the ST and I’ is the I'F of the
system; 6Q = Q' — Q < 0 and 6 = I' — I > 0 as the transfer of the information (7'I) in the
measurement takes place with J > 0. In the ideal measurement 61 = —4§Q).

czas ktorego przepltyw (transfer) informacji (7'I) przebiega zgodnie z nastepujacymi zasadami
(Rysunku 3.2):

J>0 zatem dI=I'-1>0, 6Q=Q' —Q <0, , (3.22)

gdzie I', @' sa odpowiednio IF oraz SI ukladu po pomiarze, natomiast J jest dokonanym
transferem informacji (7'7). Postulujemy, ze w pomiarze T'I “w punkcie ¢’ jest idealny, co
oznacza, ze:

Q=Q +J=Q+Q+J zatem 6Q=—J . (3.23)

Oznacza to, ze “w punkcie ¢’ cala zmiana SI jest przekazana.
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7 drugiej strony “w punkcie ¢’ zasada zwiazana z T'I jest nastepujaca:

I'<I+J zatem 0<o6l=1—-1<J. (3.24)
Dlatego:
poniewaz J >0, zatem [0I|<|6Q)], (3.25)

co jest rozsadnym resultatem, gdyz w pomiarze moze nastapi¢ utrata informacji. Gdyby i “w
punkcie 77 T'I byl idealny, wtedy caly pomiar bytby idealny, tzn.:

0QQ = —01 < pomiar idealny . (3.26)

W |9, 16] zostalo zapostulowane istnienie nieujemnej addytywnej catkowitej (totalnej) fizycznej
informacji (T'FI):

K=I4+Q>0. (3.27)
Wybor intuicyjnego warunku K > 0 [16], prowadzi do nastepujacej postaci strukturalnej zasady
informacyjnej:

[+KQ=0 (3.28)
lub

I+Q=0 dla k=1. (3.29)

Powyzszy warunek zostal formalnie wyprowadzony w Rozdziale 3.1.1 jako zasada strukturalna
(3.14) [10]. Wsotczynnik k zostal nazwany w |7] wspotczynnikiem efektywnosci. W praktyce
przyjmuje on dwie mozliwe wartosci:

1
p=1V 3. (3.30)

Jego znaczenie zostanie omowione w Rozdziale 4. W przypadku okreslonym w (3.29) otrzymu-
jemy, ze K jest rowne:

K=Q+I1=0 for k=1. (3.31)

Druga zasada informacyjna jest zasada wariacyjna (skalarna). Ma ona postaé [9]:
IK=6(Q+I1)=0 = K =Q+1 jest ekstremalne . (3.32)

W koricu zauwazmy, ze w zgodzie z zapostulowanym zachowanie sie uktadu w pomiarze, otrzy-
malismy z warunkow (3.23) 1 (3.24), ze 01 < J = —dQ), z czego wynika, ze:

K=I'+Q <(I+J))+(Q-J)=1+Q=K = K <K. (3.33)

W przypadku (3.26) pomiaru idealnego, 61 = —0Q skad K’ = K, co oznacza, ze informacja
fizyczna T F'I pozostaje w tym przypadku niezmieniona. Jesli pomiar idealny bytby wykonany na
poziomie probkowania czaso-przestrzeni przez sam uktad, wtedy warunek ten mogtby prowadzié
do wariacyjnej zasady informacyjnej (3.32), tzn.:

ST=-6Q = 6(Q+1)=0. (3.34)
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Chociaz rozumowanie powyzsze wydaje sie by¢ rozsadne, jednak $cisle mowigce shusznosé przyje-
cia zasad informacyjnych, strukturalnej oraz wariacyjnej, powinno wynikaé¢ z dwoch rzeczy. Po
pierwsze z ich wyprowadzenia a po drugie z ich uzytecznosci. Wyprowadzenie zasady struktural-
nej (dla k = 1) zostato pokazane w Rozdziale 3.1.1, natomiast wnioskowanie ktére doprowadzito
do warunku (3.34) oraz sama implikacja wewnatrz niego, moze stuzy¢ jedynie jako przestanka
stusznosci zasady wariacyjnej, dla ktorej do tej pory brak formalnego wyprowadzenia. Natomiast
sama uzyteczno$é¢ zasady wariacyjnej w metodzie EFI jest oczywista, bowiem prowadzi ona do
owocnego w zastosowaniach rownania Eulera-Lagrange’a. A dokladniej, obie zasady (3.28) oraz
(3.32) sa podstawa metody estymacyjnej EFI. W ich mikroskopowej postaci tworza uktad dwoch
rownan rézniczkowych na amplitudy uktadu (2.75) wprowadzone w Rozdziale 2.5. Uktad ten
moze by¢ zgodny dajac samo-spojne rozwiazanie dla amplitud |7], i prowadzac dla k = 1 lub
1/2 do dobrze znanych modeli teorii pola (Rozdzial 4) oraz fizyki statystycznej (Rozdziat 5).
Ponadto, strukturalna (wewnetrzna) zasada informacyjna (3.28) [9] jest operacyjnie rownowazna
zapostulowanej przez Frieden’a [7], wiec jako wyprowadzona powinna mie¢ przynajmniej taka
sama moc przewidywania jak tamta [7]. Wiele z podstawowych modeli zostato juz wyliczonych
[7], jednak ich ponowne przeliczenie [16] przy powyzej podanej interpretacji informacji fizycznej
K moze dac lepsze zrozumienie metody EFI, jej zwiazku z istniejacym juz modelowaniem zjawisk
w fizyce, ale rowniez jej ograniczen.

W koncu, w strukturalnej zasadzie informacyjnej ciekawe jest rowniez to, ze stanowi ona waru-
nek zerowego podziatu dla T'F'I, ktéry jest dawno poszukiwanym warunkiem zasady ekwipartycji
entropii (w tym przypadku infinitezymalnej entropii wzglednej).

Wspomnieliémy o tym, ze pomyst metody EFI pochodzi od Friedena. Jednak méwiac w skro-
cie, Frieden i Soffer [7| podeszli inaczej do informacji strukturalnej. W [7] wprowadzono tzw.
informacje zwiazana J, ktora ma interpretacje informacji zawartej w uktadzie przed pomiarem.
Chociaz, aksjomaty Frieden’a sa rownowazne powyzszym warunkom (3.28) oraz (3.32), o ile
J = —Q, to jednakze réznica pomiedzy podejsciami jest widoczna. A mianowicie, o ile w podej-
$ciu Friedena-Soffera uktad do$wiadcza transferu informacji J — I, majac w kazdej chwili czasu
tylko jeden z tych typow informacji, o tyle w naszym podejsciu system jest charakteryzowany
jednoczesnie przez przez I oraz () w kazdej chwili czasu.
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3.3 Kinematyczna postaé¢ informacji Fishera

Centralna czes¢ pracy Frieden’a i Soffer’a zwigzana jest z transformacja postaci pojemnosci

informacyjnej I zadanej rownaniem (2.123) oraz (2.131) do tzw. postaci kinematycznej wy-
korzystywanej w teorii pola oraz fizyce statystycznej. W obecnym rozdziale zaprezentujemy
podstawowe zalozenia, ktore doprowadzity do konstrukeji kinematycznego cztonu (calki) dziata-
nia dla cztero-wymiarowych modeli teorii pola. Przejscie to ma nastepujaca postaé [7].
Zgodnie z podstawowym zalozeniem Friedena-Soffera, N-wymiarowa probka y, = (y%) jest
pobierana przez uklad posiadajacy rozklad p,(y,), gdzie obok indeksu proby n = 1,2,..., N
wprowadzono indeks (czaso)przestrzenny v = (0), 1,2, 3. Zgodnie z Rozdzialem 2.5, wzor (2.75),
metryka Fishera na (pod)rozmaitosci S prowadzi w naturalny sposéb do pojecia rzeczywistej
amplitudy ¢(yn|0n) = +/p(yn|bn) pola uktadu. Od razu skorzystano tez z zapisu, ktory suge-
ruje niezaleznos¢ rozktadu dla Y, od 0,,, gdy m # n. Jak przedstawiliSmy w Rozdziale 2.7.2
pojemnos$¢ informacyjna (2.134) moze zostaé¢ zapisana jako (2.139):

9Gn (Yn|0n) Oqn (yn!0n)
_ 4
4§ /d E ( . o0 . (3.35)

Niech x,, = (x¥) sa przesunieciami (np. addytywnymi fluktuacjami) danych y, = (y) od ich

TL

wartosci oczekiwanych 62, tzn.:

v =0, +x . (3.36)
Przesuniecia x}, sa zmiennymi Fisher’owskimi, spelniajac warunek g%: =0y, (2.127).
Odwotujac sie do “regutly tancuchowej” dla pochodne;j:

o Ayh-e0n o 9
o0y — 00y o(yr—0r) Oy, —6r)  oxy’ (3.37)

oraz uwzgledniajac d*x,, = d*y,, co wynika z tego, ze parametry 6,, sa stalymi, mozemy przeji¢
od postaci statystycznej (3.35) do postaci kinematycznej IF :

8(]11 Xn 8Qn Xn)
4
. 4§:/d E: iy ol (3.38)

gdzie d*x,, = dx)dxLdx2dx3. W (3.38) wprowadzono oznaczenie:

Gn(Xn) = qn(Xn + 0n|0n) = qn(ynl0n) , (3.39)

pozostawiajgc catq informacje o 0, w indeksie n amplitudy g, (xy,).
Zakladajac, ze zakres zmiennodci wszystkich x” jest dla kazdego n taki sam, mozemy pominaé
indeks n przy tej zmiennej (ale nie przy amplitudzie ¢,), otrzymujac:

871 n
I= 4Z/d4 Z gxy axv)’ (3.40)

postaé, ktora wykorzystamy przy wyprowadzeniu rownan generujacych fizyki statystycznej [7],

ale ktora zostala roéwniez wykorzystana do wyprowadzenia elektrodynamiki Maxwella metoda
EFTI [7].
Uwaga: Wymiar proby N jest rangq pola uktadu zdefiniowanego jako zbior amplitud (qn(xn))gzl.
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W Rozdziale 3.1.1 pokazalismy, ze strukturalna zasada informacyjna I + @ = 0 jest artefak-
tem istnienia rozwiniecia In P(©) w szereg Taylora' wokol prawdziwej wartosci parametru ©.
Obecnie znamy juz ogdlng postaé¢ kinematyczna I czeSci pomiarowej zasady strukturalnej. W
metodzie EFI, jej cze$é strukturalna ) ma posta¢ zalezna od np. fizycznych wiezé6w naltozonych
na uktad. Zagadnieniem tym zajmiemy sie w kolejnych Rozdziatach 4 oraz 5.

Kolejnym zatozeniem jest konstrukcja sktadowych funkcji falowej sktadanych z amplitud? w na-
stepujacy sposob [7]:
1 ‘

wn(XZn—la X2n) = ﬁ <q2n—1(x2n—1) +1 q2n(x2n)> ) n=1,.. N/2 . (341)
Powyzsza postaé jest uogdlnieniem konstrukeji Friedena, ktory tworzac funkcje falowa uktadu
ztozyt n-ta sktadowaq funkcji falowej z amplitud w nastepujacy sposob |[7]:

1 .

B = e (a0 + () L 1= L N2 (3.42)
Doktadniej mowiac, aby postuzenie sie funkcja falowa (3.42) miato sens, musi przynajmniej pod
catka zachodzi¢ rownowazno$¢ zmiennych:

Xm = Xp = x dla wszystkich n,m=1,2,...,N . (3.43)
Zalozenie to calkiem wystarcza przy liczeniu wartosci oczekiwanych oraz prawdopodobieristw.
Przy zalozeniu postaci (3.42) dla n-tej sktadowej?, posta¢ funkcji falowej Friedena jest nastepu-
jaca:

N/2
() = (W ()),5 - (3.44)

Zbior N sktadowych funkeji falowych ¢, nazwijmy funkcjq falowq uktadu rangi N.
Zauwazmy, ze zachodza nastepujace rownosci:

N/2
G =(G+GE+ i)+ (B+E+ ) =D (1)’ + (g20)? (3.45)
_ n=1
i analogicznie:
Ogn g 2 [ gon1 O Ogan O
Z dn O4n _ Z q2n—1 0G2n—1 i q2n OQ2n _ (3.46)
8xny 8xn ot OXp, OXY OXpy OXY

Zaktadajae dla wszystkich ponizszych rozwazan stusznosé (8.43) przynajmniej pod catkq, oraz
postaé funkcji falowych (3.42), dokonajmy nastepujacego ciagu przeksztatcen dla (3.40):
N N/2
Iqn Oqn / 4 0201 0q2n—1  Oqon Oqan,
I = 4 d* =Y d*x
S [axd g =13 [ x|t et G
N/2

_ 4 1 a QQn l_lq2n) 1 a(q271,—1"|_i(]2n)
— 4NZ / d*x Z - ik T , (3.47)

W [10] byla uzyta miara d"x P(©) zamiast d"y P(©). Nie zmienia to jednak dowodu strukturalnej zasady
informacyjnej lecz poszerza jego zastosowanie na sytuacje, ktore nie posiadaja niezmienniczo$ci przesuniecia,

zalozenia, ktore nie byto wykorzystane w dowodzie.
2 Amplitudy ¢, sa w przypadku rozkladow ciaglych zwiazane z pn, ktore sa gestosciami prawdopodobieristw.
30 ile nie bedzie to prowadzilo do nieporozumieni bedziemy pominijali stowo “sktadowa”.
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gdzie w ostatnim przejsciu skorzystano z przeksztalcenia typu:

k k Ek k .k k .k
492n—192n—1 T 921, 42, = (an—l -1 QQn)(Q2n—1 +1 QQn) . (3-48)

gdzie indeks k oznacza pochodng rzedu k = 0,1,.... Odwotlujac sia do definicji (3.42) funkcji
falowej, otrzymujemy:

N/2

I:4N2/d4 Zaﬁiy (%” ). (3.49)

Pojemnosc informacyjna (3.49) ma typowa posta¢ np. dla relatywistycznej mechaniki falowej,
odpowiadajaca czesci kinetycznej catki dziatania. Dlatego wtasnie oczekiwana informacje Fi-
shera nazwal Frieden informacjq kinetyczng. W [7| uzyto jej do wyprowadzenia rownan Kleina-
Gordona oraz Diraca metoda EFI [7].

Uwaga: Korzystajac z twierdzenia o prawdopodobieristwie calkowitym, gestosé rozktadu praw-
dopodobienstwa przesuniecia (lub fluktuacji) w uktadzie moze by¢ zapisana nastepujaco [7]:

N
p(x) = Zp(an) an (%n|0n) Zqﬂ, (%n|0n)

n=1

1 N
= qug (x) , (3.50)
n=1

gdzie skorzystano z zalozenia, ze n-ta wartosé oczekiwana 6, nie ma dla m # n wplywu na
rozktad przesuniecia x,,, oraz jak zwykle z postaci amplitudy q% = p,,. Prawdopodobienistwo p,,
jest prawdopodobienstwem pojawienia sie wartosci x,, zmiennej losowej przesuniecia (lub fluktu-
acji) z rozktadu generowanego z parametrem 6,,, tzn. ma ono interpretacje prawdopodobieristwa
warunkowego py, (x,,|0,). Funkcje r (6,,) = % mozna nazwaé funkcja “niewiedzy”, gdyz jej postac
jest odzwierciedleniem catkowitego braku wiedzy odnognie tego, ktéra z N mozliwych wartosci
0, pojawi sie w konkretnym n-tym z N eksperymentéw proby.

W koricu, korzystajac z (3.42), (3.46), (3.48) oraz (3.50) wida¢, ze:

N/2

= (%) ¢ (%) (3.51)
n=1

jest gestoscia rozktadu prawdopodobienstwa przesuniecia (lub fluktuacji) x w uktadzie opisanym
funkcja falowa (3.44).

Uwaga: W calym powyzszym wyprowadzeniu nie uzyliSmy podstawowego zatozenia Friedena-
Soffera o niezmienniczo$ci rozktadu ze wzgledu na przesuniecie, tzn.:

Pn(Xn) = P, (Xn‘en) = pn(yn‘gn) gdzie x; =y, -0, . (3-52)

gdzie y, = (y%), xn, = (x¥) oraz 0,, = (07). Zalozenie to nie jest potrzebne przy wyprowadzeniu
postaci (3.38) pojemnosci informacyjnej.

Uwaga: Co wiecej, informacja o 0, musi pozostaé w rozktadzie p, oraz jego amplitudzie qy,.
Wezesniej umdowilismy sie, zZe indeks n zawiera tg informacje. Po umiejscowieniu informacji o
0, w indeksie n, mozna w razie potrzeby, wynikajacej np. z fizyki zjawiska, zazada¢ dodatkowo
niezmienniczosci ze wzgledu na przesuniecie.
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3.3.0.2 Postaé¢ kinematyczna pojemnosci zapisana w prawdopodobienistwie

Ponizej podamy postaé¢ kinematyczna pojemnosci zapisana w (punktowych) prawdopodo-
bienistwach proby. Postaé ta jest bardziej pierwotna niz (3.35), chociaz w tresci skryptu wyko-
rzystywana jedynie w Dodatku.

Puntem wyjscia jest pojemnosé (2.137):

3
Opn (Ynl|0n) Opn (yn|0n)
I1=1 d* s .
Z/ Y ynre >Z< b, o0,

Korzystajac z przejscia do addytywnych przesunieé x,, = (x7) ,(3.36), oraz z “reguly tancucho-

wej” (3.37) dla pochodnej, otrzymujemy (podobnie do (3.38)), nastepujaca kinematyczng postac
pojemnosci informacyjnej wyrazona w prawdopodobieristwach:

(=5 [ Ly (Ml

v=0

gdzie, podobnie jak poprzednio dla amplitud, pozostawilismy calg informacje o 6,, w indeksie n
rozktadu p,(x,). W koncu, zakladajac, ze zakres zmiennosci wszystkich x! jest dla kazdego n
taki sam, pomijamy indeks n przy tej zmiennej (ale nie przy rozktadzie p,), otrzymujac:

I—Z/d4 <8pn( )3pn(X)).

ox,  OxV
Postaé ta wykorzystamy w Dodatku jako pierwotna przy wyprowadzeniu elektrodynamiki Max-

wella, granicy stabego pola w teorii grawitacji, oraz twierdzenia I fizyki statystycznej.

64



3.4 Ro6wnania master

Podejd7my nieco inaczej niz w Rozdziale 3.1.1 do problemu estymacji. Rozwiimy P(@)
w szereg Taylora wokol prawdziwej wartosci parametru © i wycatkujmy po przestrzeni proby,

otrzymujac:
N
Jau(p@) - Pie)) = [ay (Z 2O 6~ 6
n=1 n
1 L 92P(0) - A
5 ;lmz(en_en)(en/—en/)+--~ : (3.53)

)

gdzie jak zwykle uzyto oznaczenia P(0) = P(é) lo. Gdy catkowanie zostaje wykonane po calej
przestrzeni proby, wtedy pomijajac czlony wyzszego rzedu? i biorac pod uwage warunek normali-
zacji [ dy P(©) = [dy P(©) = 1 wida¢, e lewa strona réwnania (3.53) jest réwna zero. Dlatego
otrzymujemy wynik, ktory dla lokalnie nieobciazonych estymatoréow [12] oraz po zapostulowaniu
zerowania sie¢ wyrazenia podcaltkowego po prawej stronie, przyjmuje dla konkretnych n oraz n’
nastepujaca mikroskopowa postaé¢ réwnania master:

92P(O) A

Gdy parametr 67 ma index Minkowskiego v, wtedy mozna pokazaé, ze P = HT]L\;1 Pn(yn) wraz
z (3.54) prowadzi, po przejsciu do zmiennych Fisherowskich (poréwnaj (2.127)), do réwnania
majacego posta¢ rownania ciaglosci strumienia:

8pn Yn) Opn(yn) o i i — o
+ =0, o, =-=2 o 3.95
Z oyi n Ol (3.55)

gdzie t, = yU. W (3.55) 6! oraz 60 sa wartoscia oczekiwana potozenia oraz czasu ukladu.
Poniewaz (3.55) jest stuszne dla kazdego n wiec index n mogtby zosta¢ pominiety.

3.5 Podsumowanie rozwazan

Podstawowym przestaniem wyniesionym z metody estymacyjnej Friedena-Soffera jest to, ze
TF1I jest poprzednikiem Lagrangianu uktadu [7]. Temat ten rozwiniemy w kolejnym rozdziale.
Pewnym minusem teorii Friedena-Soffera mogla wydawaé sie konieczno$é¢ zapostulowania no-
wych zasad informacyjnych. Co prawda z puntu widzenia fenomenologii wydaje si¢ by¢ catkiem
satysfakcjonujaca skutecznosé tych zasad w wyprowadzeniu duzej liczby modeli uzytecznych do
opisu zjawisk, jednak wyprowadzenie tych zasad przesunetoby teorie do obszaru bardziej podsta-
wowego. Pozwolitoby to zar6wno na podanie jej przysztych ograniczeni fenomenologicznych jak i
jej mozliwych teoretycznych uogélnieri. W tym kontekstcie wyprowadzenie strukturalnej zasady
informacyjnej jako konsekwencji analitycznosci logarytmu funkcji wiarygodnosci w otoczeniu
prawdziwej warto$ci parametru © spelnia ta wtasnie role. Pozostaje jeszcze do wyprowadzenia
wariacyjna zasada informacyjna, ktéra lezu u podstaw zasady ekstremizacji dzialania fizycznego.

4Co jest stuszne nawet na poziomie gestosci o ile tylko P(é)) € S nie posiada w © wyzszych jetow niz 2-iego
rzedu.
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W obecnym rozdziale zwrécono uwage, ze u podstaw takiego wyprowadzenia moze lezeé¢ idea ide-
alnego pomiaru [10], przy ktorej wariacja I'F jest rowna co do znaku wariacji I.S.

W powyzszym rozdziale wyprowadzono tez réwnanie master (3.54) dla funkcji wiarygodnosci,
ktore prowadzi do rownania ciagtosci strumienia dla punktowego rozktadu w probie (3.55). Cie-
kawe jest to, ze rownanie master pojawia sie z rozwiniecia funkcji wiarygodnosci w szereg Taylora
wokol prawdziwej wartosci parametru 6. Sita rzeczy (por.3.53) nie pojawia sie wiec w nich czesé
nieliniowa struktury uktadu. Ta gataz uogélnienia MNW w klasycznej statystycznej estymacji
lezy blizej teorii proceséw stochastycznych niz EFI.

Wyprowadzajac w Rozdziale 3.1.1 strukturalna zasade informacyjng [10], wykazano, ze metoda
Friedena-Soffera jest pewna modyfikacja MNW | pozwalajaca jak sie okaze na nieparametryczng
estymacje rownan ruchu teorii pola lub réwnan generujacych (rozklad) fizyki statystycznej [7].
Wiele z tych rownan otrzymano juz w [7], zgodnie z informatycznym zrozumieniem Friedena-
Soffera wspomnianym na koricu Rozdzialu 3.2. W [16] wyprowadzenia te zostaly sprawdzone
dla przyjetej w obecnym skrypcie fizycznej postaci zasad informacyjnych [9]. Jednakze dopiero
wyprowadzenie strukturalnej zasady informacyjnej pozwala na faktoryzacje z obserwowanej 1.5
czedci bedacej miara catkowa i w zwiazku z tym na prawidlowe umieszczenie rozktadéw spet-
niajacych rownania rézniczkowe metody EFI w odpowiednich podprzestrzeniach przestrzeni sta-
tystycznej. Dlatego omoéwieniu badz przeliczeniu niektorych rozwiazan EFI z uwzglednieniem
tego faktu poswiecimy dwa nastepne rozdzialy. Nalezy jednak podkresli¢, ze Frieden, Soffer i
ich wspotpracownicy Plastino i Plastino, podali bardzo skuteczna metode rozwiazania uktadu
zasad informacyjnych dla problemu EFI, gdyz poza warunkami brzegowymi i ewentualnymi row-
naniami ciagglodci nie jest ona ograniczona przez zadna konkretna posta¢ rozktadu. Metode ta
wykorzystamy w dalszym ciagu analizy.

66



Rozdzial 4

Kryteria informacyjne w teorii pola

Gtowne estymacyjne przestanie metody EFI. Jak stwierdziliSmy poprzednio, poniewaz pod-
stawowa mysl stojaca za metoda EFI jest nastepujaca: Skoro I'F jest infinitezymalnym typem
entropii wzgledenj Kulback-Leibler’a, ktora stuzy do statystycznego wyboru pomiedzy zapropo-
nowanymi recznie modelami, zatem po dodatkowym recznym, aczkolwiek uzasadnionym nato-
zeniu rézniczkowych zasad strukturalnych na uktad, staje sie ona metoda estymujaca rownania
ruchu i ich wyboru droga wymogu spetienia zasad! informacyjnych. Badz, jesli kto§ woli, me-
toda EFI jest metoda estymujaca roktady, ktore sa rozwiazaniami tych réownan. Jest wiec to
metoda estymacji nieparametrycznej. Wspomniane réwnania to np. réwnania ruchu teorii pola
badz rownania generujace rozklady fizyki statystyczne;j.

4.1 Informacja Fishera i klasyfikacja modeli

Obecny rozdzial poswiecony jest gléwnie przedstawieniu wstepnej klasyfikacji modeli fizycz-
nych ze wzgledu na skoriczono$é (badz nieskoriczonos¢) pojemnosei informacyjnej I. Ponadto,
ponizsze rozwazania dla modeli ze skoriczonym I dotycza wytacznie modeli metody EFI. Kolejna,
bardzej szczegolowa klasyfikacja pozwala sklasyfikowaé modele ze wzgledu na wielko$é proby N.
Jak pokazemy mechanika klasyczna posiada nieskoiiczong pojemno$é informacyjna I. Scigle
mowiace, mechanika klasyczna jest teoria z symplektyczna strukture (rozmaitosci) i nie posiada
struktury statystycznej. Czasami jednak styszy sie stwierdzenie, ze jest ona stochastyczna gra-
nica mechaniki kwantowej. Ale i na odwrot, wedlug von Neumann’a [27] teoria kwantowa jest
niespojna z istnieniem zespoldéw nie posiadajacych rozmycia (rozproszenia). W zwiazku z tym,
dos¢ powszechnie uwaza sie, ze wystepowanie odchytek od klasycznego zachowania sie uktadow
mozna uchwycié jedynie na poziomie statystycznym [28].

Ponizej udowodnimy twierdzenie klasycznej statystyki moéwiace o niemozliwosci wyprowadzenia
mechaniki falowej? metody EFI z mechaniki klasycznej. W tym celu wykorzystamy statystyczne
pojecie pojemnosci informacyjnej, ktore jest narzedziem dla dwoch sprzezonych z soba zagadnieri,
a mianowicie powyzej wspomnianego statystyczego dowodu o niewyprowadzalnosci mechaniki

"W tym punkcie w stosunku do estymowanego réwnania ruchu dziala ona jak MNW w stosunku do estymo-
wanego parametru rozkladu znanego typu.

2Wspolnote mechaniki falowej z kwantows, ograniczymy do typow réwnan rozniczkowych zagadnienia Sturm’a-
Liouville’a oraz zasady nieoznaczonosci Heisenberga. Dowod przeprowadzony w ramach mechaniki falowej w
obszarze wspélnym dla obu teorii falowych, uznajemy co najwyzej jako przestanke jego stusznosci w mechanice
kwantowej.
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kwantowej z klasycznej, i zwigzanego z nim problemu konsystencji samo-spojnego formalizmu.
Ostatni fakt wykorzystywany jest w takich galeziach badan fizycznych jak nadprzewodnictwo
[29], fizyka atomowa i czastek elementarmych [30] oraz astrofizyka [31].

4.1.1 Podzial modeli ze wzgledu na N oraz kategorie [

Jak dotad nie odnieslismy sie do wartosci N wymiaru proby. Pierwsza klasyfikacja zwigzana
z N jest ogélna. Tzn. pokazemy, ze modele naleza do dwoch réznych ogélnych kategorii z rézna
wartoscia IN. Pierwsza z nich posiada skoniczong wartosé N i jest zwigzana ze skoriczona warto-
scig I. Obejmuje ona modele mechaniki falowej i klasycznych teorii pola, gdyz jedno skonczenie
wymiarowe, polowe rozwiazanie rownan ruchu okresla ewolucje uktadu wraz z pelnym okresle-
niem jego struktury w przestrzeni i czasie. Natomiast mechanika klasyczna nalezy do drugiej
kategorii z nieskoriczonym N, gdyz rozwigzanie rownania ruchu nie okresla struktury czastki,
ktora musi byé niezaleznie od tego réwnania okreslona poprzez zdefiniowanie w kazdym punkcie
toru czastki jej punktowej struktury (np. poprzez dystrybucje d-Diraca). Mechanika klasyczna
okazuje sie posiada¢ nieskoriczona wartosé I.
Jesli chodzi o modele ze skoriczona watoscia I, to ponizsze rozwazania dotycza jedynie modeli
posiadajacych rozwiniecie logarytmu funkcji wiarygodnosci w szereg Taylora i w konsekwencji,
zgodnie z zatozeniami Rozdzialu 3.1.1 sa wyprowadzalne z pomoca strukturalnej zasady infor-
macyjnej I + Q = 0.

4.1.1.1 Dowbd podzialu na dwie kategorie [

Ubiezmy powyzsze stowa nastepujaca analiza. Dla uproszczenia rozwazmy uktad jednowy-

3. Zalozmy wpierw, ze uklad jest opisany przez nieosobliwg dystrybucje.

miarowy w potozeniu
Wtedy dla N — oo pojemnosé informacyjna I, (2.100), rozbiega sie do nieskoriczonosci. Taka
sama sytuacja zachodzi jednak dla kazdej osobliwej dystrybucji jak np. dystrybucja J-Diraca.
Sprawdzmy, ze tak jest istotnie. Rozwazmy punktowa czastke swobodna, dla uproszczenia w

spoczynku w potozeniu 6, oraz §-Diracowski cigg funkcji, np. ciag funkcji Gaussa:

k
{5k(yn\9) = ﬁ exp(—k? (yn — 0)2)} , gdzie k=1,2,3,... . (4.1)
Wtedy, poniewaz dla okreslonego indeksu k ciagu (4.1), pojemnos¢ informacyjna (2.100):
N 2
01n oy (yn|6 .
I :;/dynék(an) (rlgéy‘)> . gdzie k=1,2,3,... . (4.2)
jest rowna:
N
Iy= =, gdze k=1,2,3,.. . (4.3)
Ok

gdzie a,% = ﬁ opisuje wariancje poltozenia czastki dla k-tego elementu ciggu (4.1), wiec widzimy,
ze Ij, rozbiega sie do nieskoriczonosci dla N — oo, i nawet jeszcze mocniej gdy dodatkowo k& — oo.
Posumowujac, dla N — oo pojemno$é informacyjna I nie istnieje, obojetnie z jaka dystrybucja
mieliby$smy do czynienia.

3Wielowymiarowosé czasoprzestrzenna moze, w kontekscie obecnych rozwazaii, zmienié co najwyzej znak po-
jemnosci informacyjnej.
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Tak wiec istniejg dwie, powyzej wymientone, rozdzielne kategorie modeli odnoszqce sie do wy-
miaru N proby. Tzn. dla jednych, takich jak mechanika falowa i teorie pola, N oraz [ sa
skonczone, podczas gdy mechanika klasyczna tworzy osobna klase z nieskoniczonym N oraz I.
To koriczy dowod [9] o niewyprowadzalnosci modeli falowych i teorio polowych z mechaniki kla-
sycznej.

Powyzszy dowod nie obejmuje mozliwosci wyprowadzenia mechaniki falowej (czy tez teorii kwan-
towych) z klasycznej teorii pola badZ samo-spdjnej teorii pola [30, 32, 33].

Uwaga: Ogznacza to, ze mechanika klasyczna nie ma skonczonego statystycznego pochodze-
nia?, chyba, ze tak jak w (4.1) wprowadzi si¢ nieskoriczona liczbe statystycznych parametrow, co
jednak pociaga za soba nieskoriczonos¢ pojemnosci informacyjnej I.

4.1.2 Podzial modeli ze skoniczonym [ na podklasy z ré6znym N

Jak juz wspomninali$my, Frieden i Soffer |7] wyprowadzili modele falowe postugujac sie po-
jeciem pojemnosci informacyjnej I oraz zasadami informacyjnymi estymacyjnej metody EFI.
Rozwiniemy ten temat w dalszej czesci obecnego rozdziatu. Na razie zauwazmy, ze stosujac
(zasadniczo) jednoczesnie obie zasady informacyjne, strukturalna I + k@ = 0, (3.28), oraz wa-
riacyjna 6(1 + Q) = 0, (3.32), oraz uwzgledniajac odpowiednie fizyczne wigzy (wyrazone narzu-
ceniem na uklad np. réwnania ciaglosci, symmetrii oraz warunkéw brzegowych), otrzymujemy
zroznicowanie ze wzgledu na N modeli posiadajacych skoiiczone wartosci N oraz I. I tak row-
nanie Kleina-Gordona (oraz réwnanie Schrodingera jako jego nierelatywistyczna granica, por.
Dodatek) posiadaja range pola N = 2, rownanie Diraca posiada N = 8, réownania Maxwell’a
posiadaja N = 4, a teoria grawitacji, zasadniczo bardziej w ujeciu Logunova [34] niz ogodlnej
teorii wzglednosci, posiada N = 10 (Dodatek).

4.1.3 Konkluzje i konsekwencje podzialu modeli na kategorie [

Powyzej otrzymalismy rezultat moéwiacy, ze wszystkie modele opisane strukturalna zasada
informacyjna naleza do kategorii skoniczonej wartosci pojemnosci informacyjnej I oraz, ze me-
chanika klasyczna nalezy do kategorii nieskoiiczonego I. Zatem w ramach zagadnien rozwazanych
w skrypcie, granica nie lezy pomiedzy tym co micro a makro, ale przebiega pomiedzy teoriami,
ktore majg pochodzenie statystyczne oraz tymi, ktére maja pochodzenie klasyczno-mechaniczne.
Albo lepiej, pomiedzy tym co ma pochodzenie falowe, lub szerzej, teorio-polowe, oraz tym co ma
pochodzenie $cisle punktowe.

Poniewaz w konstrukeji modeli klasycznej teorii pola oraz mechaniki falowej, uzyty jest ten sam
statystyczny formalizm informacji Fishera, dlatego jest ona réwniez wlasciwym narzedziem w
konstrukeji samo-spéjnych teorii pola [30], ktora taczy modele mechaniki falowej i klasycznej
teorii pola w jeden, logicznie sp6jny aparat matematyczny.

Jak wiemy aby otrzymac jakakolwiek teorie pola, metoda EFI uzywa dwoch nowych zasad, wa-
riacyjnej, ktora minimalizuje catkowita fizyczna informacje uktadu, oraz strukturalna, ktora (co
pokazalisémy) ta informacje zeruje. Frieden i Soffer |7] zwrocili uwage, Ze pojecie informacji
poprzedza pojecie fizycznego dzialania, i wiele w tej kwestii juz zrobiono, a wprowadzony forma-

4Frieden co prawda wyprowadzit rowniez mechanike klasyczna z mechaniki falowej, ale jedynie jako graniczny
przypadek h — 0, a wartos¢ N w tym wyprowadzeniu jest nieistotna [7].
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lizm mozna stusznie nazwaé podejéciem Friedena do réwnari ruchu. Jednakze liczne zagadnienia,
ze wzgledu na rézne niz w [7| zrozumienie zasady strukturalnej (patrz [9, 16, 10| oraz obecny
skrypt), wymagaja ponownego zinterpretowania i zrozumienia. Ciagle na ogolne opracowanie
czeka wprowadzenie do formalizmu informacyjnych poprzednikow zrodet oraz lepsze zrozumienie
fizyki lezacej u podstaw znaczenia wymiaru proby N. Ponizsze rozwazania stuzg usystematyzo-
waniu istniejacego juz statystycznego aparatu pojeciowego informacji kinetycznej i strukturalnej
metody EFI oraz lepszemu opisowi zwiazku informacji fizycznej z catka dziatania.

4.2 Roéwnania zasad informacyjnych dla réwnan modeli fizycz-
nych

Kolejna czes¢ obecnego rozdziatu poswiecona jest omoéwieniu rozwiazan zasad informacyjnych
metoda EFI dla modeli mechaniki falowej i teorii pola [35]. Punktem wyjscia jest pojemnosé
informacyjna I w jej kinematycznych postaciach (3.40):

7= 4Z/d4 Zaf;;y On(x ),

badz (3.49):

N/2
0y (x) O (x
—4Nz/d4z Ll ) |

wyprowadzonych w Rozdziale 3.3, gdzie x% sa zgodnie z (3.36) przesunieciami wartosci pomia-

rowych polozenia zebranymi przez uktad od ich wartosci oczekiwanych. Wyprowadzenie (3.40)
oraz (3.49) zostalo zaprezentowane z Rozdziale 3.3 i nie zaklada ono (w przeciwienstwie do or-
ginalnego wyprowadzenia Friedena-Soffera) koniecznosci istnienia niezmienniczosci przesuniecia
rozktadow prawdopodobienstwa. Uogolnienia powyzszych kinematycznych postaci na przypadek
wystepowania w uktadzie pol cechowania oméwimy w dalszej czesci rozdziatu. Pewne informacje
na temat niezmienniczo$ci Lorentzowskiej pojemno$ci informacyjnej I zostaly podane w Roz-
dziale 2.7.1.

W koncu, wyprowadzenie strukturalnej zasady informacyjnej zostato przedstawione w Roz-
dziale 3.1.1. Odwotywalo sie ono do pelnych danych pomiarowych (yn)n 1, ale jego postac
dla przesunieé (x n)n:l jest doktadnie taka sama [10]. Tak wiec, ponizej stosowane zasady
informacyjne, strukturalna oraz wariacyjna, beda odwolywaly sie do miary probabilistycznej
dx py(x) okreslonej na przestrzeni przesunie¢ x € X jako przestrzeni bazowej, gdzie X jest

czaso-przestrzeniag Minkowskiego R*.
Przystapmy do przedstawienia konstrukcji mechaniki falowej i teorii pola zgodnie z metoda EFI.
Wedtug rownania (3.27) TPI zostata okreslona jako K = @ + I. Poniewaz przesuniecie x,, nie

zalezy od parametru 6, dla m # n, oraz zakres calkowania dla wszystkich x,, jest taki sam,
dlatego I redukuje sie do diagonalnych postaci (3.40) badz (3.49), a @ do postaci:

N
Q=3 [ %0 Fol0a() (4.4)
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zgodnie z oznaczeniem w (3.21), badz w przypadku pola 9 (x), (3.44), do ogdlnej (jak zwykle
rzeczywistej) postaci:

N/2

Qu= [ 3 U () (6(0), 07 60, 000, 0V ) (4.5)

nn—

przy czym (cata) funkcja podcatkowa jest wielomianem poél ¢)(x) oraz 1*(x), stopnia nie mniej-
szego niz 2, oraz ich pochodnych rzedu | = 1,2,... (por.(3.18)), natomiast $fn, jest pewna
obserwowana (w ogolnosci zespolona) informacja strukturalna uktadu. Konkretna, jak sie oka-
zuje prostg posta¢ @ dla przypadku pol skalarnych Kleina-Gordona oraz pola Diraca oméwimy
ponizej.

Korzystajac z (3.40), (4.4) oraz (3.27), mozemy zapisa¢ TFI w postaci:

SEK—/d4xk, (4.6)
gdzie dla pola opisanego amplitudami g,,:
0qn(x) Oqn(x) T,
k=4 - n : 4.
nzl [ > ok, o 4000 Fulant) (47)

natomiast dla pola opisanego amplitudami ,,:

N/2 3

+ flw:;<x>¢nf<x>ofin,<w<x>,¢*<x>,¢<”<x>7¢*<”<x>>} : (438)

Rownowaznosé w (4.6) sugeruje, ze K pelni funkcje (statystycznego) poprzednika (calki) dzia-
tania S, natomiast k bedace funkcja gestosci TFI, jest poprzednikiem gestosci Lagrangianu L.
Sprawie tej poswiecimy jeden z ponizszych rozdziatow.

Uwaga: W dalszej czesci skryptu zalozymy, ze obserwowana informacja strukturalna nie za-
wiera pochodnych pdl rzedu wyzszego niz [ = 1. Zalozenie to ma charakter fizyczny. Oznacza
ono, ze jesli wspotrzedne uogolnione (u nas amplitudy) oraz predkosci uogdlnione (u nas po-
chodne amplitud) uktadu sg zadane w pewnej chwili czasu, to ewolucja uktadu jest catkowicie
okreslona, o ile rownania ruchu sa 2-giego rzedu. Odpowiada to sformulowaniu Lagrange’a wy-
korzystywanemu w badaniu dynamicznych i termodynamicznych wtasnosci uktadow.

Fakt ten z punktu widzenia statystycznego oznacza, ze interesuja nas tylko takie (pod)przestrzenie
statystyczne, dla ktérych wszystkie mozliwe logarytmy funkcji wiarygodnosci posiadaja r-jety
Jy (8,R) w otoczeniu U, punktu p = P(0) € S rzedu r < 2 (por. Rozdziat 2.3). Fakt ten
jest istotny z punktu widzenia obserwowanej informacji Fishera (3.7) zdefiniowanej (pierwotnie)
poprzez drugie pochodne logarytmu funkcji wiarygodnosci po parametrach, co z kolei uwozliwia
konstrukeje strukturalnej zasady informacyjnej (Rozdziat 3.1.1), ktora jest rownaniem metody
EFI. Jednoczesnie (oczekiwana) informacja Fishera (3.15) wchodzi w nieréwnos¢ Rao-Cramera,
ktorej pewna postacia jest, po dokonaniu w informacji Fishera transformacji Fouriera do prze-
strzeni pedowej, zasada nieoznaczonosci Heisenberga (Dodatek). Zatem fakt wystepowania w
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funkcji Lagrange’a (kwadratu) pierwszych pochodnych bylby (z tego punktu widzenia) artefak-
tem konieczno$ci wykonania przez uklad estymacji jego czaso-przestrzennych potozen, ktéra to
estymacja posiada dolne ogranicze Rao-Cramera na doktadnosé jednoczesnej estymacji potozenia
oraz predkodci.
Odpowiedzmy jeszcze na pytanie co z punktu widzenia statystycznego oznacza niewystepowa-
nie w rozwinieciu In P(é) w szereg Taylora (3.2) wyrazoéw wyzszego rzedu niz drugi (tzn. brak
jetow o rzedzie r > 2). Sytuacja ta ma miejsce gdy obserwowana informacja Fishera iF, (3.7),
nie zalezy od parametru © € Vg, gdzie Vg jest przestrzenia parametru ©. Wtedy bowiem jej
pochodne po parametrze © = (6,,) sa w rowne zero dla kazdego punktu p’ = P(©’) w otoczeniu
U,. Zatem:
o . 0 0?In P(©')
@]F‘p'e Ur = 90/ ( 50’2 >

pev, =0 = j5(S,R) —ji(S,R)=0dlar > 2, (4.9)

gdzie j; (S,R) jest dowolnym elementem przestrzeni jetéw J;(S,R). Lewa strona powyzszej
implikacji oznacza, ze:
(jF )nn’

tzn. obserwowana informacja Fishera iF nie zalezy w U, od parametru ©, z czego wynika nieza-

na U, (4.10)

leznosé (oberwowanej) IF, czyli metryki Rao-Fishera od parametru © w U,.

Takie zachowanie sie metryki Rao-Fishera ma nastepujaca ciekawa konsekwencje. Ot6z w Roz-
dziale 5.2.3 okaze sie, ze fakt statosci metryki Rao-Fishera (5.206) jest odpowiedzialny za otrzy-
manie w ramach metody EFI znanych formut mechaniki kwantowej (5.219) opisujacych splatanie
w problemie EPR-Bohm’a.

Nalozmy strukturalna I + kQ = 0, (3.28), i wariacyjna 0K = §(I + Q) = 0, (3.32), zasade
informacyjna na K |7, 9]. Z zasady strukturalnej na poziomie obserwowanym (mikroskopowym),
tzn. pod calka, wynika warunek zerowy:

3
3 2CI 000D | 8 ) (guls0) =0, m= 1.2, (411

ox, Ox¥
v=0

W

Natomiast z zasady wariacyjnej wynika uktad réwnan Eulera-Lagrange’a:

ok
= =1,2,....N. 4.12

Odpow1edn1a dla pola 1) obserwowana posta¢ zasady strukturalnej jest nastepujaca:

Zawn( x) OPn(x) (4.13)

= ox,, oxv
N/2

+ ZZw:xan/(x)onn,<w<x>,w(x>, g ) =0, n=12.,N/2.

n'/=1

Natomiast uktad rownan Eulera-Lagrang’a wynikajacy z zasady wariacyjnej, jest nastepujacy:

k ok
Zaxv ( ‘ﬁﬁ&”)) = " 1,2,...N . (4.14)
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Zauwazmy jednak, ze powyzsza postaé¢ k, (4.8), jest na tyle ogolna, ze aby zobaczy¢ dziatanie
metody EFI wynikajace z rownan (4.13) i (4.14), nalezy podaé¢ konkretna postaé k, dla kazdego
zagadnienia z polem typu ¥ z osobna.

Natomiast jak sie przekonamy, rownania (4.11) oraz (4.12) sa juz zapisane w postaci bliskiej ich
bezposredniego uzycia i otrzymania jawnej postaci ¢f,, oraz rozwigzan metody EFI, czyli odpo-
wiednich fizycznych rownan ruchu (badz rownan generujacych, por. Rozdzial 5) dla amplitud
gn(Xx). Zobaczymy, ze wszystkie modelowe roznice leza po stronie &,,, ktorej postac¢ zalezy od
konkretnego fizycznego scenariusza, wlaczajac w to symetrie oraz warunki brzegowe. Po raz
pierwszy (4.11) oraz (4.12) otrzymali Frieden i Soffer [7]. Jednak powyzsza ich forma uwzglednia
inng interpretacje IS (jako obecnej stale podczas ewolucji uktadu) oraz faktoryzacje probabili-
stycznego czynnika g2 (x) zawartego obligatoryjnie w mierze catkowe;j®.

4.3 TFI oraz specyficzne formy () w teorii pola

Ponizej sa zebrene i rozwiniete wyniki EFI otrzymane poprzednio w [7]|. Jednakze zapisano
je, szczegolnie dla @, w otwartej formie z punktu widzenia analizy poréwnawczej modeli [35].
Metoda EFI prowadzi do takiego sformutowania metody teorii pola, ktora jest zgodna z dzisiej-
szym opisem mechaniki falowej dla szerokiej klasy (kwantowych) struktur.
Jednakze, czasami metoda EFI wraz z calym towarzyszacym jej statystycznym aparatem po-
jeciowym moze doprowadzi¢ do korekty istniejacej analizy. 7 sytuacja taka mozemy mieé¢ do
czynienia np. w przypadku sformutowania zasady nieoznaczonosci Heisenberga dla pola Swietl-
nego. Otoéz w Swietle nowych eksperymentéw, w wyniku ktorych otrzymano za waski impuls
Swietlny w czestotliwosci 36|, standardowa Fourierowska podstawa zasady nieoznaczonosci jest
ostatnio kwestionowana. Wyttumaczenie istoty nieréwnosci Heisenberga w oparciu o nieréwnosé
Rao-Cramera wraz z rozroznieniem pomiedzy estymacja parametru w przypadku skalarnym [7]
(por. Dodatek) i wektorowym, dla ktorego zachodzi ciag nieréwnosci (2.55), moze okazaé sie
kluczem do zrozumienia pytan, narastajacych na skutek nowych eksperymentéw ze swiattem.

W metodzie EFI, informacja strukturalna ) musi zosta¢ wyprowadzona z uzyciem zasady struk-
turalnej, wariacyjnej i czasami pewnych dodatkowych warunkéw symetrii, bioracych pod uwage
specyficzny fizyczny scenariusz teorii. Szeroki opis metod stosowanych przy rozwiazywaniu row-
nan (4.12) oraz (4.11) mozna znalez¢ w [7].

Jednak ponizsze rozwazania powinny okaza¢ si¢ pomocne w zrozumieniu metody, szczegdlnie dla
uktadu zasad informacyjnych (4.13) oraz (4.14) pola 1. Ponizej zostanie pokazane jak mozliwe
rozwiazania zasad informacyjnych, strukturalnej i wariacyjnej, przewiduje pojawienia sie trzech
typow pol: N-skalarow [35], fermionéw oraz bozonow |7].

Rozwazmy czastke jako uktad opisany polem rangi N, poprzez zbiér zespolonych funkcji

falowych ¥, (x), n = 1,2, ..., N/2, okreslonych w czaso-przestrzeni polozen x = (x*) 320, zgodnie
z konstrukcja (3.42) oraz (3.43) z Rozdzaitu 3.3. Ich transformaty Fouriera ¢, (p) w sprzezonej

(do czaso-przestrzeni) przestrzeni energetyczno-pedowej p = (p*) 3:0 = (%, ol 0%, %), maja

SRoéwniez wyprowadzenie zasady strukturalne; (4.11) czyni ja mniej fundamentalng niz w sformutowaniu
Friedena-Soffera [7], a tym co staje si¢ fundamentalne, jest funkcja wiarygodnosci P(©) probki, czyli laczna
gestosé prawdopodobieristwa jej (niewidocznej dla badacza) realizacji.
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postac:

1 ; v
vn() = 5 [ d'p gn(p) et Eheox'o, (115)

gdzie h jest stata Plancka.

Uwaga: Transformacja Fouriera jest unitarng transformacjg zachowujgeg miare na przestrzeni
L? funkcji catkowalnych z kwadratem, tzn.:

/ A5 7 () o () = / d*p 67(D) b (D) . (4.16)

zatem wykorzystujac warunek normalizacji prawdopodobienistwa (3.51), otrzymujemy?®:

N/2 N/2

Z/d4 [ (x Z/d4p|¢n =1, (4.18)

gdzie |1, (x)]? = ¥ (x) ¥n(x) oraz |¢,(p)|* = ¢5(p) ¢n(p). Korzystajac z (4.15) mozemy zapisaé
I podane wzorem (3.49) w nastepujacy sposob:

N/2

Ipx)] =1 o(p)] = d'p Z n(P)* (5 = ¢7). (4.19)

gdzie §? = 22:1 ore" .

Poniewaz I jest z definicji wartoscia oczekiwang, dlatego kwadrat masy czastki zdefiniowany
jako [7]:

N/2

4 E2 -2
/d P ) (7 = 0°) (4.20)

jest stala niezaleznie od statystycznych fluktuacji energii E oraz pedu ¢, tzn. (przynajmniej)
gdy catkowanie jest wykonane, czyli jako $rednia. Tak wiec mozemy (4.19) dla czastki swobodnej
zapisaé nastepujaco:

I[v(x)] = I[6(p)] = 4N(%)2 = const. . (4.21)
Powyzszy warunek oznacza, ze:
Kp=T[")]-1[(p")] =0, (4.22)

co korzystajac ze statosci 4N (%)2 oraz (4.18) mozna zapisa¢ jako warunek spelniony przez pole
swobodne rangi N:

N/2 3 *
O\ Oy,
KF_4N/d4 [Z(ai > a‘iy—(mcw Y| =0. (4.23)
SRownosé:
/ At 5 () () = / 0*p 64(0) n (D) | (4.17)

jest trescia twierdzenia Parseval’a.
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Wielkos¢ K definiuje tzw. informacje Fouriera (F), a kp jej gestos¢:

N/2 3 *
Oy, Oy, *
kp = 4NZ:1 [Z% <ai> aiv ~ (s (4.24)

“Nie biorac pod uwage” powyzszych rachunkéw, z ktorych m? wylania sie jako érednia, réwnanie
(4.22) (oraz (4.23)) jest odbiciem twierdzenia Parseval’s (4.17) i jako takie jest ono zdaniem
tautologicznym. Fakt ten oznacza, ze (unitarna) transformacja Fouriera odzwierciedla jedynie
zmiane bazy w przestrzeni statystycznej S. Dlatego tez, sam z siebie, warunek (4.23) nie na-
ktada zadnego dodatkowego wiezu na uktad, chyba, zZe 4]\7(%)2 jest zadana jako informacjia
strukturala @ uktadu. Tylko wtedy (4.23) staje si¢ informacyjna zasada strukturalna dla uktadu
definujacego szczegdlny typ pola omawianego w Rozdziale 4.3.1.

Powtorka powyzszych rachunkéw wykonana dla pola rangi N, okreslonego poprzez rzeczywiste
amplitudy ¢, (x) 1 posiadajacego pojemnosé¢ informacyjna (3.40), prowadzi przy transformacji
Fouriera:

1

=)= 5un

/ d*p G (p) e~ (Zvmox"on)/h (4.25)

i warunku unormowania (por. (3.50)):

1 N
- d*x¢?(x) =1, (4.26
D3 [ dxa )

do nastepujacej postaci informacji Fouriera:

Kp :4/d4xi ~ 04n Oan ~ N (5220 = . (4.27)
== 0x, OxV ho

4.3.1 Skalary Kleina-Gordona

Roéwnanie ruchu Kleina-Gordona dla swobodnego pola rangi N wynika z wariacyjnej zasady
informacyjnej 6, K = 0, (4.12), po narzuceniu na @ nast¢pujacego warunku:

mc

h

co oznacza, ze TFI swobodnego pola Kleina-Gordona jest rowne jego informacji Fouriera (4.23),

Qlo(p)) = Qs =—4N(—)*, (4.28)

tzn. K = Kp. 7 wariacyjnej zasady informacyjnej dy«)K = 0 wynika N réwnan Eulera-
Lagrange’a (4.14), ktore dla gestosci TFI rownej k = kp, (4.24), prowadza do N rownan Kleina-
Gordona’. Ich wyprowadzenie mozna znalezé w |7, 16].

Poniewaz warunek (4.23) stanowi w tym przypadku strukturalna zasade informacyjna dla uktadu
1+ Q = 0, zatem dla swobodnego pola skalarnego transformacja Fouriera jest transformacja uni-
tarna, ze wzgledu na ktora warunek ten pozostaje niezmienniczy. Fakt ten zauwazony w |7]
oznacza, ze transformacja Fouriera tworzy rodzaj samo-splatania pomiedzy realizowanymi war-
tosciami (bo takie “siedza” w I) zmiennych uktadu [10]|. Zauwazmy, ze wyprowadzenie zasady
I + @ = 0 jako konsekwencji rozwiniecia w szereg Taylora funkcji wiarygodnosci nalezacej do

"Patrz rownanie (4.49) w przypisie.
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przestrzeni statystycznej S, [10], wyjasnia charakter tego splatania pomiedzy r6znymi stopniami
swobody funkcji wiarygodnosci jako splatania, spowodowanego masg uktadu pomiedzy réznymi
modami pedowymi w (4.20).

Podajmy wynikajace z powyzszej analizy metody EFI dwa typy pdl skalarnych:

Zwykte, (natadowane) pole skalarne: Pole skalarne majace range N = 2 ma tylko jedna skta-
dowa zespolona, tzn. ¥ = (¢,,) = 91 |[7]. W przypadku tym informacja strukturalna (4.28) jest
rowna Qg = —8(%)2. Natadowane pole skalarne Higgsa H* [37] mogtoby teoretycznie by¢ jego
przykladem.

N-skalary: W przypadku n > 1 sktadowe v, podlegaja ewolucji opisanej przez n nie sprze-
zonych réwnan Kleina-Gordona z dwoma dodatkowymi wiezami. Pierwszy z nich oznacza, ze
wszystkie pola 1, maja taka sama mase m, a drugim jest warunek normalizacji (4.18). Informa-
cja strukturalna @ takiego ukladu jest okreslona przez ogolna postaé (4.28) dla pola skalarnego
rangi N. Owe skalarne pola Kleina-Gordona rangi N nazwijmy N -skalarami |35]. Sa one teore-
tycznie realizowane w ramach tzw. o-modeli teorii pola [38, 35].

W kolejnym rozdziale oméwimy posta¢ TFI oraz @@ dla réwnania Diraca. Podstawowe fakty
metody EFI dla pél cechowania w elektrodynamice Maxwella 7] oméwione sa w Dodatku. Row-
niez w Dodatku zamieszczona jest posta¢ () w teorii grawitacji [7]. W opracowaniu jest postaé
@ dla pol nieabelowych [35].

4.3.2 TFI réwnania Kleina-Gordona dla pél rangi N

Rozdzial ten poswiecony jest konstrukcji réwnania Diraca metoda EFI, z uwzglednieniem
pol cechowania®. Szczegdlng uwage zwrécono na problem kwadratury TFI pola Kleina-Gordona
[7, 35].

4.3.2.1 Wstepna foliacja S oraz pochodna kowariantna

Ogalny zarys problemu: Model EFI, z ktorego wytoni sie model teorii pola jest budowany na
przestrzeni bazowej B, bedacej w rozwazanych przez nas przypadkach czaso-przestrzenia Min-
kowskiego X = R*. W celu uczynienia (kinematycznej postaci) pojemnosci informacyjnej I
niezmiennicza, ze wzgledu na lokalne transformacje cechowania, musimy, poprzez zdefiniowanie
pochodnej kowariantnej na przestrzeni bazowej X', zapisaé¢ I w postaci wspolzmienniczej. Z kolei,
zdefiniowanie tej pochodnej kowariantnej oznacza koniecznos¢ podania uktadu wspotrzednych na
przestrzeni statystycznej S, co wynika z tego, ze pola cechowania sa (jak sie okaze) amplitudami
typu qy.

Zatem wprowadzenie ukladu wspohrzednych na S nie jest zadaniem trywialnym [12|. Sytuacja
ta wynika z koniecznosci wykonania analizy EFI dla pél rangi N, ktore z gory przeksztalcaja sie
zgodnie z transformacjami, ktérych parametry mogga zaleze¢ lokalnie od polozenia w przestrzeni
bazowej B. Zatem na B okreSlana jest strukturalna grupa symetrii G wspomnianej powyzej

8Zgodnie z uwagg uczyniona powyzej, skrot rezultatéow metody EFI dla samych pol cechowania w elektrody-
namice Maxwella znajduje sie w Dodatku.
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transformacji, ktéra w teorii pola jest grupa Liego pola cechowania. Konstruuje sie wiec gtéwna
wiazke wioknista E(B,G), a fizyczng estymacje przeprowadza si¢ na wioknach?.

Zauwazmy, ze skoro kwadrat pola cechowania jest elementem S, wiec dla okreslonej algebry grupy
cechowania, wybor cechowania dokonuje czeéciowej foliacji'® przestrzeni S na pierwsze warstwy.
Dopiero w tym momencie, zasady informacyjne umozliwiaja dokonanie wyboru kolejnych foliacji
przestrzeni S na warstwy zwiazane z wszystkimi szczegolnymi reprezentacjami grupy G [35],
ktorych wymiar jest $cisle zwiazany z ranga pol N |7].

Sens powyzszego rozwazania ujmijmy tak: Cata procedura EFI musi nie tylko od poczatku wy-
bra¢ typ amplitudy (tzn. g, lub 1,), okresli¢ zasady informacyjne i warunki brzegowe, ale musi
by¢ wykonana od poczatku we wlasciwym uktadzie wspolrzednych, ktory uwzglednia istnienie
strukturalnej grupy symetrii G oraz zwigzanych z nig pél cechowania. Pole cechowania umozli-
wia bowiem wybor podprzestrzeni Tp H przestrzeni stycznej Tp E wiazki glownej E = E(B, Q)
w kazdym jej punkcie P, tak, ze TpFE = TpG ® TpH, przy czym baza na TpH moze byé
zdefiniowana jako liniowa kombinacja cztero-wymiarowej bazy:

(O) = <aiu> = <8(it)’ ail’;ﬂ’aii%) = (8(6075)’ 6) (4.29)

oraz generatorow D¢ infinitezymalnych transformacji grupy G.

Na przyktad, w przypadku pol cechowania A, grupy G = U(1) pochodna kowariantna ma postac:

Du = (D07 Dl) = 8u - A,ua (430)

e
"ch
gdzie e jest tadunkiem elektronu. Zatem, wprowadzajac pochodna kowariantna do zasad infor-
macyjnych i stosujac metode EFI, otrzymujemy réwnania ruchu, ktoére rozwiazujac daja baze na
znalezionych (pod)rozmaitos$ciach przestrzeni statystycznej S.

Jest wiele sposobéw, na ktore wspélzmiennicza postaé pojemnosci informacyjnej I moze byé
odczytana. Ponizej skoncentrujemy sie na dwoch z nich, jednej dla pol skalarnych rangi N (tzn.
N-skalaréw) oraz drugiej, dla pol fermionowych rangi N.

4.3.2.2 Réwnanie ruchu Diraca dla pola swobodnego rangi N.
Zgodnie z powyzszymi rozwazaniami, wspolzmiennicza forma (3.49) pojemnosci informacyj-
nej z pochodng kowariantng D), ma postac:

N/2 3

I= 4N/d4xz > (Dytpn) DH b (4.31)

n=1 pu=0

9Uwaga o gléwnej wigzce wléknistej: Majac rozmaitosé B oraz grupe Liego G, gtéwna wiazka wloknista
E(B,G) jest rozmaitoscia taka, ze:
1. Grupa G dziata na E w sposob rézniczkowalny i bez punktéw statych.
2. Przestrzen bazowa B = E/G, tzn. B jest przestrzenia ilorazows E wzgledem G, oraz istnieje rézniczkowalne
odwzorowanie (nazywane rzutowaniem) 7 : £ — B.
3. Dla kazdej mapy {U;} w atlasie dla B, istnieje rézniczkowalne i odwracalne odwzorowanie ¢; : 7 *(U;) —
U; x G zadane przez E — (n(P), f(P)) w kazdym punkcie P € E, gdzie f : 7~ (U;) — G spehia warunek
f(gP) =g f(P), dla kazdego g € G.
Obraz 771, czyli U; x G, jest nazywany wloknem. Zatem kazde wtokno niesie z soba kopi¢ grupy strukturalnej
G

10Jako, ze baza dla pozostatych pol nie jest jeszcze wybrana.
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Zatem jedyna TFT (3.27) dostepna w metodzie EFI dla réwnania Kleina-Gordona i kazdego pola
typu ¢ rangi N (skalarnego czy fermionowego) ma postac:

N/2 3

K=Kgg= 4N/d4xz D (Dutpn) DM + Q. (4.32)

n=1 pu=0

Podobnie, wykorzystujac (3.40) w miejsce (3.49) mogliby$my zapisa¢ Kk dla pola bosonowego,
do czego powrdcimy jednak pozniej.

Sa dwie drogi, ktorymi analiza oparta o TFI zadana przez (4.32) moze podazac |7, 35]. Pierwsza
zwigzana jest z N-skalarami a druga z polami Diraca. Wtedy, gdy rozwazamy pole N-skalara,
to jak wiemy @ jest rowne Qg zadanemu przez (4.28). Fakt ten oznacza, ze TFI dla rownania
ruchu N-skalara sprowadza sie do postaci Kleina-Gordona, tzn.:

K=Kg=Kgg da Q=Qg, (4.33)
a wariacyjna zasada informacyjna:

zadana przez (3.32) (lub (4.14)) prowadzi do réwnania Kleina-Gordona dla pola skalarnego
([7, 16]).

Jak wiemy, dla pola Diraca, réwnanie Kleina-Gordona jest otrzymane droga kwadratury réw-
nania Diraca [39]. Zatem, mogloby sie wydawaé, ze metoda informacyjna nie wybiera sama z
siebie wtasciwej postaci TFI dla pola fermionowego. Sprawy maja sie jednak nastepujaco [35].
Zapiszmy (4.31) pol ¢, zarowno dla N-skalara jak i pola fermionowego rangi N, w nastepujacej
postaci:

N/2 3
T=aNY" [t 37 (D06 0 (D) (4.35)
n=1 w, v=0
ktora zapisana w tej postaci pozwala zauwazy¢, ze jest ona niezmiennicza ze wzgledu na trans-
formacje izometrii dzialajace w przestrzeni CV/2 pol ¢ = (1, (x)) rangi N. W przypadku N-
skalarow 1 tworzacych podprzestrzen w CV/2 izometrie te sa transformacjami identycznoscio-
wymi, pozostawiajac pola ¥ niezmienionymi. Natomiast dla pol fermionowych rangi N okre-
slonych na przestrzeni bazowej Minkowskiego, transformacje izometrii tworza grupe Clifforda
Pin(1,3) (bedaca podzbiorem algebry Clifforda C(1,3)), ktorej elementy dzialaja w podprze-
trzeni CV/2 spinoréw 1. Okazuje sie, ze macierze Diraca v*, u = 0,1,2,3, (por. (4.41)-(4.43)),
tworza spinorowsa reprezentacje ortogonalnej bazy w C(1,3), i spelniaja tozsamosci:

" =1/2{+",4"}, pv=0,1,2,3, (4.36)

ktore sa podstawowym zwiazkiem dla iloczynu Clifforda. W przypadku spinoréw rangi N = 8
baza w Pin(1,3) jest 2¥/2 = 16 wymiarowa [39).

Dla trywialnego przypadku N-skalaréw, postac¢ (4.32) jest forma podstawowa. Jednak w przy-
padku spinoréw rangi N, po skorzystaniu z (4.36) w (4.35), mozna dokonaé¢ rozktadu fizycznej
informacji Kxq, (4.32), na sktadowe. Posta¢ jawnego rozkladu Kk na sktadowe i ich fakto-
ryzacje, gdzie kazdy z otrzymanych czynnikow jest elementem grupy Clifforda Pin(1,3), podal
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Frieden [7|. Glowny rezultat rozktadu fizycznej informacji Kk, z uwzglednieniem pol cechowa-
nia w pochodnej kowariantnej D,,, ktory czyni zados¢ “ograniczeniu” Klein-Gordon (co oznacza,
ze wymnozenie czynnikéw i dodanie ich datoby na powrdt (4.32)), ma postac:

N/2 3

K=Kp=4N / d'x ) > (Dyapn)* D'y + Q, (4.37)

n=1 pu=0
gdzie informacja strukturalna @) jest rowna:
N/2

Q=Qp= —4N/d4xz |:U1nv2n+(
n=1

%)21/}2 Yn | + (pozostale czlony) (4.38)

a % = 4 wymiarowe wektory kolumnowe v; = (v;1, v;2, Vi3, vi4)T, i =1,2, maja postac:
4 e 3
Vip = Z <ZDO—ﬁh+Zalle> 77[}”/ , n:1,2,3,4, (439)
n/=1 1=1 nn/
oraz
4 e 3
Von = /Z:l <—ZD()+,B*h+lZ;OZl*ZDl> 1/}:;’ ) n:17273747 (440)
n'= = nn’

gdzie macierze o!, [ = 1,2,3, oraz 3 sa macierzami Diraca (4.42)' .
W koricu, informacyjna zasada strukturalna (3.31) k = 1 oraz zasada wariacyjna (3.32), maja

postac:
I+Qp=0 dla k=1, oraz -\ Kp =70y~ +Qp)=0. (4.44)

Powyzsze zasady daja na poziomie obserwowanym warunki (4.13) oraz (4.14) metody EFI, czyli
uktad dwoéch réwnan rézniczkowych, ktore sa rozwiazywane samo-spojnie. W wyniku otrzymu-

jemy réwnanie Diraca:

V1
mc 2 P
. . . 2
= zDo—ﬂ—+Zalle Y =0, gdzie = . (4.45)
h = V3
(o
"\Macierze Diraca v*, u = 0,1,2,3, wystepujace w tzw. kowariantnej formie réwnania Diraca:
(i7" Dy = m) =0, (4.41)
wyrazaja sie poprzez macierze Diraca [ oraz al, l = 1,2,3, w spos6b nastepujacy: 70 = [ oraz 'yl = ﬁal,

(ye = Zi:o Nuwy”). Macierze Diraca & = (al, a?, a3) oraz (3 maja postac:

. 0 o 1 0
= 1=1.2 = 4.42
«@ ( O'l 0 )7 ) 73 ﬁ ( O _1 ) ( )

gdzie o' = 07, (I = 1,2, 3) sa macierzami Pauliego, a 1 jest macierza jednostkowa:
. 0 1 ) 0 —i 5 10 10
= = = 1= . 4.43
7 ( 10 )7 i o )¢ 0 -1 ) 0 1 (4.43)
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W réwnaniach (4.39) oraz (4.40) macierz jednostkowa 1, ktora stoi (nie wpisana) przy Dj oraz
];/ X % = 4 x4 wymiarowe macierz Diraca (3, y, sa jednymi z elementoéw grupy Clifforda Pin(1, 3).
Jak wspomnieli$my, Frieden [7]| przeprowadzit opisana decompozycje Kk, (4.32), do postaci Kp
podanej w (4.37). Rownoczesnie pokazal, ze wyrazenie oznaczone w (4.38) jako “pozosale czlony”’

zeruje sie przy zatozeniu, ze macierze f i «; spelniaja relacje algebry Clifforda.

Podsumowujac, zauwazyliémy, ze pojemnosé¢ informacyjna I w TFI jest zadana przez (4.35)
zaréwno dla pol N-skalaréw jak i pol fermionowych rangi N. Kluczowa sprawa jest, ze w struk-
turalng zasade informacyjna, I + @ = 0, ktora jest jednoznaczna dla kazdego réwnania ruchu,
wchodzi tylko jemu charakterystyczna posta¢ Q. ZauwazyliSmy, ze dla N-skalarow, jedynym
cztonem, ktory tworzy strukturalna zasade informacyjna jest Kx ¢ w postaci (4.32), bez zadnego
ukrytego rozktadu i faktoryzacji, pochodzacych z nie-Fourierowskiego splatania. W przypadku
rownania Diraca, Kxq, (4.32), rowniez wchodzi w strukturalna zasade informacyjna, ale tylko
jako jej szczegolna (jak to mozna rowniez zauwazy¢ z poréwnania (4.37), (4.38) oraz (4.32))
czes¢é, splatana Fourierowsko w K (4.23). Fakt ten jest blisko zwiazany z efektem EPR-Bohm’a
opisanym w Rozdziale 5.2.2. Tak wiec, w zgodzie z (4.38), szczegdtowa postaé¢ @) dla rownania
ruchu Diraca okazala sie by¢ inna niz dla N-skalarow, i mozna ja zapisa¢ nastepujaco:

N/2
Q=Qo=5,- 1N [xY [ Pviw) . (4.46)
n=1

gdzie S, jest charakterystycznag cze¢sciag Diracowska dzialania dla kwadratury réwnania Diraca,
wyznaczong dla pola Diraca o randze N = 8 przy wzieciu pod uwage wszystkich symetrii uktadu.
Poniewaz jednak caltka dziatania dla kwadratury specyficznej czesci Diracowskiej zachowuje sie
nastepujaco:
N/2
Sg=— 4N/d4ac Z (v1n, v2p) + (pozostale czlony) =0, (4.47)

tzn. spelnia warunek zerowy, zatem K = Kp redukuje sie i (w kwadraturze) okresla postaé¢
Kge dla (4.32)12:

N/2 3
K =Ko =N [ a3 [ (D) D 00 = (P00 | (4.50)
n=1 | u=0
Uwaga: Wazna sprawa jest zauwazenie, ze chociaz posta¢ I dla N-skalaréw oraz pol fermio-
nowych rangi N wyglada “powierzchniowo” tak samo, to jednak uklady te réznia sie istotnie.
W samej bowiem rzeczy, podczas gdy N-skalar jest rozwigzaniem réwania ruchu, ktére wynika
jedynie z wariacyjnej zasady informacyjnej (4.34), to pole fermionowe jest samo-spojnym roz-
wiazaniem zaréwno wariacyjnej jak i strukturalnej zasady informacyjnej podanych w (4.44).

12Réwnanie Kleina-Gordona otrzymane z wariacji informacji (4.50) ma postaé (V = (8/0z'), 1 =1,2,3):

ieA L deA

R (V- ). (vff);z;ﬁhz( t ’e¢) b4 m? i = 0. (4.48)

a
Dla pola swobodnego cztero-potencjal cechowania A, = (¢, —A) jest rowny zero i wtedy otrzymujemy:

2 &

232 2

Pn +m’c P =0. (4.49)
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4.3.3 Koricowe uwagi o wkltadzie () w zasade strukturalng

Wyprowadzenie strukturalnej zasady informacyjnej, I+Q = 0, (3.28) [10], zaklada, ze funkcja

logarytmu wiarygodnosci In P(0) moze by¢ w obszarze interesujacych nas wartosci parametru
polozenia © rozwinieta w szereg Taylora. Oznacza to, ze zakladamy jej analitycznosé. Tego
typu sa wlasnie funkcje wiarygodnosci dla amplitud pol rangi IV, speliajacych réwnanie Diraca
i/badz Kleina-Gordona omawiane w Rozdziatach 4.3.1 oraz 4.3.2.
Jedli jednak na uktad natozony jest dodatkowy warunek, ktory nie wynika wprost ze struktural-
nej zasady informacyjnej I + @ = 0, wtedy liczba stopni swobody (I.st.sw.), ktora wchodzi w Q
od strony zdefiniowanej w (3.4) struktury tF, moze zosta¢ zredukowana. Na przyklad (omawiany
w Dodatku) warunek Lorentza dla pola cechowania Maxwella, ktory jest rownaniem typu row-
nania cigglosci strumienia, pojawia sie nie jako konsekwencja rownan ruchu badanego pola, ale
jako ograniczenie szukane na drodze niezaleznej statystycznej estymacji. Najprawdopodobniej
ten dodatkowy warunek!?, pojawia sie jako rezultat rozwiniecia w szereg Taylora “golej” funk-
cji wiarygodnosci P(0©) [10], podobnie jak wyprowadzone w Rozdziale 3.4 réwnanie master, co
sygnalizowaloby spojnosé calej statystycznej metody estymacyjnej'®. Gdy jest on natozony na
uktad redukujac jego symetrie, wtedy fakt ten pociaga za soba pojawienie sie zasady struktural-
nej I + k@ = 0 z czynnikiem efektywnosci £ mniejszym niz 1. Tak tez jest w przypadku réwnan
Maxwella oméwionych w Dodatku 7.3.1, gdzie zwrocimy uwage [35], ze wartosé k = 1/2 pojawia
sic automatycznie w metodzie EFI na skutek samo-spdjnego rozwiazania réwnania struktural-
nego, wariacyjnego i natozonego warunku Lorentza.

13 Jednak to przypuszczenie nalezy pokazac.
147, drugiej strony same réwnania master leza w innej czesci klasycznej statystycznej estymacji, tzn. w obszarze
dziatania teorii proceséw stochastycznych [40].
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Rozdzial 5

Przykltady z fizyki statystycznej 1
ekonofizyki oraz efekt EPR-Bohm’a

5.1 Wyprowadzenie klasycznej fizyki statystycznej z informacji
Fishera

Celem rozdziatu jest wyprowadzenie klasycznej fizyki statystycznej z teorii pomiaru. Teoria

pomiaru jest analityczng procedura, zgodnie z ktora wprowadza sie zasadniczo wszystkie prawa
nauk empirycznych, w tym fizyki. Podstawowym narzedziem obecnego skryptu jest jej szczegbdlna
aplikacja oparta o pojecie informacji Fishera oraz zasady informacyjne. Oryginalnie przedsta-
wiona zostala przez Friedena i Soffera pod nazwa EFI (ekstremalna fizyczna informacja). Jej
podstawy bytly systematycznie wprowadzane w Rozdziatach 1-4. Metoda EFI pokazuje w jaki
sposob wychodzac z pojemnodci informacyjnej I i dodatkowych fizycznych wiezéw nalozonych
na uktad (ktore maja podstawe statystyczna), otrzymaé informacje strukturalng opisywanego
uktadu. Tak wiec postulatem metody EFI jest stwierdzenie, ze wszystkie teorie fizyczne mozna
uzyskaé¢ z wariacyjnej analizy statystycznej z wiezami typu strukturalnego oraz réwnan typu
master (np. réownan ciaglosci), a wynikajace z niej wyprowadzenia rownan ruchu lub réwnan
stanu polegaja na potraktowaniu wszystkich warunkéw natozonych na uktad jako zwigzkéw na
odchylenia (fluktuacje) wartosci mierzonych od wartosci oczekiwanych. Przy tym, analizowane
dane pojawiaja sie jako efekt pomiaru dokonanego przez uktad.
Obecny rozdzial jest jako ilustracja EFI poswiecony otrzymaniu réwnan generujacych, z kto-
rych wyprowadzone zostang rozkiad Boltzmanna dla energii a nastepnie rozklad Maxwella-
Boltzmanna dla pedu. Analiza zostala przedstawiona po raz pierwszy w [7]. Rachunki w
obecnym skrypcie ida jej sladem, jednak zostanie ona wykonana w oparciu o wprowadzona w
Rozdziale 3.1.1 strukturalng zasade informacyjna [10]. Roznice interpretacyjne pomiedzy obu
podejsciami zostaly przedstawione w Rozdziale 3.2. Dodatkowo oméwiony zostanie warunek
informacyjny na tempo wzrostu entropii Shannona [7].

5.1.1 Fizyczne sformulowanie zagadnienia

Rozwazmy gaz sktadajacy sie z M identycznych czasteczek o masie m zamkniety w zbiorniku.
Temperatura gazu ma stala wartos¢ 1. Ruch czasteczek jest losowy i oddzialuja one ze soba
poprzez sity potencjalne zderzajac sie ze sobg i $ciankami naczynia, przy czym zakladamy, ze sa

82



to zderzenia sprezyste. Srednia predkosé kazdej czasteczki jest rowna zero.

Oznaczmy przez 0, = (96,0;) czterowektor wartosci oczekiwanej energii oraz pedu cza-

steczki, gdzie indeks g oznacza ped. We wspolrzednych kartezjanskich 9}, = (0p,,00,,00,).

Podobnie jak w (3.36) wprowadzamy zmienna losowa Y = (YE = %, Yp> przyjmujaca warosci
y = (yc =€/c, ¥,), ktorej sktadowe spetniaja zwiazki:

yeEE:95+Xe> @SYeSOO (51)
C C
yp = 9@ + ip ) yp = (ypluy@27yp3) ) (5~2)
gdzie
Xp=¢ (5.3)

oznacza fluktuacje pedu, natomiast ¢ oznacza predko$é swiatta. Wszystkie wspodtrzedne ener-
getyczne (ye,0c,xc) sa wyrazone w jednostkach 1/c tak, aby mialy taka sama jednostke jak
wspolrzedne pedowe. Parametry 6. oraz 9}, sa odpowiednimi wartosciami oczekiwanymi energii
(z dokladnoscia do 1/c) oraz pedu, a x. oraz X,, fluktuacjami wzgledem wartosci oczekiwanych.

Znajdziemy rozklad prawdopodobieristwa dla fluktuacji energii x. oraz pedu @ dla (jednej)

dowolnej czasteczki gazu w dowolnej chwili czasu t. Poniewaz wartosé ¢ nie musi by¢ duza, za-
tem rozwazamy gaz, ktéry nie koniecznie jest w stanie rownowagi. Bedziemy wiec szuka¢ ogolne;j
postaci nieréwnowagowego rozktadu prawdopodobienistwa odpowiadajacego tak postawionemu
problemowi.
Jednak po pierwsze wspohrzedne czterowektora fluktuacji energii-pedu (x., X,,) nie sa statystycz-
nie niezalezne, tzn. nie sa niezaleznymi stopniami swobody uktadu. Po drugie, jak sie okaze,
spelniaja one zasade dyspersyjna typu (4.20), wiec nie tworza uktadu zmiennych Fishera (porow-
naj (2.127)). Zatem problem ten wymagalby estymacji odpowiednich rownan generujacych dla
skomplikowanego czaso-przestrzennego zagadnienia, tzn. nalezaloby wyznaczy¢ taczny rozktad
prawdopodobienistwa wspohrzednych (x¢, X,,), co wykracza poza zakres skryptu. Nie mniej np. w
przypadku relatywistycznych zjawisk astrofizycznych taka estymacja moze okazac sie niezbedna.
W skrypcie ograniczymy sie jedynie do wyznaczenia brzegowych rozktadéw prawdopodobieristwa
dla x. (i w konsekwencji dla €) oraz dla @, co w nierelatywistycznej granicy jest uzasadnione.

5.1.2 Informacja kinetyczna i strukturalna oraz sformulowanie zasad infor-
macyjnych

Tak wiec, statystycznie jedna czasteczka podlega tacznemu rozktadowi prawdopodobieristwa
P (Xe,Xp), przy czym wspoétrzedne czterowektora pedu nie sa niezalezne. Uproszczona analiza
skoncentruje sie na rozktadach brzegowych, ktérych analiza ze wzgledu na wspomniany brak nie-
zaleznosci nie odtwarza analizy tacznej, chociaz jest stuszna w przyblizeniu nierelatywistycznym.
Wyznaczymy wiec brzegowe amplitudy prawdopodobienstwa g (x.) oraz ¢ (X,):

qn (%), n=1,.,N. oraz ¢, (Xy,), n=1,...,Ng, (5.4)
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a nastepnie powrocimy do brzegowych rozktadéow prawdopodobieristwa p (x¢) oraz p(X,). W
koricu po wyznaczeniu p (x.) skorzystamy z (5.1) aby uzyska¢ wymagany rozkltad p (¢). Podob-
nie korzystajac z (5.2) otrzymamy po wyznaczeniu p (X,,) rozklad predkosci p (¥,), przy czym
te dwa ostatnie sa réwne w naszych rozwazaniach, ze wzgledu na na srednig wartos¢ predkosci
czasteczki 5@ = 0.

Chociaz (x¢,X,) nie jest czterowektorem we wspomnianym ujeciu Fishera to jest on czterowek-
torem w sensie Minkowskiego. Korzystamy wiec z metryki czasoprzestrzeni Minkowskiego w
postaci (1,,) = diag(1, —1, -1, —1) zgodnie z (2.125). Poniewaz w ogdlnym przypadku rozktadu
tacznego i jednoczesnego probkowania czterowektora energii i pedu (przy zachowaniu nieoznaczo-
nosci wynikajacej z nieréownosci Rao-Cramera), pojemnoéé informacyjna miataby postaé (2.134)!

dla parametru wektorowego © = ((Gyn)i’:o)N

n:I:
N
=5 [ day Pylo)
;/y y

3
0ln P (y|®) dln P (y|©)\?
(a > -> < | , (5.5)
gdzie y = (y)fi1 jest N-wymiarowa proba. Zatem informacje Fishera I (©¢) oraz I (@5) dla

k=1 @kn

rozktadéw brzegowych fluktuacji energii oraz pedu maja postac?:

—4/ Z <qu):€ >2 (5.6)

oraz

I(6g) = —4/6%22 (Clqd’;(ip)y : (5.7)

gdzie, podkreslmy jeszcze raz, minus w (5.7) jest konsekwencja przyjetej metryki (2.125) odzwier-
ciedlonej w (5.5) zgodnie z rozwazaniami Rozdziatu 2.7.1. Z ponizszych rachunkéw przekonamy
si¢, ze nie uwzglednienie metryki Minkowskiego (gdy noo = 1 to mgr, = —1 dla k = 1,2,3),
doprowadzitoby w konsekwencji w termodynamicznych rozwazaniach do btednego rozktadu dla
rozktadu predkosci®.

Aby skorzystaé¢ z zasad informacyjnych, wariacyjnej (3.32) oraz strukturalnej (3.28) dla energii:

i) (100 +QO)) =0, 1(0)+rQO) =0, (5:8)
oraz pedu:
S (1(Bp) +Q(0)) =0, I(0g) +rQ(Og) =0, (5.9)

W zgodzie z ogolna wlasnoscia kontrakeji indeksu Minkowskiego dla czterowektora x = ()5 = (0, z1):

3

df df A\ [ df\’
> gt o= (i) 2 (ane)
k=1

vpu=0

W [7] metryka ma posta¢ Euklidesowa a zmienne majg wspolrzedng czasowa urojona (izo, T ).

2Jak w Rozdziale 3.3 indeks n przy wspolrzednej pominieto, korzystajac z zatozenia, ze rozproszenie zmiennej
nie zalezy od punktu pomiarowego préby.

30dpowiedz na pytanie czy rozwazania termodynamiczne sa przyczyna metryki Minkowskiego niezbednej w
relatywistycznej teorii pola, wykracza poza obszar skryptu. Nie mniej autor skryptu uwaza, ze tak sie istotnie
sprawy maja, tzn. ze przestrzen Euklidesowa z transformacja Galileusza sa pierwotne wobec przestrzeni Min-
kowskiego z transformacja Lorentza. Stad podejscie efektywnej teorii pola Logunova [34] do teorii grawitacji jest
blizsze teorii pomiaru fizycznego Friedena-Soffera (ktora jest EFI). Nieco wiecej na ten temat mozna znalezé w
Dodatku.

84



nalezy wyznaczy¢ informacje strukturalne Q(©.) oraz Q(0g). W pierwszej kolejnosci rozwazymy
problemem (5.8) dla p(e).

5.1.3 Rozklad Boltzmanna dla energii

Zatozmy wstepnie, ze wartosé fluktuacji energii x. zmienia sie w pewnym zakresie <XZ””, x e >:

sz’n < X, < X?’Ltw . (510)

W ten sposéb wpierw uchwycimy ogélna zaleznosé amplitudy rozktadu od b, a nastepnie doko-
namy przejscia granicznego, przechodzac z gérng granica fluktuacji energii b do nieskoriczonosci.
Informacja Fishera ma posta¢ (3.40):

max

Xe N
I1(©,)=4 / dx. qu (xc) gdzie g, (x.) =
n=1

min
Xe

dQH (Xe)

5.11
dx. ( )

gdzie rozklady prawdopodobienistwa p, dla fluktuacji energii sa powigzane z amplitudami ¢,
zaleznoscia (2.75):

Pn(xe) = (%) - (5.12)
Natomiast informacja strukturalna ma posta¢ (3.21):
N
Q) = [ dxe Y 2 x) Folaax.) (513)
n=1
Wariacyjna IP przyjmuje zgodnie z (3.32) i (4.6), postac:
5((177,)K = (5(%)([(@5) + Q(@g)) = 5(qn) (/ dx. k) =0, (5.14)
gdzie k jest mikroskopows informacja fizyczna (4.7):
al 1
E= 1Y (a7 Jh ) () (.15
n=1

Rozwiazaniem problemu wariacyjnego (5.14) wzgedem ¢, (x¢) jest rownanie Eulera-Lagrange’a
(4.12):

d ok ok
dxe <8q1/1(x€) > aqn (Xg) ’ dla n y Ly aeey ) (5 6)

gdzie "prim’ oznacza pochodna po X, tzn. q,(x.) = dgn(x.)/dx.. Rownaie (5.16) dla naszego
problemu przyjmuje postaé:
6(%%%("6) F,(an(xc))) d(%qg(xg) Fr (gn(xc)))

Caltkujac (5.11) przez czesci, I przyjmuje postac:

b N N
1(©,) = —4/dxz (%) qp(xc) + 1o, gdze Io=4) Cp, (5.18)
n=1 n=1

a
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oraz
Co = an (") @y (x"7) = an (") @, (x7"") - (5.19)

Biorac pod uwage (5.18), strukturalna IP ma postac (3.28):

N
" 1
I+ KQ = 4/dxe Z (Cn - qn(xe)Qn(Xe) + ffz‘]ﬁ(xe) q:‘n(qn(xﬁ))) =0 ) (520)
n=1
zatem na poziomie mikroskopowym otrzymujemy strukturalng IP w postaci®:

" 1
Chn — qn(Xe) gy (xe) + qui(xe) F,(qn(xe)) =0 (5.22)
Korzystajac z (5.17) w (5.22) otrzymujemy:

1 d(gs(xe) Fy(an(xe)))

5 4n dqn

; = K2 (%) Fp(gn(x0)) +4Cy (5.23)

Ponizej, dla uproszczenia zapisu pominiemy przy rozwiazywaniu rownania(5.23) oznaczenie ar-
gumentu x, w amplitudzie g,,. Zapiszmy (5.23) w postaci:

din _ A5 Falm)]
Kk [3EF, ()] +Cy

Rozwiazujac powyzsze rownanie rézniczkowe otrzymujemy kolejno:

(5.24)

’ 1 KR
2Ing, + a,, = p In (Z @ F, (qn) + C'n)
i po przeksztaltceniu:
" R 9
2kIna,q, =In (an F,(qn) + Cn> ,
gdzie a;z jest w ogdlnosci zespola staly catkowania, oraz stata oz;; = exp(oz;l /2), skad:

ah (%) &F, (qn) = % (aZgr — Cn) (5.25)

gdzie (w ogdlnosci zespolona) stata a? = a;ll 25 Zatem w rezultacie otrzymalismy obserwowana
SI, &, (gn(x¢)), jako znana funkcje amplitudy ¢, (xe).
W koncu, korzystajac z (5.17) oraz z (5.25) otrzymujemy rownanie rozniczkowe dla g, (x):

G (xc) = angr ™ (xc). (5.26)

Podsumowujac, wariacyjna oraz strukturalng mikroskopowa IP zostaly zapisane w postaci uktadu
rownan (5.17) oraz (5.22), ktory rozwiazujac, dal w rezultacie szukana postac¢ (5.26) rdwnania
generujgcego amplitude ¢, (x.). Znalezienie postaci tego rownania byto celem metody EFI.

4Cdyby nie wycatkowaé w (5.18) I przez czesci, wtedy korzystajac bezposrednio z postulatu (3.10), strukturaln
IP na poziomie mikroskopowym miata by postaé¢ (4.11):

’

00" (%) + T (%) F (4 (%) = 0. (5.21)
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Rozwiazmy rownanie generujace (5.26). Z jego postaci widaé, ze skoro amplituda g, (x.)
jest funkcja rzeczywista, zatem stata a2 musi byé¢ rzeczywista. Rozwiazanie znajdziemy dla
przypadku, gdy:

k=1, (5.27)

czyli dla przypadku gdy zasada strukturalna jest konsekwencja “trywialnego” rozwiniecia loga-
rytmu funkcji wiarygodnosci uktadu w szereg Taylora. W przypadku tym mikroskopowa IS (5.25)
przyjmuje prosta postac:

G (%) &, (an(xc)) = 4(aqn (xc) — Cn) (5.28)

a catkowa postac¢ IS jest nastepujaca:

N N
Q(O,) = 4/dx€ D akgh(x) —4> Cn, (5.29)
n=1 n=1

co po skorzystaniu z unormowania kwadratu amplitudy:

[ xdix) = [axepa e =1, (5.30)

daje:
N N
QO) =4 (a2 —Cp)=4) a2 —Ic. (5.31)
n=1 n=1

N
W ostatnim przejsciu w (5.31) skorzystano z postaci statej Ic =4 > C,, wprowadzonej w (5.18).

n=1

Dla rozwazanego przypadku k = 1, rownanie generujace (5.26) ma postac:

1

Qn(xe) = aiQn(Xe) . (5.32)

Wstawiajac (5.32) do (5.18), otrzymujemy nastepujaca posta¢ pojemnosci informacyjnej:

N
1(0) =-4) ol +1c, (5.33)
n=1

co wraz 7z (5.31) oznacza sprawdzenie poprawnosci rachunku, poprzez spelnienie przez znalezione
rowiazanie wyjsciowego strukturalnego warunku I + Q) = 0.

Kolejnym etapem analizy jest rozwiazanie rownania generujacego (5.32). Najogolniejsza postac
amplitudy g,(x.) bedacej rozwiazaniem réwnania (5.32) jest przy warunku x7" < x, < x™a¥
jak w (5.10), nastepujaca:

Gn(x0) = Bpexp (anx) + Dypexp (—apxe) , x™" <z <x™ B, D, = const. (5.34)

Poniewaz stata a2 jest rzeczywista, zatem wprowadzajac nowa rzeczywista stala £,, mozna a,
przedstawi¢ jako a,, = B, 1 wtedy rozwiazanie (5.34) ma charakter czysto eksponencjalny:

qn(X¢) = Bpexp (Bnxe) + Dy exp (—BnXe) (5.35)
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badz jako au, = if,, i wtedy rozwiazanie (5.34) ma charakter czysto trygonometryczny:
qn(X¢) = Bpexp (ifnXe) + Dy exp (—ifnXe) - (5.36)

Tak okreslone funkcje musza byé¢ dopuszczalne jako amplitudy prawdopodobienistwa, zatem mu-
sza spelnia¢ warunek normalizacji dla gestosci prawdopodobieristwa (5.30).

Zatozmy, ze wartosci fluktuacji energii x. nie jest ograniczona od gory, co zrealizujemy jako daze-
nie x"** do nieskoriczonosci. Jednak kwadrat funkcji trygonometrycznej nie moze by¢ unormo-
wany do jednosci dla x["** — oo, zatem funkcja trygonometryczna (5.36) nie jest dopuszczalnym
rozwiazaniem.

Pozostaje wiec rozwiazanie eksponencjalne (5.35). Poniewaz jednak warunek unormowania (5.30)
ma byé zadany na przedziale otwartym x7" < x. < 00, zatem cze$é rozwigzania z dodatnia
eksponentg musi by¢ odrzucona ze wzgledu na jej rozbieznej do nieskoriczonosci. Skad otrzymu-
jemy zadanie, ze dla 3, > 0 stata B,, = 0.

Ostatecznie szukana postaé¢ amplitudy jest wiec nastepujaca:

qn (xc) = Dpexp(—fn%xe), Pn € Ry, x’enm <x. <00 . (5.37)
Z powyzszego 1 z warunku normalizacji (5.30) f;‘;m dxc 2 (x¢) = 1, wyznaczamy stala D,
otrzymujac:

Dy, = /2B exp (B x"") . (5.38)

Rozwiazanie to zostalo otrzymane dla przypadku g, = «a, € R, zatem ostateczna postacia
(5.34) jest:

0n (Xe) = V2, exp [an (x'g“” — xe)] , ap €Ry. (5.39)

Zauwazmy, ze oy, jest w jednostkach [c/energial.

W koricu mozemy wyznaczy¢ pojemnosé informacyjna. Wstawiajac (5.39) do (5.11), otrzymu-
jemy:

I(©)=4) 02 >0, a,€Ry, (5.40)

co po poréownaniu z (5.33) daje wartos¢ stalej I rowna:

N
Ic=8) a}. (5.41)
n=1

Uwaga: Warunek dodatniosci pojemnosci informacyjnej otrzymany w (5.40), dla pojemnosci
informacyjnej zwiazanej z dodatnia czesci sygnatury metryki Minkowskiego, jest istotnym wy-
nikiem z punktu widzenia z teorii pomiaru. W rozwazanym przykladzie analizy estymacyjnej
wartosci oczekiwanej energii czastki gazu, zostal on otrzymany na gruncie samospojnego roz-
wigzania rownan rozniczkowych zasady informacyjnej strukturalnej i wariacyjnej. Niespelnienie
tego warunku oznacza niestabilno$é¢ badanego uktadu. Z kolei, wstawiajac otrzymana wartosé
statej I do (5.31) otrzymujemy:

N
QO) =-4) ol <0. (5.42)
n=1
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Natomiast sam problem wariacyjny (5.14), ktory mozna wyrazi¢ po skorzystaniu z postaci Q(O.)
w (5.31) w postaci:

N
0(gn) (I(@e) +4y an - Ic) =0, (5.43)

n=1

jest ze swojej natury nieczuly na wartosé statej Ic.

Istotnym zagadnieniem metody EFI jest wielkos¢ proby N pobranej przez ukltad, tzn. ranga
N amplitudy. Do sprawy liczby amplitud ¢, wchodzacych w opis uktadu podejdziemy w naj-
prostszy z mozliwych sposobéw. Pierwsze ze stosowanych kryteriow wyboru N zaklada taki
wybor N dla zrealizowanych w przyrodzie réwnarn stanu (i rownan ruchu), ktory minimalizuje
pojemnosé informacyjng [7]. Sugeruje to, koniecznos¢ wzrostu informacji o uktadzie (zawartej w
I) ale tylko na tyle na ile wymaga tego struktura uktadu (opisana informacja strukturalna Q).
Tzn. przy zachowaniu warunku I > 0 ranga N moze na tyle spas¢, zeby samo-spojne rozwiazanie
rownan czastkowych strukturalnej i wariacyjnej zasady informacyjnej bylo jeszcze rozwigzaniem
stacjonarnym. Kryterium to nie oznacza jednak nie realizowania rozwigzan z wieksza niz mini-
malna liczba N. Rozwazany przyktad rozktadu energii i kolejny, rozktadu predkosci czasteczki
gazu, pozwalaja na dobra ilustrace tego kryterium.

Ot6z zauwazmy, ze poniewaz wszystkie o, w (5.40) sa rzeczywiste, zatem, przy zalozeniu braku
wplywu nowych stopni swobody na poprzednie, pojemnos¢ informacyjna I wzrasta wraz ze wzro-
stem N. Zgodnie z powyzszym kryterium, przyjmujemy dla rozwazanego przypadku rozktadu
fluktuacji energii, ze:

N=1, (5.44)
a jedyny wspoétczynnik aq oznaczmy «. Zatem z (5.39) mamy amplitude:

q(x0) = V2aexp [ (x"" —x.)] (5.45)
ktorej odpowiada rozktad gestosci prawdopodobieristwa fluktuacji energii x.:

p(xe) = ¢° (xc) = 2cvexp [2a (x"" —x.)] , a€Ry. (5.46)

Na koniec, wyznaczmy rozktad gestosci prawdopodobienistwa energii € czasteczki. Poniewaz
zgodnie z (5.1) mamy:

=0+ x, 6;()§y€<oo, dla x™" <x, < o0, (5.47)

Ol

Ye =

zatem de/dx. = ¢, skad rozklad dla zmiennej € ma postac:

1
QQeXp [—2a (e —€) /c] , € <e<oo, (5.48)

p(f):p(xe)mz -

; — min
gdzie €p/c = O + x"".
Pozostato jeszcze okreslenie stalej . Poniewaz warto$é oczekiwana energii wynosi:

“+o00

(E) =0 = / dep () e, (5.49)

€0
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wiec wstawiajac (5.48) do (5.49) otrzymuje sie:
20 =c((E) —e) " . (5.50)
Podsumowujac powyzsze rachunki, szukany rozktad gestosci prawdopodobienistwa ma postac:

_ ) (B)—e) "t exp[-(e—e)/((E) —e)] dla  e>e
ple) = { 0 dla e<e (5:51)

gdzie w drugiej linii po prawej stronie zaznaczono fakt nie wystepowania czastek z energiag mniej-
sza niz €g. Rozktad (5.51) jest koricowym rezultatem metody EFI. Jego posta¢ daje zasadniczo
rozklad Boltzmanna dla energii czasteczki w gazie.

Uwaga: Aby domknac temat od strony fizycznej zauwazmy, ze energia catkowita € = €gg + V,
gdzie €, jest energia kinetyczna czasteczki a V' jej energia potencjalng. Do potencjatu V' mo-
zemy dodaé¢ pewna stala np. €g, nie zmieniajgc przy tym fizycznego opisu zjawiska, zatem po
przesunieciu € o €y otrzymujemy:

e0=0, oraz €>0. (5.52)

7 kolei, dla czastki gazu poruszajacej sie bez obrotu, twierdzenie o ekwipartycji energii moéwi, ze:

3kT
g =31 (5.53)
gdzie T jest tempetatura bezwzgledna gazu. Wstawiajac (5.52) wraz z (5.53) do (5.51) otrzymu-
jemy:
p(e) = BkT/2) e 2/3kT = ¢>0. (5.54)

czyli wlasciwa postacé rozkltadu Boltzmnna dla energii czasteczki w gazie o temperaturze T

Pozostato drugie kryterium wyboru rangi amplitudy. Wiaze sie ono z wyborem takiej warto-
sci N, dla ktorej otrzymane rozwiazanie ma realizacje zauwazona w obserwacji zjawiska. Tak sie
sktada, ze we wspolczesnych teoriach fizyki statystycznej oraz teorii pola realizowane sg rozwia-
zania z niskimi warto$ciami rangi. Zauwazylismy ten fakt juz w Rozdziale 4 dla modeli teorii
pola. W kolejnym z rozdzialéw znajdziemy rozwazanie EFI dla rozktadu predkosci czasteczki
gazu. Jednak obok stacjonarnego rozwiazania Maxwella-Boltzmanna z N = 1, wskazemy row-
niez na fizyczng interpretacje rozwiazan z N > 1.

Uwaga o réwnowadze statystycznej w metodzie EFI: Metoda EFI, biorac pod uwage ograni-
czenia narzucone na normalizacje (5.30) i skonczono$¢é wartosci oczekiwanej (5.49) rozkladu,
wyznacza rozktad przy narzuceniu warunkow informacyjnych. Dokonuje ona (dla gladkiej funk-
cji wiarygodnosci) poprzez zasade strukturalna, separacji czlonu estymacyjnego dla parametru
0. zwiazanego z krzywizng przestrzeni statystycznej od czlonu strukturalnego, co jest odbite w
zasadzie Macha. Natomiast, poprzez zasade wariacyjna, dokonuje stabilizacji rozwiazania, przy
mozliwie najmniejszej odlegtosci stanéw uktadu od innych mozliwych.
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5.1.4 Model Aoki-Yoshikawy dla produkcyjnoéci branz

Model Aoki i Yoshikawy (AYM) zostal opracowany w celu opisu produkcyjnosci branz kraju
[41, 42|. Rozwazmy g ekonomicznych sektoréw. Sektor i-ty jest scharakteryzowany przez czynnik
wielkosci produkcyi n; (tzn. liczebno$é) oraz zmienna poziomu produkeyjnosci A (tzn. wydajnosé
jednostkowa) przyjmujaca wartosci a;.

Niech n; bedzie liczbg aktywnych pracownikow w i-tym sektorze, co oznacza, ze praca (robocizna)
jest jedynym czynnikiem produkcyjnym. Zatem zmienng losowa w AYM jest poziom produkcyj-
nosci A, ktorej rozktad jest okreslony poprzez pare (a;,n;), i = 1,2...,g. Zalozmy, ze catkowity
zasOb czynnika wielkosci produkeji (tzn. liczba dostepnych pracownikow) jest w ekonomii zadany
jako wielko$¢ egzogeniczna, czyli nie kontrolowana od wewnatrz lecz zadana z zewnatrz. Niech
jego wielko$é jest rowna n, co traktujemy jako pierwsze ograniczenie w modelu, tak, ze zachodzi:

9

> ni=mn. (5.55)

i=1

Uporzadkujmy wielkos¢ produkcyjnosci a; w sektorach od najmniejszej do najwiekszej:
a; <az < ..<ag. (5.56)

Poniewaz a; jest poziomem produkcyjnosci i-tego sektora, zatem uzysk (wartosé¢ produkeji) w

i-tym sektorze wynosi:

Zatem caltkowity uzysk z w ekonomii kraju wynosi:

g g
z:Zzi:Zaini. (5.58)
i=1 i=1

Wieko$é z jest interpretowana jako produkt krajowy brutto (PKB).
Zatozeniem AYM dla wartosci PKB jest ustalenie wartosci z poprzez egzogenicznie zadany agre-
gatowy popyt D (demand), tzn.:

z=D. (5.59)

Zatem drugie ograniczenie w modelu ma postac:

g
> aini=D. (5.60)
=1

Celem AYM jest wyznaczenie teoretycznego rozktadu liczebnosci dla zmiennej poziomu produk-
cyjnosci A, tzn. okreslenie wektora obsadzen:

n = (ng,ng,...,ng) . (5.61)

Zagadnienie to jest odpowiednikiem powyzszego zagadnienia zwigzanego z okre$leniem rozktadu
prawdopodobienistwa energii czastki gazu, ktéore mozna wyrazi¢ jako zagadnienie rozmieszczenia
n czastek gazu na g poziomach energetycznych ¢; w warunkach rownowagi statystycznej, w taki
sposob, ze zachowane sa, liczba czastek:

Zni =n, (5.62)
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oraz caltkowita energia gazu &:

J I n; &
Z‘Z;Gn E lub (B) i:1n€ - (5.63)

Zatem poziom produkcyjnosci a; jest analogiem poziomu energetycznego €;, natomiast ogranicze-

nie, ktore dal w AYM popyt D jest analogiem ograniczenia pochodzacego od wartosci catkowitej
energii £ gazu.

Dokonajmy nastepujacego przyporzadkowania pomiedzy wielko$ciami opisujacymi rozktad ener-
gii czastki gazu oraz rozktad poziomu produkcyjnosci. Po lewej stronie przyporzadkowania “<”
jest wielkosé dla energii czastki, po prawej dla produkcyjnosci pracownika. Stratki — w nawia-
sach oznaczaja przejscie od ciagltego do dystkretnego rozktadu zmiennej (lub na odwrot).
Zatem, zmiennej energii czastki £ odpowiada poziom produkcyjnosci pracownika A:

E=(e—¢) A= (a; > a), (5.64)

Rozkladowi prawdopodobieristwa zmiennej energii czastki p(e) odpowiada rozklad poziom pro-
dukcyjnosci pracownika p(a):

(p(e) = De; = %) < (pi = % — p(a)) : (5.65)

Normalizacje rozkladéw sa sobie przyporzadkowane nastepujaco:

(/ deple) =1 — qu = 1> <—> <Zpi =1 /X dap(a) = 1) (5.66)

Wartosci oczekiwanej (Sredniej) energii czastki odpowiada wartosé oczekiwana wartosé produk-
cyjnoéci pracownika:

9 g
O = (F) = (/y dep(e) e — anel> > (Zpiai —>/y dap(a)a) = (A) =0p,(5.67)
e i=1 i=1 a

przy czym w AYM warto$é oczekiwana produkcyjnosci jest zadana jako:
(A)=D/n . (5.68)

Aby analiza w AYM mogta przebiega¢ dokladnie tak samo jak dla rozktadu Boltzmanna, musimy
dokona¢ jeszcze jednego przejscia po stronie produkcyjnosci, a mianowicie przejsé od poziomu
produkcyjnosci A do jej fluktuacji X, od wartosci oczekiwanej (A), tzn. dokonaé¢ addytywnego
rozktadu: Y, = A = (A) + X,. Odpowiedni analog pomiedzy fluktuacjami energii i produkcyj-
nosci ma wiec nastepujaca posta¢: Dla energii czastki zachodzi (5.1):

€ € -
yezzzee—i—xg, zogyegoo, xM < xe < 00 (5.69)

gdzie skorzystano z zalozenia o nieograniczonosci od gory fluktuacji energii (por. (5.37) wraz z
dyskusja zawarta powyzej), natomiast dla produkcyjnosci pracownika zachodzi:

Vao=a=044+%X,, a0<ys<o00o, X" =gqg—04<x,<00. (5.70)

a
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Zatem analiza, ktora w Rozdziale 5.1.3 doprowadzita do amplitudy rangi N = 1 okreslonej przez
(5.71) oraz (5.50), daje teraz amplitude produkcyjnosci:

1 (D/n)—ao—i—xa] :
Xy) = ———exp | — dla x"" =ap—04 <x4< 0. 5.71
oraz rozktad gestosci produkcyjnosci:
1 a—a
pla)={ @m=a P (-oEm) A ez : (5.72)
0 dla a < ag

gdzie w drugiej linii po prawej stronie zaznaczono fakt nie wystepowania produkcyjnosci mniejszej
niz ag. Rozkltad (5.72) jest koricowym rezultatem metody EFI dla modelu AYM produkcyjnosci.
Aby jego posta¢ oddata w pelni wynik Aoki i Yoshikawy, nalezy powrdci¢ do dyskretyzacji war-
tosci @ — a; zmiennej A.

Na koncu tego punktu zamieszczono oméwienie metody Aoki i Yoshikawy. Rozwiazali oni po-
wyzszy problem stosujac metode mnoznikow Lagrange’a z warunkami ograniczajacymi (5.57)
oraz (5.60). Nastepnie zatozyli [41], ze wartosci produkeyjnosci sa dyskretne i tworza ciag aryt-
metyczny:

a;=1ag gdzie i=1,2,....,9, (5.73)

gdzie ag jest najmniejszg produkcyjnoscia. W koricu, przy zalozeniach, po pierwsze, ze liczba
dostepnych sektoréow produkcyjnych jest bardzo duza, tzn. g >> 1, oraz po drugie, ze:
D/n
ag

r , (5.74)

tzn. agregatowy popyt przypadajacy na jednego pracownika D/n odniesiony do najmniejszej
produkecyjnosé ag, jest bardzo duzy, Aoki i Yoshikawy otrzymali wynik [41, 42]:

% i .
P(ijn*) = % = ril (T;1> R~ (%%—%2) eTr, i=1,2,..., r>>1, (5.75)
gdzie nf, i = 1,2,..., 9, sa wspolrzednymi n; wektora obsadzenn (5.61), przy ktorych prawdo-
podobienstwo pojawienia si¢ tego wektora obsadzen jest maksymalne. Rezultat (5.75) podaje
prawdopodobieristwo, ze losowy wyprany pracownik jest w i-tym sektorze produkcyjnosci, o ile
gospodarka znajduje si¢ w stanie okreslonym wektorem obsadzeil n* = (n], n3, ..., ny).

Aby porownaé¢ wynik (5.75) otrzymany w AYM z wynikiem (5.72) otrzymanym w metodzie EFI,
przejdzmy w (5.72) do rozkladu dyskretnego. W tym celu musimy wycatkowa¢ wynik EFI w
przedziale (a;,a;+1), przy czym od razu zalozymy, ze zachodzi a; = i ag, (5.73). W rezultacie
otrzymujemy?®:

(i+1)ao )
P (i) = / da p(a) = (1 - e_l/(r_l)) e G=D/r=D qla i=1,2,... (5.77)

g

SPrzyjmujac, ze r >> 1, otrzymujemy, w podanych granicach, nastepujacy rozklad prawdopodobienstwa
produkcyjnosci pracownika:
1

+ ;) dla  i=1,2,..., oraz ao >0, 7r>>1. (5.76)

Sl

PG~ + 5) <e*
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Poréwnanie modeli dla ag = 0. Niech da jest stala szerokoscia sektorow produkcyjnosci. Wtedy,
w przypadku gdy agp = 0 wzor (5.51) metody EFI prowadzi w miejsce (5.77) do rozktadu:

ida
P(i):/ dap(a)z(—l—l—el/F)e*i/’:, 1=1,2,..., dla ay=0, (5.78)
(i—1)da
gdzie w zamiast (5.74) wprowadzislimy:
__D/n
F=— (5.79)

jako agregatowy popyt przypadajacy na jednego pracownika D/n odniesiony do szerokosci sek-
tora produkcyjnosé da. W granicy 7 >> 1 z (5.78) otrzymujemy:

1 1 L
Vo [ E —i/F . _ N
P (i) (7: + 5 7:2> e , 1=1,2,..., dla ag=0, 7>>1. (5.80)

W granicy duzych 7 oba wyniki sie schodzg. Jednakze granice niskiej produktywnosci metoda
EFI ujmuje inaczej niz AYM, tzn. formuta EFI (5.80) daje dla ap = 0 inna kwadratowa poprawke
niz rezultat (5.75) otrzymany w modelu AYM.

Uwaga: Ponadto, wynik (5.78) jest doktadny, natomiast w AYM dyskretyzacja poziomu pro-
duktywnosci jest tylko wybiegiem technicznym, gdyz zmienna ta jest z natury ciggla, z czego
i tak korzystamy w AYM przy wyznaczaniu mnoznikow Lagrange’a przechodzac (z powodow
rachunkowych) w (5.57) oraz (5.60) z g do nieskonczonosci.

Uzupelnienie: Analiza Aoki i Yoshikawy dla produkcyjnosci. Podajmy spos6b wyprowadzenia rozktadu
wektora obsadzen w AYM metoda czynnikow Lagrangea [42]. Wprowadzmy wektor H™) indywidualnych
przypisai, posiadajacy tyle sktadowych ilu jest pracownikéow w calej gospodarce kraju:

H™ = (H,,H,,....H,) =h = (hy,hy, ..., hy,) . (5.81)

Kazda ze wspotrzednych H;, i = 1,2,...,n, moze przyjmowaé wartosci h; = s, gdzie s € {1,2,...,g}, co
oznacza, ze i-ty pracownik jest aktywny w s-tym sektorze gospodarki. Zatem wektor h podaje jedna
konfiguracje indywidualnych przypisan. Jesli ustalimy wektorem obsadzen n, (5.61), to liczba W réznych
h (indywidualnych konfiguracji przypisan), realizujacych ten sam ustalony wektor obsadzen n, wynosi
[43]:

n!
W(H|n) = T (5.82)
=1 i+
Boltzman zauwazyl, ze gdy uktad znajduje sie w rownowadze statystycznej to, prawdopodobienistwo 7(n),
ze znajduje sie on w stanie o okreslonym wektorze obsadzen n (tzn. ze pojawit si¢ taki wlasnie wektor

obsadzen), jest proporcjonalne do liczby jego mozliwych realizacji tzn. do W(H|n). Zatem:

) = W(Hn) P(HD) = ,Hp"zfng—l'm,p Hf'n, (5.83)

gdzie K jest wlasciwa normalizacyjng stata, a p jest prawdopodobiefistwem zajecia przez i-tego pra-
cownika okreslonego s-tego sektora obsadzeni, ktore zostalo przyjete jako takie samo dla wszystkich in-
dywidualnych konfiguracji tych obsadzenn. W celu rozwiazania postawionego problem maksymalizacji
prawdopodobieristwa 7(n) z warunkami (5.57) oraz (5.60), rozwiazujemy ponizszy uktad g rownari:

52 llnﬂ' +v <an —n) - B (gami —D)] =0, (5.84)
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otrzymujac jako rozwigzanie wektor obsadzen n:
ni=n;=e"e P i=12..,g. (5.85)

Stale v oraz 8 otrzymujemy wykorzystujac (5.85) w (5.57) oraz (5.60).
Uwaga: Aby zapisa¢ [][_; n;! w formie nadajacej si¢ do minimalizacji, korzystamy z przyblizenia Stir-
ling’a:

g g
In [H ni!] R n;(lnn; — 1), (5.86)
i=1

i=1
stusznego dla duzego uktaduz n >> 1 orazn; >> 1,1 =1,2,...,g.
Przedstawiona w tym przypisie metoda znajdowania rozktadu w réwnowadze statystycznej zaklada
spelienie hipotezy wyrazonej rownaniem (5.83) i mowiacej, ze wszystkie stany opisane wektorem indy-

widualnych przypisan H(™ a speliajace warunki (5.57) oraz (5.60) sa rownie prawdopodobne. Rozktad

opisany wektorem n* jest w tym ujeciu sednem definicji rozktadu bedacego w réwnowadze statystycznej.
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5.1.5 Rozklad Maxwella-Boltzmanna dla predkosci

Ponizej wyznaczymy rozktadu predkosci czasteczki w gazie. Wychodzac z informacji Fishera
(5.7) dla pedu oraz postugujac sie wariacyjna i strukturalna zasada wariacyjna (5.9) otrzymamy
rOwnanie generujace i znajdziemy jego rozwiazania, tzn. posta¢ amplitud dla rozktadu predko-
Sci. Ze wzgledu spojnosé rozwazan dla czterowektora pedu, przyjecie wspolczynnika k = 1 w
rozwazaniach dla energii skutkuje przyjeciem x = 1 w analizie dla rozktadu pedu.

Strukturalna zasada informacyjna ma postac:

K =1(8p)+Q (O —4/dpo[ 2 (W) ﬁqn( o) Fn(4n(Rp) %p) | = 0(5.87)
n=1 k
gdzie znaczenie znaku “minus” w definicji pojemno$ci informacyjnej dla czesci pedowej byto omo-
wione w Rozdziale 5.1.2. Wprowadzenie do obserwowanej informacji strukturalnej &, (¢,(X,,), X,)
jej jawnej zaleznos¢ nie tylko od amplitud g,, ale réwniez od pedu X, pozwala na rozwazenie
szerszego zakresu zagadnien niz to mialo miejsce dla przypadku rozkladu energii, mianowicie
pozwoli na rozwazenie rozwigzan nierownowagowych.
Wariacyjna zasada informacyjna ma postac:

2
S (1(03) +Q (6 —4/dxp21[ Z(aqx)) R¥IE >cfn<qn<>zp>,>zp>]=qs.88>

Oz,

Podobnie jak to uczynilismy w (5.18) dla energii, tak i teraz dla pojemnosci infromacyjnej (5.7)
dokonamy catkowania przez czesci. Zakladajac dodatkowo, ze amplitudy dla predkosci ¢, (X,)
znikaja w £ nieskonczonosci, zapisujemy strukturalna zasade informacyjna (5.87) w postaci:

3
I1(8g) +Q(0g) = 4/dx@21 [qn Z (2 1 G (Rp) F, (qn (%), xp)] = 0(5.89)

k= KJ

Rozwiazaniem N-funkcyjnego problemu wariacyjnego (5.88) jest uktad rownan Eulera-Lagrange’a:

3 ., . o -
Z 0 ok (Qn(xﬁ)7xp) _ 8k(qn(xp)’xp) n=12 .. N (5'90)
m=1 ax@m 0 (8(]%:}))) 8q”(§@) B ’

gdzie
3 - 2
k<qn<>zp>,>zp>=4[—z(agj’%>) 0 ) . 00(%) %) | (5.91)
k=1 Pk

jest gestoscia informacji fizycznej (4.7) zdefiniowana w Rozdziale 4.2. Zauwazmy, ze z (5.91) i z
zadania nieujemnosci informacji fizycznej k£ na poziomie mikroskopowym, wynika:

Fr(m(Xp),Xp) 20, (5.92)

tzn. nieujemnosé mikroskopowej informacji strukturalnej w analizie estymacyjnej wartosci ocze-
kiwanej pedu czgsteczki gazu.
Ponizej, ze wzgleedu na uproszczenie zapisu, pominiemy zaznaczenie fluktuacji pedu X, w argu-

mencie amplitudy ¢, (X,).
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Zatem kazde z N rownan Eulera-Lagrange’a (5.90) ma posta¢ nastepujacego rownania réznicz-

kowego:
3 -
Z 2 B 186 an(Qn,Xp))
= 5 (5.93)
e tn
Natomiast zasada strukturalna (5.89) na poziomie mikroskopowym ma postac:
3
9*q
Z 2" qn F(qn,Xp) = 0. (5.94)
m=1 g‘j
Roéwnania ( 3) oraz (5 94) pozwalajq wyeliminowaé¢ sume po ich lewej stronie, dajac réwnanie:
2 Iqn dn ’
ktore po obustronnym scatkowaniu prowadzi do rozwigzania:
L, > 2 >
18 Fulan %) = au fn (Xp) (5.96)
lub
F,(qn,Xp) =4 fn (X,) >0 (5.97)

Funkcja f,,(X,) nie zalezy od amplitudy ¢, i pojawila si¢ w wyniku catkowania réwnania (5.95)
jako pewna stata calkowania w znaczeniu jej niezaleznosci od amplitudy ¢,. Zaznaczona nie-
ujemnos¢ funkcji f,, (X,) w jej dziedzinie wynika z nieujemnosci o, (gn, X,,) otrzymanej w (5.92).
Wykorzystujac (5.96) w (5.94) eliminujemy obserwowana informacje strukturalna, otrzymujac
rownanie generujgce dla amplitudy rozkltadu (fluktuacji) predkosci X, czasteczki w gazie:

Van(Xp) = —an(Xy) fo (Xp) (5.98)

gdzie V2 = anzl o2/ (%U%m jest operatorem Laplace’a ze wzgledu na wspoétrzedne pedowe x,, .
Rownanie (5.98) podobnie jak (5.32) pojawilo sie jako rozwiazanie strukturalnej i wariacyjnej
zasady informacyjnej. Rozwiazanie g, roéwnania (5.98) jest rozwiazaniem sprzezonego ukladu
rownan rozniczkowych (5.94) i (5.93) utworzonych przez pare zasad informacyjnych i jako takie

jest tzw. samospojnym.

Ponizej rozwiazemy rownanie generujace (5.98), czyniac kilka fizycznych zatozen odnosnie postaci
funkeji fn(X,). Jej posta¢ wpltywa na postaé¢ otrzymanych amplitud ¢, (%), a zatem réwniez na
rozktad p(X,,).

Zalozmy, ze kazda gestosé rozktadu prawdopodobienistwa p,(Z) jest taka sama funkcja parzy-
sta od kazdej wspotrzednej zy, (fluktuacji) pedu X,. W konsekwencji uklad jest izotropowy,
tzn. rozktad prawdopodobieristwa dla pedu nie zalezy od kierunku w bazowej przestrzeni poto-
zen. Nastepnie zakladamy nierelatywistyczne przyblizenie, co oznacza, ze predkosci czasteczek
sa duzo mniejsze od predkosci §wiatta ¢, czyli (fluktuacja) pedu czasteczki x,, jest rowniez mata
w poréwnaniu z me. Z powyzszych zalozen wynika ogélna postac funkcji fr,(X,). Otoz jej rozwi-
nigcie w szereg potegowy ma tylko sktadowe parzyste modutu (fluktuacji) pedu |X,,|, a poniewaz
wartosé |X,| jest mala, zatem szereg ten obetniemy na drugim wyrazie:

fa(Xo) = A+ BIX|*, A, B=const. (5.99)
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Podstawiajac (5.99) do (5.98) otrzymujemy nastepujaca posta¢ rownania generujacego:
Va4, (Xp) + (An + BIRo)*) n (X)) =0 dla n=1,2,..,N. (5.100)

PrzejdZzmy do nowego indeksu:

/

n:=n—1=201.,N—-1. (5.101)
Wtedy w miejsce (5.100) otrzymujemy réownanie:

VG (X)) + (A + BIX,?) g (X,) =0 dla n'=1,2,.,N -1, (5.102)
ktore po dokonaniu separacji zmiennych kartezjanskich i faktoryzacji amplitudy:

I (Xp) = @y (Tpy) Gy, (T3) Gy, (Tps) (5.103)
przechodzi w réwnowazny mu ukltad trzech rownan rézniczkowych:

1"

3
0 (20,) + <An; +B:n;i) G () =0, i=1,23 Y Ay =A,. (5.104)
i=1

Gdy state rownania (5.104) maja postac:

TH1/2 1 :
A= M, B=——, ap=const., n;=0,1,.., (5.105)
i a 4a
0 0

wtedy ma ono rozwiazanie. Poniewaz jest to réwnanie Helmholtz’a, zatem jego rozwiazaniami
sa paraboliczno-cylindryczne funkcje (44, 45]:

4, (xﬁiz) = 6_3:52"’1'/(4&%) 2—n;/2 H !

nl

Lo, . / .
——= ), gdzie n;,=0,1,..., 1=1,2,3. 5.106
<a0\/§> g ' ( )

gdzie H _/ sa wielomianami Hermite’a:
2

[5/2] 2 t)j—Qm
o ‘ o m _\=yy . —
H; (t) ].T;( )" Gam 0,1,... (5.107)

gdzie [j/2] oznacza liczbe catkowita nie przekraczajaca j/2. Wstawiajac (5.106) do (5.103)
otrzymujemy szukang posta¢ amplitudy (fluktuacji) pedu:

g, () = e RolP/(1ad) g=n'/2
n

x x x
. g a H; L) H; 2 >H ( 3 ) . gdzie a = const.,(5.108
Mgk (aoﬂ) ’ <a0\/§ g apV/2 & Mk ( )

ijk

itjt+k=n’
przy czym:
3
> ny=n=0,1,..,N—-1. (5.109)
=1
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Funkcja rozktadu prawdopodobieristwa ma wiec zgodnie z (3.50) postaé:

N-1
1 = 2
() = 7 D d (%) =poe eI/ 0)
n/=0
2
= T T x
1+ 27" b/H-( ‘Ol)H( m)m( @3) . (5.110
an: z; mak \agv2) 7 \agyv/2 apV'2 ( )
it+jt+hk=n’
gdzie pg = agooo /N, a liczba 1 w nawiasie klamrowym pochodzi z n' =0 w sumie w pierwszej
rownosci, natomiast nowe state b ; sa proporcjonalne do statych a , . Po raz pierwszy takie
ijk ijk

wyprowadzenie postaci funkcji rozktadu gestosci prawdopodobienstwa dla (fluktuacji) pedu zo-
stalo podane w [7].

Wartos¢ N = 1, dla ktorej (5.110) jest rozktadem Gaussa, daje rownowagowy rozktad Mazwella-
Boltzmanna dla (fluktuacji) pedu czqsteczki gazu. Pozostalte rozwiazania dla N > 2 daja rozwia-
zania nierébwnowagowe |7|. Jednak i one sa stacjonarne ze wzgledu na fakt bycia samosp6jnymi
rozwiazaniami uktadu sprzezonych rownan rézniczkowych zasady strukturalnej (5.94) i wariacyj-
nej (5.93). Zwroémy uwage, ze zawieraja one interferencje pomiedzy wyrazeniami iloczynowymi
wystepujacymi w amplitudach (5.108). Interferencja pojawila sie wiec jako cecha charakte-
rystyczna dla rozwiazywanego réwnania rézniczkowego oraz wprowadzenia amplitud do opisu
ukladu (a nie jako cecha charakterystyczna wytacznie mechaniki kwantowej). Wezesniej, roz-
ktady (5.110) z N > 2 zostaly odkryte przez Rumer’a i Ryskin’a [46] jako rozwiazania réwnania
transportu Boltzmann’a.

Uogoélnienie fizyczne dla N = 1: ZatozyliSmy na wstepie, ze Srednia predkosé czasteczki
wynosi zero (wystarczy przyjac¢, ze zbiornik zawierajacy czasteczki gazu jest w spoczynku w
pewnym inercjalnym ukladzie wspolrzednych). Zatem gp =01z (5.2) mamy, y, = X, = @.
Zatem dla N = 1 rozktad gestosci prawdopodobienstwa pedu (5.110) przyjmuje postac:

p(§) = po e 1917/(2a8) = p e=91/(205) =05/ (208) g =03/ (2a5) | (5.111)
gdzie ¢ = (p1,p2,p3) oraz —oo0 < p; < oo, i = 1,2,3. Wyznaczmy warto$¢ statej ag dla

przypadku zerowej energii potencjalnej. Z warunku normalizacji [ d@p (¢) = 1, wyznaczamy,
ze stata pg w (5.111) wynosi:

! (5.112)
Po= "—"—"=5 4 .
(2m)*"* a
Poniewaz wtedy (F) = <p_’2> /(2m) a z twierdzenia o ekwipartycji energii wiemy, ze (E) = 3kT'/2,
zatem
(%) =3mkT. (5.113)

Majac wartos¢ pg, wyznaczamy wartos¢ oczekiwana:

(¢%) = /dﬁp(ﬁ) o (5.114)
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i przyrownajmy ja do (5.113). W rezultacie otrzymujemy:
ag = mc*kT . (5.115)

Kolejnym krokiem jest wyznaczenie rozkltadu prawdopodobienstwa wartosci pedu p = |@|.
Przechodzac od wspolrzednych kartezjanskich pedu (g1, p2, p3) do wspotrzednych sferycznych
(9,6, ), otrzymujemy:

p(p.0,0) =|J|p(p1,02,03) , J=gp°sing, (5.116)

gdzie J jest jakobianem przejscia. Wstawiajac teraz (5.112) wraz z (5.115) do (5.111) otrzymu-
jemy rozktad p (p1, p2, ©3) ze znanymi juz statymi ag oraz pg. Wynik ten wstawiajac do (5.116) i
wycalkowujac po zmiennych 6 oraz ¢ otrzymujemy szukany rozktad gestosci prawdopodobieristwa
dla wartosci pedu:

p(p) = /2/7 (mkT) %2 g2e=o"/2mT. (5.117)

Rozktad (5.117) wyraza tzw. prawo Maxwella-Boltzmanna, a podstawiajac o = mv w (5.117) w
miejsce wartosci pedu, otrzymujemy rozktad Maxwella-Boltzmanna dla wartosci predkosci v.
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5.1.6 Informacja Fishera jako ograniczenie dla wzrostu entropii

Rozwazmy uktad zawierajacy jedng lub wiecej czastek poruszajacych sie w sposéb losowy w
pewnym zamknietym obszarze. Niech rozwazany obszar bedzie izolowany, tzn. zadna czastka
ani z obszaru nie ucieka ani do niego nie przechodzi. Brzeg (E) obszaru jest zadany wekto-
rem wodzgcym be B. W pewnej chwili uktad dokonuje pomiaru jego czero-wektora potozenia
t, 7, zgodnie z rozktadem gestosci prawdopodobienstwa p(7,t)®. Niech (y', 32, 4?) sa wspotrzed-
nymi kartezjanskimi wektora ¢ polozenia przestrzennego, a r = |y] jego dlugoscia. Poniewaz
zalozylidmy, ze czastka znajduje sie gdzies wewnatrz obszaru wiec:

p(t) =/d§’p(y1t) =1. (5.118)

Oznaczmy przez S (t) entropie Shannona ukladu (2.60) w chwili czasu t:

S(t) = —/dﬁp(zﬁ t)Inp(y,t) . (5.119)
Mozna pokaza¢ (por. Dodatek), ze entropia Shannona spelnia druga zasade termodynamiki:
ds (t)
—— 20 5.120
. — ( )

ktora okresla dolng granice tempa zmiany entropii. Ponizsze rozwazania poswiecone sa znalezie-
niu ograniczenia na jego granice gorna.

Poniewaz zadna czastka nie opuszcza ani nie wplywa do obszaru, zatem spelnione jest rownanie

ciagtosci strumienia prawdopodobienistwa:

+V.-P(jt)=0, (5.121)

gdzie P (¢,t) jest pradem prawdopodobienstwa, ktorego konkretna postac zalezy od rozwazanego
uktadu.

7 kolei okreslmy warunki brzegowe spelniane przez gestosé prawdopodobienistwa i jego prad.
Beda nam one przydatne dla rozwigzania postawionego sobie zadania.

Poniewaz zadne czastki nie przechodza przez granice obszaru, zatem P spelnia warunek brzegowy
Dirichleta:

—

P (y,t) ges =0 (5.122)
Zalozmy dodatkowo, ze jesli brzeg obszaru znajduje si¢ w nieskoiiczenie, to:

lim P(f,t) =0, szybciej niz 1/r?. (5.123)

y—o0
Poniewaz obszar jest odizolowany zatem prawdopodobieristwo, ze czastka znajduje sie na jego
granicy znika, co oznacza, ze p(¥,t) rowniez spelnia warunek brzegowy Dirichleta:

p(¥,t) |ze5 =0 (5.124)

6Jesli uklad opisany jest funkcja falowa (¥, t), wtedy p(¥,t) = |¢(7,t)|?
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Ze wzgledu na normalizacje:

[ disa =1, (5.125)
zaktadamy, ze w przypadku brzegu nieskoriczenie oddalonego, p(¥,t) spetnia warunek:

lim p(y|t) =0, szybciej niz 1/r° . (5.126)

Y—r00

W koricu dla domkniecia potrzebnych warunkéw brzegowych okreslamy:

Plnp (geg —0, (5.127)

Przystapmy teraz do sedna rachunkow. Roézniczkowanie (5.119) po % daje:

oS 0 dp 10p

P9 [ agpmp=— [ ag 21 dy p——= 5.128

5 at/ yplnp / Vg np - / TP 5 ( )
Druga calka po prawej stronie daje po skorzystaniu z warunku unormowania:

0 / djp=0. (5.129)

a ) P '

Oznaczmy przez (Pl, P2, P3) kartezjanskie sktadowe pradu P. Podstawiajac (5.121) do pierwszej
calki po prawej stronie w (5.128) otrzymujemy:

S d 4 0 5 0 4
g /d V.Plnp= ///dy dy? dy? [ P +3 P —i—agp]lnp. (5.130)

Calkujac przez czesci wewnetrzne calki [ dy’ 8?;" P' w (5.130) dla trzech sktadnikow i = 1,2,3

otrzymujemy dla kazdego z nich:

0 P Op - 0p 1 )
d Pi)Inp = Pl ) a2~ ayipi P =123, (5.131
/ y(ay YInp = P'lnp|. 5 v By / vy ( )

gdzie skorzystano z (5.127). Zatem:

95 3,9, 1 p1 9P 2 Op 3 0p\1 / (5 <\ 1
= — P P - = — P * - '1 2
50 /dy dy*dy < o 9 a7 ) p dy( Vp) . (5.132)

skad po prostych przeksztalceniach:

<%f>2=l/cw<2> (o) =[S ) (5] e
gdzie V; = -2;. 7 nieréwnosci Schwartza otrzymujemy:
2/ () (22 <[5 far(5) ][5 far (202 oaom

Ostatecznie z (5.133) 1 (5.134) oraz po zastepieniu sumowarn po i znakiem iloczynéow skalarnych,
dostajemy:

()" st [t
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Poniewaz gradiant V = (8%1, 8%2’ 8%3) zawiera rézniczkowanie po wartosciach pomiarowych

a nie fluktuacjach x;, jak to jest w kinematycznej postaci pojemnosci informacyjnej Friedena-
Soffera, zatem musimy uczyni¢ dodatkowe zatozenie.

Uwaga o zatozeniu niezmienniczosci rozktadu ze wzgledu na przesuniecie: Przejdzmy do addy-
tywnych przesunie¢, & = i — 0. Poniewaz & = (z;)3_, oraz §j = (y;)3_, rozmia si¢ o stala wartosé
oczekiwang potozenia 6 = (91')?:17 zatem zaktadajac dodatkowo , zZe rozktad p jest niezmienniczy
ze wzgledu na przesuniecie 5, otrzymujemy:

op  Op
oyt Oz’

i=1,2,3. (5.136)

Przy powyzszym zatozeniu, zachodzi:

/ L Vp(@,t) - Vp(i,t) / Vpa:t Vp(:ct)
(y7 x t)

i okazuje sie, ze druga catka po prawej stronie nieréwnosci w (5.135) jest pojemnoscia informa-

(5.137)

cyjna trzech kanatéw przestrzennych dla N =1 w chwili czasu t¢:

r=1(t)= [ar Y2 (F‘ptzr;;f (r]t) (5.138)

Mozemy wiec zapisa¢ (5.135) nastepujaco:

— —

(%ffgz(t)/dfp' . lub <%f> < VI(t) /dfﬁ'ﬁ, (5.139)

p p

Pokazalismy zatem, ze (przy zalozeniu niezmienniczosci rozkltadu za wzgledu na przesuniecie)
tempo wzrostu entropii jest obustronnie ograniczone. Ograniczenie dolne (5.120) wyraza zasade
niemalenia entropii Shannona w czasie. Jej termodynamicznym odpowiednikiem jest twierdzenie
H Boltzmanna.

Natomiast twierdzenie (5.139) stwierdzajace, ze ograniczenie gorne tempa wzrostu entropii jest
proporcjonalne do pierwiastka z pojemnosci informacyjnej (5.138) dla pomiaru potozenia ¥, jest
jednym z nowych wynikéw teorii pomiaru otrzymanym przez Friedena, Soffera, Plastino i Pla-
stino [7]. Jego termodynamiczne konsekwencje czekaja na weryfikacje. W [7] podano przyktady
zastosowania tego twierdzenia dla strumienia czastek klasycznych, strumienia w elektrodynamice
klasycznej i strumienia czastek ze spinem 1/2. Ponizej zostanie podany wynik analizy dla czastki
ze spinem 1/2.

5.1.6.1 Woynik dla strumienia czastek ze spinem 1/2

W Rozdziale 4.3.2.2 pokazalismy, ze metoda EFI daje dla relatywistycznej czastki o spinie po-
towkowym réownanie ruchu Diraca (4.45). Pod nieobecnosé pola elektromagnetycznego rownanie
cigglosci z niego wynikajace ma postac:

aP G0 +V P51 =0, (5.140)

gdzie gestos¢ prawdopodobieristwa p oraz gestos¢ pradu prawdopodobienistwa sa rowne:
p(Ht) =v', v=v(F1), (5.141)
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oraz

—

Pt) =cvlay, (5.142)

gdzie @ = (al, a2,a3) sa macierzami Diraca (4.42), natomiast ¢! = (1,19, ¢3,104)* jest polem

sprzezonym hermitowsko do bispinora Diraca ¢ (Rozdzial 4.3.2.2).
W |7] pokazano, ze tempo wzrostu entropii (5.139) ma w tym przypadku postaé:

aS
5 S eV (5.143)

Nier6wnosé ta oznacza, ze wzrost entropii Shannona rozktadu uktadu w jednostce czasu (czyli
tempo spadku informacji) jest ograniczony przez skoriczona predkosé swiatta jak rowniez przez
pojemno$¢ informacyjna jaka posiada uklad (np. elektron) o swoich wspohrzednych czasoprze-
strzennych. Inny sposob interpretacji (5.143) polega na zauwazeniu, ze dostarcza ona definicji
predkosci §wiatta ¢ jako gbérnego ograniczenia stosunku tempa zmiany entropii do pierwiastka
informacji Fishera, ktora jest przeciez na wskros statystycznym pojeciem informacyjnym.
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5.2 Zastosowanie wprowadzonego formalizmu do analizy para-
doksu EPR

Przedstawiona w tym rozdziale analiza paradoksu EPR pochodzi od Friedena [7]. Zamiesz-
czamy ja ze wzgledu na to, ze efekt ten jest dos¢ powszechnie utozsamiany z wtasnosciag teorii
kwantowych, ale réwniez z powodu uporzadkowania warunkéw brzegowych zagadnienia zawar-
tego w pracy orginalnej |7] a dokonanego w pracy 16| oraz wnioskowania uzgodnionego z przed-

stawiona w skrypcie fizyczna interpretacja informacji fizycznej K [9, 10].

Rozpocznijmy od oméwienia eksperymentu EPR-Bohm’a. Rozwazmy zrédlo molekut o spinie
zero, ktore rozpadaja sie na pare identycznych czastek o spinie 1/2 lecacych w przeciwnych kie-
runkach. Taka poczatkowa dla rozwazan eksperymentu EPR-Bohm’a konfiguracja dwuczastkowej
molekuly moze by¢ efektywnie przygotowana jako stan koncowy w rozpraszaniu e” e~ — e e,
gdzie spiny poczatkowych elektronéw procesu sa ustawione przeciwnie (réwnolegle i antyrow-
nolegle wzgledem osi z), a ich poczatkowe pedy wzdtuz osi y wynosza p oraz —p [47]. Istnieje
niezerowa amplituda, ze dwie rozproszone czastki (tu koricowe elektrony), poruszaja sie z pedami
wzdtuz osi  jak na Rysunku 5.1. W eksperymencie EPR-Bohm’a dokonywany jest pomiar spinu

QY

Rysunek 5.1: Panel lewy: Eksperyment EPR-Bohma [47|. Panel prawy: Kat miedzy urzadze-
niami Sterna-Gerlacha umieszczonymi wzdtuz kierunkéw a oraz b wynosi 9.

rozproszonych czastek, spinu czastki 1 wzdluz wektora jednostkowego @ tworzacego z osia z kat
X1 oraz spinu czastki 2 wzdtuz wektora jednostkowego b tworzacego z osia z kat yo. Poniewaz
rozwazamy czastke o spinie 1/2; w wyniku pomiaru mozemy uzyskaé¢ dwie mozliwosci rzutu spinu
na wybrany kierunek: zgodny lub przeciwny z tym kierunkiem.

W szczegolnosci niech analizator ,,a” bedacy urzadzeniem typu Sterna-Gerlacha mierzy rzut
S, =ad- S spinu czastki 1 na kierunek @ i podobnie analizator ,b” mierzy rzut S, = b- S,
czastki 2 na kierunek b. Ptaszczyzny d oraz b sa wzgledem siebie odwrocone o kat 9 = y1 — xa2,
0<9<2r.

Ponizej wyprowadzimy warunki brzegowe dla metody EFI, uwazajac aby nie odwotywaé sie do
widzenia rzeczywistosci przez pryzmat mechaniki kwantowej .

"Majac na wzgledzie ogolng uwage: Niech Pia jest lacznym rozkladem prawdopodobienstwa pewnych dwoch
zmiennych losowych “1” oraz “2”, a P; oraz P» ich rozktadami brzegowymi. Jesli w ogélnosci nie sg one wzgledem
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5.2.1 Warunki brzegowe

Zalozenie o istnieniu doktadnie dwdch mozliwych rzutow spinu czqstki ze spinem h/2 na

dowolny wybrany kierunek w przestrzeni: Niech “4” oznacza obserwowang wartosé¢ rzutu spinu
Sa = +h/2 natomiast “—” oznacza S, = —h/2.
Uwaga: Jest to jedyne miejsce, w ktorym uciekamy sie do opisu fenomenologicznego odwo-
tujac sie do nieklasycznej fizyki zjawiska, mianowicie zakladamy, ze rzutowanie spinu czastki
na okredlony kierunek przestrzenny jest skwantowane zgodnie z wymiarem reprezentacji grupy
obrotow (fakt istnienia takich reprezentacji wynika z rozwazan entropijnych [7]). Jednak nie
oznacza to, ze nie istnieje model teoriopolowy, ktory by takie kwantowanie rzutowania opisywatl.
Musialby on jedynie zaktada¢, ze po pierwsze spinowe stopnie swobody (z ciaglym rozktadem
jego kierunku przed pomiarem) nie maja (prostego) charakteru czaso-przestrzennego [48], a po
drugie, ze bezwtadnos¢ czastki zwiazana ze spinowymi stopniami swobody jest bardzo mata w
poréwnaniu z sila sprzezenia tych spinowych stopni swobody z otoczeniem (np. aparatura trak-
towana jako rezerwuar), ktorego moment pedu ignorujemy. Wtedy przejscie czastki ze spinem
przez jakakolwiek aparature pomiarowa typu Sterna-Gerlacha porzadkowatoby jej spin w sposob
dyskretny. Oczywiscie zmiana momentu pedu aparatury juz nas “nie interesuje”.

Niech takze:
SaSp = Sab € Qap = {S4+4,5-—, 54—, 54} ={(++), (=), (+-), (=)} (5.145)

opisuje taczna przestrzern zdarzen g, stanéw spinowych pary czastek 11 2.
Oznaczmy przez P (Sgp|0) cztery mozliwe taczne warunkowe prawdopodobienstwa:

P(++19), P(——19), P+—19), P(—+19) . (5.146)

W analizie estymacyjnej postulujemy, ze prawdopodobienistwo P (Sg [) jest funkcja es-

9=1)
tymatora ) parametru 9. Poprzez analize tego prawdopodobienistwa, korzystajac z proporcjo-
nalnoéci prawdopodobienstwa do obserwowanej liczebnosci zdarzeri w detektorze, oszacowuje sie
wartos¢ kata 9. Jednak aby to uczynié¢, trzeba mie¢ model analitycznych formut na prawdopo-

dobienistwa (5.146). Ponizej wyprowadzimy je metoda EFI.

W celu rozwiazania rownan rézniczkowych EFT konieczne jest ustalenie warunkéw brzegowych.
Wynikaja one z zasad zachowania i symetrii przestrzennej badanego uktadu.
Zauwazmy, ze warunek normalizacji:

> P (Sw) =1, (5.147)
ab

jest spetniony dla kazdego 1.
Kolejne warunki wynikaja z symetrii i warunku zachowania catkowitego spinu dla rozwazanego

siebie niezalezne (laczne prawdopodobieristwa nie jest iloczynem prawdopodobienstw brzegowych), wtedy:

Ir (P12) > Ir (P1)+IF (Pg) =C (5144)

gdzie c jest pojemnoscia informacyjna ztozonego uktadu. Relacja (5.144) oznacza, ze jesli wystepuja jakiekolwiek
korelacje miedzy zmiennymi to, jesli znamy wynik do§wiadczenia dla pierwszej zmiennej to maleje ilo$¢ informacji
koniecznej do okreslenia wyniku doswiadczenia dla drugiej z nich, tzn. istnienie korelacji w ukladzie zwicksza
informacje Fishera Ir o parametrach charakteryzujacych rozktad uktadu.
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eksperymentu, przy czym w eksperymencie wzgledny orbitalny moment pedu wynosi zero.
Whpierw rozwazmy prosty przypadek ¢ = 0, gdy obie ptaszczyzny, w ktorych ustawione sa urza-
dzenia Sterna-Gerlacha sa tak samo zorientowane. 7 warunku zachowania calkowitego spinu
wynika:

P(H+[0)=P(——|0)=0, 9=0 (5.148)

co oznacza, ze w tym ustawieniu aparatury nigdy nie zobaczymy obu spinéw jednoczesnie skie-
rowanych w gore czy w dot. Analogicznie jesli kat ¢ = 7, to warunek:

P+ —|n)=P(—+|r)=0, d=r, (5.149)

oznacza, ze w tym przypadku nigdy nie zobaczymy spindéw ustawionych jeden w gore drugi w dot.
W konsekwencji z zasady zachowania catkowitego spinu otrzymujemy, ze jesli 9 = 0 lub ¥ = m,
to zawsze obserwacja jednego spinu daje nam catkowita wiedze o drugim. W tym przypadku
stany spinéw wyraznie nie sg niezalezne, sg stanami skorelowanymi. Wniosek ten jest intuicyjnie
zawarty w sposobie ich przygotowania.

Nastepnie, poniewaz P (Sp|0) jest prawdopodobieristwem brzegowym wystapienia okreslonej war-
tosci rzutu spinu czastki 2, zatem nie zalezy ono od S, czyli od orientacji rzutu spinu czastki 1,
wiec nie zalezy rowniez od kata 9 pomiedzy wektorami @ oraz g, czyli:

P (Sp|9) = C = const. (5.150)
Stad
2T 2
P(S)) = /P (Sl9) 7 () di) = C/r Wydd =C dla Sp=+,— (5.151)
0 0
gdzie
1
") =5 0<9<2m (5.152)

co oznacza, ze w zakresie aparaturowej zmiennosci ustawienia wartosci kata ¢ € (0, 27), z powodu
naszej niewiedzy, jest mozliwa w réwnym stopniu kazda jego warto$é. Tak czy owak wartosé ¢
jest zwiazana z ustawieniem aparatury pomiarowej Sterna-Gerlacha a i b, i trudno ja (na serio)
traktowaé jako wielko$¢ posiadajaca rozproszenie. Zasadnicza ¢ jest parametrem charaktery-
stycznym dla przeprowadzonego eksperymentu. Nie mniej przez niektorych r(1) jest widziane
jako ,prawdopodobienistwo” znane a priori, co oznacza, ze wyprowadzona w ten sposéb mecha-
nike kwantowa nalezaloby traktowaé jako statystyczna teorie Bayesowska [49].

7 warunku unormowania, prawdopodobieristwa zdarzenia pewnego, mamy

P(Sy=+)+P(Sy=—)=C+C=20=1 cayli C:% (5.153)
Zatem z (5.150) otrzymujemy, ze® :
P (Syl0) = % . (5.155)

8Podobnie dla S,, wychodzac z P (S.|9¥) = C’ = const. i postepujac analogicznie jak przy przejsciu od (5.150)
do (5.153), otrzymujemy:
1

P (Sal0) = 3 - (5.154)
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Inng wazna wtasnoscia symetrii przestrzennej eksperymentu jest brak preferencji wystepowania
spinu skierowanego w gore czy dot, tzn:

P(S._|9) = P(S_4]0) oraz P (Sii|9)=P(S__|¥) (5.156)

Co oznacza, ze jesli obserwowaliby$my eksperyment dla uktadu odwréconego wzgledem osi ¥ o
kat 7, statystyczny wynik bytby dokladnie taki sam. Z (5.156) otrzymujemy

P(S,.) = /P(S++|19)r(19) i = /P(Sﬁ)r(ﬁ) = P(S_) (5.157)
oraz w analogiczny sposob
P(Ss) = P(S_s) (5.158)
Dodatkowo otrzymujemy:
P(S, ) = /P(S+_]79)r () di) = /P(S+_\v" by (@ 4 ) do
- /P (Sya|0)r (@ +7)dd = P(Sey) (5.159)

gdzie w drugiej roéwnosci skorzystano ze zwyklej zamiany zmiennych 9 — 947, w trzeciej z tego,
ze P(S;_|0+m) = P(Sy4]9) a w ostatniej z r(9) = 1/(2w) = r(¥ + 7). Jako konsekwencja
(5.157)-(5.159) otrzymujemy:

P(S_y)=P(S__) (5.160)

Poniewaz zdarzenia (5.145) wykluczaja sie wzajemnie i tworza cala przestrzen zdarzer, zatem:

P(Siy)+P(S4-)+P(S—4)+P(S_)=1 (5.161)
zatem w Swietle (5.157)-(5.161) otrzymujemy:

P (Su) = i . (5.162)
W koticu wzoér Bayes’a na prawdopodobienstwo warunkowe daje:

P (S,]Sp) = P(Sw) _ 14 _1 dla kazdego Sg, Sp (5.163)

P(Sy,) 1/2 2

Zauwazmy, ze jak dotad w wyprowadzeniu zaleznosci (5.148) do (5.163) nie skorzystano z EFI.
Zaleznosci te wynikaly z poczatkowego zalozenia o istnieniu dla czastki o spinie potéwkowym
doktadnie dwéch mozliwych rzutéw spinu na dowolny kierunek, zasady zachowania catkowitego
momentu pedu oraz z symetrii uktadu.

5.2.2 Pojemnosé informacyjna dla zagadnienia EPR-Bohm’a

Ponizej wyprowadzimy wyrazenia dla prawdopodobienstw (5.146) jako wynik estymacji roz-
ktadéow metoda EFI. Podobnie jak poprzednio uktad sam prébkuje swoimi Fisherowskimi kine-
tycznymi stopniami swobody dostepna mu przestrzen potozen. Tym razem jest to jednowymia-
rowa przestrzen kata ). Obserwator zewnetrzny mierzy jedynie warto$¢ rzutu spinu S, jednej
czastki, powiedzmy, ze czgstki 1, natomiast nie mierzy wartosci rzutu spinu drugiej czastki Sy,
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jest ona traktowana jako wielko$¢ nieznana, ale ustalona. Réwniez warto$é S, nie jest estymo-
wana z obserwacji S,. Na podstawie danych pomiarowych wartosci rzutu spinu S, estymujemy
kat ¢ pomiedzy dwoma plaszczyznami zaznaczonymi na rysunku 5.1. Kat ten jest wiec trak-
towany jako nieznany parametr i jest estymowany z obserwacji S,. Nie estymujemy natomiast
wartosci Sy z obserwacji S,.

Poniewaz dokonujemy pomiaru S,, a Sp oraz ¢ sa nieznanymi, ale ustalonymi wielkosciami,
zatem funkcje wiarygodnosci dla powyzej postawionego problemu zapiszmy nastepujaco:
P (S4|Sy,9) —  funkcja wiarygodnosci préby dla o. (5.164)

Jej postaci szukamy wykorzystujac metode EFIL. Jednak postaé¢ informacji Fishera, ktora bytaby
miarg precyzji estymacji kata 9 opartej o pomiar S,, wynika¢ bedzie z jej pierwotnej postaci
(2.99) dla wymiaru proby N = 1. Skoro wiec ¥ jest estymowanym parametrem, zatem pelni on
teraz taka funkcje jak parametrem 6 w wzorze (2.99), w ktorym obok podstawienia 8 — 1) nalezy
dokona¢ nastepujacych podstawien:

n=N=1, oraz /dyl—>z. (5.165)

Wprowadzajac jak zwykle amplitudy prawdopodobieristwa ggp:

P (S |5, 0) = g (9) (5.166)
otrzymujemy:
+ 2 + 19\ 2 + 2
1 OP (S, |Sp, ) 1 (9q; 1 Iqap
I = — a —1 — 1 2
o= Yrmma o al\an) =2 2w

+ aQb 2
42 ( &9) , (5.167)

lub podsumowujac:

anb

1
79 (5.168)

+
Iy=1 (Sb>19) =4 Z Qagb (19) , Sp= (+a _) , gdzie Aap =
—
gdzie sumowanie po a odpowiada catkowaniu w informacji Fishera po przestrzeni bazowej.

Uwaga o informacji Fishera parametru v: Zwrocmy uwage, ze ¢ w powyzszej formule
na I, = I (Sp, ) jest wyznaczone dla konkretnej wartosci ¢ i konkretnej wartosci Sy rzutu spinu
czastki b. Zatem jest to pojemnos¢ informacyjna jednego kanatu (¢, Sp) czyli informacja Fishera
parametru ¥ w tym kanale:

IF(9) =1,. (5.169)

Powr6émy do warunkow (5.165). Pierwszy z nich oznacza, ze ranga amplitudy pola jest rowna
N = 1, drugi oznacza, ze przestrzen bazowa to teraz dwupunktowy zbior wartoSci rzutu spinu
czqstki 1 na kierunek ‘a’. W ponizszych uwagach odniesiemy sie do tych elementéw analizy.
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Uwaga o randze N = 1. Zachodzi pytanie: Jesli okaze sie, ze tradycyjne formuly mecha-
niki kwantowej dla eksperymentu EPR-Bohm’a pojawia sie dla powyzej okreslonej estymacji z
N =1 (a tak sie istotnie stanie), to czyzby pomiar odzialywania czastki z aparatura Sterna-
Gerlach’a mial mie¢ charakter termodynamiczny oddzialtywania matego uktadu z termostatem,
w zrozumieniu podanym na samym poczatku Rozdziatu 5.2.17 W koricu jak wiemy z poprzed-
nich rozdziatéw, rozwiazania z N = 1 odnosza sie do zjawisk termodynamicznych.

Uwaga o sumowaniu po a: Jako, ze ¥ jest parametrem, a pomiary w probie sy zwiazane
z obserwacjami S,, zatem zapis w (5.166) wymaga pewnego wyjasnienia. Wyrazenie (5.168)
reprezentuje dwa réwnania dla dwoch mozliwych wartosci Sp. Poniewaz zmienng w pomiarze
jest rzut spinu czastki 1, zatem sumowanie przebiega po dwéch mozliwych wartodciach spinu
Sa = +, —. Tak wiec zapis I (Sp, ) wskazuje na informacje zawarta w obserwacji S, dla czastki
1 na temat nieznanego kata 1} w obecnosci pewnej nieznanej, lecz ustalonej wartosci rzutu spinu
Sp czastki 2. Poniewaz kat 1 jest parametrem, ktorego warto$¢ moze sie zmieniaé w sposob
ciagly w przedziale (0, 27), stad zgodnie z (5.168) mamy nieskoniczona liczbe kanatéow informacji
Fishera zwiazanych z warto$ciami 9. Dla kazdego z tej nieskoriczonej liczby kanalow sa jeszcze
dwa kanaty informacyjne zwigzane z mozliwymi wartosciami dla S,. Aby poradzié sobie z taka
sytuacja metoda EFI wykorzystuje pojedyncza, skalarna informacje (oznaczy ja I,), nazywana
pojemnoscig informacyjna wprowadzona w Rozdziale 2.7. Wielko$¢ ta konstruujemy dokonujac
sumowania informacji po wszystkich mozliwych kanatach. Zatem, suma przebiega¢ bedzie po
wszystkich wartosciach kata ¥ przy nieznanym rzucie spinu Sp czastki (2).

Tak wiec, po pierwsze, pojemnos¢ informacyjna I, dla jednego kanatu, wprowadzona po raz
pierwszy w (2.113), przyjmuje postac:

Ioe = I (Sp,95) - (5.170)

Po drugie, w wyniku sumowania po wszystkich mozliwych wartosciach kata ¢y, oraz rzutach spinu
Sy czastki (2), otrzymujemy (calkowita) pojemnosé informacyjna dla parametru ¢:

Jr
L= 1(Shok) —
b=— k
+ 2 S A
— I, = Z/dw(sb,ﬁ) :422/@%%(19) 542/@%%(?9), (5.171)
b:—o b=— a:—o ab 0

gdzie catkowanie pojawia sie z powodu zastapienia sumy dla dyskretnego indeksu k catkowaniem
po ciaglym zbiorze wartosci parametru 9 (tzn. po zrozumieniu czym jest kanal zwiazany z
¥ powracamy do pierwotnego catkowania), ktore przebiega zgodnie z (5.152) od 0 do 27. W
ostatniej rownosci wykorzystano (5.168). Sumowanie w (5.171) po ab przebiega po wszystkich
mozliwych kombinacjach tacznej przestrzeni standéw Sy, okreslonej w (5.145). Indeks '1," w
Iy, oznacza, ze jest to pojemnos$é informacyjna jednej czastki, gdzie wyr6znilisSmy czastke a.
Pojemnosé informacyjna I;, wchodzi do estymacyjnej procedury EFI.
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5.2.3 Informacja strukturalna. Amplituda prawdopodobienistwa

Biorac powyzsze uwagi odnosnie postaci I, w (5.171), zauwazamy, ze informacje strukturalna
1, dla obserwowanej czastki jako

2
1
Q1. =1Y [ a0 (a0 Fulan) (5.172)
ab 0

Ponizsza analiza zwigzana z wyprowadzeniem amplitud g, jest podobna do analizy dla rozktadu
Boltzmanna z rozdziale 5.1.
Korzystajac z (5.171) i ( 5.172) wariacyjna zasada informacyjna ma zatem postac:

27
1
8(gun) K = 0(gyp) (T, + Q1) = (g | 4D / dv (qa2b + 4QZb(19)%b(qab)> =0, (5.173)
(Zb 0

natomiast strukturalng zasade informacyjna zapisujemy nastepujaco:

2m
/ 1
Ila + KQI(I - Ila + Qla = 4Z/d’lg <qa2b + 4(]21)(19)@‘@((]@)) = 0 ? (5174)
ab

gdzie jak w przypadku wszystkich probleméw bez wiezéw zwiazanych z réwnaniem ciggtosci
(nazwijmy je ’kwantowych’) przyjelismy s = 1, czyli:

L, =—Q, . (5.175)

Szukamy wspolnych rozwiazan na amplitude g, oraz obserwowana informacje strukturalna o ,;(qas)
dla uktadu réwnan (5.173) oraz (5.174). Rozwiazaniem problemu wariacyjnego (5.173) jest (po-
rownaj (5.16)):

£ ()2
gdzie
b= 3 (0 + GO (5.177)
ab
jest funkcja podcatkowa w (5.173). Z rownania (5.176) otrzymujemy:
o= ;d(iqug::(qab)) . (5.178)

Poniewaz g2 (9)F ., (qap) jest jawnie jedynie funkcja gup, wige rézmiczka zupeina zastapita po-
chodna czastkowa po qqp wystepujaca w (5.176).

Aby znalez¢ rozwiazanie zasady strukturalnej (5.174), wykonajmy w (5.171) catkowanie przez
czescei:

2

n,=4%" / 40 (Cu — dundy) (5.179)

abo
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gdzie

Cov = 5 (1 (27) 01 (27) — 00 (0) 1 (0)) (5.180)
Podstawiajac (5.179) do (5.174) otrzymujemy:
27
I, + @1, = 4Z/d19 (Cab — Gablay + ingcfab(Qab)) =0. (5.181)
ab

Przenoszac spelnienie (5.181) na poziom obserwowanej zasady strukturalnej dla kazdego (dwu)-
czastkowego tacznego stanu spinowego S,p, otrzymujemy:

" 1
Cab = Gabay + 3 TapF o (9an) = 0 (5.182)
Podstawiajac do (5.182) zwiazek (5.178) otrzymany z wariacyjnej zasady informacyjnej, otrzy-
mujemy:
1 diamFapn(qar) 1
~Qap— AT — 2 F oy (qap) + Cap - (5.183)
2 anb 4

Zapiszmy powyzsze rownanie w wygodniejszej formie:

Qanb o d (%ng(fab(qm)))

dab ingq:ab(Qab) + Cap
z ktorej po obustronnym wycaltkowaniu otrzymujemy:
1 g% (0
Zqﬁb(ﬂ)%b(qab) = ‘jflg ) Cab » (5.185)
ab

gdzie A2, jest w ogolnosci zespolong staly. Podstawiajac (5.185) do (5.178) otrzymujemy szukane
rozniczkowe rownanie generujace dla amplitud:

” Qab(ﬁ)
qab(ﬁ) = .
A%

(5.186)

Przypomnijmy, ze jest ono konsekwencja obu zasad informacyjnych, strukturalnej i wariacyjne;j.
Poniewaz amplituda qu, jest rzeczywista wiec Agb tez musi by¢ rzeczywiste. Podobnie jak w
rozdziale 5.1.3, poniewaz stata Agb jest rzeczywista, wiec mozna ja przedstawié¢ za pomoca innej
rzeczywistej stale] aqp jako Agp = agp lub Ay = iag,. Zatem istniejg dwie klasy rozwiazan
rownania (5.186).

Dla Agp = agp, rozwiazanie (5.186) ma charakter czysto eksponencjalny:

qab(¥) = Bgpexp <—19> + Cyup exp (19> . Agp = agp , (5.187)
Agh Agh

gdzie stale By, oraz Cgp sg rzeczywiste.
Natomiast dla Ay, = i aq, rozwiazanie (5.186) ma charakter trygonometryczny:

/ 9 / 9
qap(¥) = By sin <> + C; cos <> , A =tag, (5.188)
Qab Qab
gdzie agp, B;b, C(;b s rzeczywistymi stalymi.
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W rozwazanym obecnie przypadku® wartoéci ¥ sa katem z ograniczonego zbioru (0,27). Za-
tem z geometrycznej symetrii uktadu przy obrocie o kat 27 wynika, ze rozktad P (S,|Sp, ) jest
rowniez funkcja okresowa zmiennej ¥. Za wzgledu na (5.166) oznacza to, ze funkcja qup(9) po-
winna by¢ rowniez okresowa, zatem wybieramy rozwigzanie o charakterze trygonometrycznym,
przy czym Funkcje sin oraz cos w (5.188) sa funkcjami bazowymi tworzacymi amplitude praw-
dopodobienstwa gqp (7).

Funkcje bazowe na przestrzeni amplitud powinny by¢ ortogonalne. Z postaci g, w (5.188) wy-
nika, ze funkcjami bazowymi sg funkcje 'sin’ oraz ’cos’. Poniewaz ¢, jest okreslone na przestrzeni
parametru ¥ € (0, 27), zatem warunek ortogonalnosci funkeji bazowych na tej przestrzeni:

2

/dﬂ sin (9/aqp) cos (9/aqp) = 0 (5.189)
0

daje po wycatowaniu postaé statych agp:

2
Qg = — , gdzie ng =1,2,... . (5.190)
Nab
Warunek (5.190) jest warunkiem na dopuszczalne wartosci aq, = —iAqp (por. (5.188)), ale jak

wida¢ nie wskazuje on na zadna z nich jednoznacznie. Moze to nastapi¢, gdy ustalimy wartosé
Ngp, CO UCzynimy ograniczajac rozwazania do zapostulowanego w Rozdziale 2.7.1 warunku mi-
nimalizacji informacji kinetycznej I — min. Wykorzystajmy zasade strukturalna (5.180), ktora
po wstawieniu do niej (5.188) oraz (5.190) daje postaé statej Cyp:

1 / /
Cop = — B, O, 4

o ab [cos2 (napm) — 1] =0, gdzie ng=1,2,... . (5.191)

Po eliminacji w (5.179) wyrazenia q;lb korzystajac z rownania generujacego (5.186), nastepnie

po skrzstaniu z postaci statej Cyp, podanej w (5.191), otrzymujemy uzyteczng postaé pojemnosci

informacyjnej:
2m
1
L=-4)" = / d9 g%, (0) . (5.192)
ab ab 0

Nalezy jeszcze wyznaczy¢ ostatnia catke:

2 2r o
0

19 Sb 19 Sb)

[\

4, S, |S, 1 %, Sq |1S] 1
_ /dﬁp( 1Sh) :/dﬁp( | b)z
0

1
2

27
_ 27r/d19p(19, Sa1Sy) = 27P (Sa|Sy) = QW% i (5.193)
0

9Przypomnijmy sobie analize przeprowadzona w rozdziale (5.1.3) dla rozktadu energii czasteczki gazu. Wtedy
ze wzgledu na nieograniczony zakres argumentu amplitudy wybraliémy rozwiazanie o charakterze eksponencjal-
nym.
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gdzie w pierwszej linii i) wpierw skorzystano z definicji amplitudy, g% (9) = P (S, |Sp, ), (5.166),
ii) nastepnie z definicji prawdopodobieristwa warunkowego, iii) znowu z definicji prawdopodo-
biefistwa warunkowego wprowadzajac:

P (Sq4, S, 0)
0,50 |9) = —F5 7o 194
p (9,54 Sp) P (S) (5.194)
a w kolejnej linii z wyrazen (5.152),(5.155), i w ostatniej z:
2m
PSS = [ p0.5,155) . (5195)
0

i w koncu z (5.163). JesteSmy juz w stanie wyrazi¢ informacje I; tylko poprzez mg,. Dodat-
kowo korzystajac z wewnetrznej zasady informacyjnej, I1 = —Q1, (5.175), z wyniku (5.193),
otrzymujemy dla A, = iagp 1 po skorzystaniu z (5.190):

2

1 1

N, =-Q,=-4) = /dﬂ Gy =4 - = T ngy, gdze ng =1,2,.. (5.196)
ab ab 0 ab ab ab

Z powyzszego zwiazku wynika, ze warunek 17, — min bedzie spelniony dla n,, = 1 dla dowolnych
S, oraz Sp. Warunek ngp, = 1 zgodnie z (5.190) odpowiada wartosci agp:

Gap = 2 dla dowolnych S, oraz Sp . (5.197)
Sumowanie w (5.196) przebiega po wszystkich S, i Sy, zatem dla ng, = 1, otrzymujemy wartosé
minimalnag Iy :

+ 4
Ly (miny =7 Y, Y nay =47, gdzie ngp =1, (5.198)

a=— b=—

W wyrazeniu (5.188), ktore dla aq, = 2 przyjmuje postac:
(Y / 9
qap(0) = By, sin 5 )t Cyp cos 5 ) (5.199)

wystepuja jeszcze state B;b oraz C’;b, ktore rowniez musimy wyznaczy¢. Wyznaczymy je korzysta-
jac z wezesniej dla ¥ = 0 ustalonych w (5.148) wartosci tacznego prawdopodobienistwa P (Sgp|%),
ktore wykorzystujac (5.155) mozemy wyrazi¢ przez amplitude g,, W nastepujacy sposob:

_ _ P(Su5n7) _ P(Sy.0)
P (Sap|0) = P (Sa5p|0) = T P (Sa]Sp, ) )
= P (SulS1, 9) P (Sy19) = (0 P (Sy19) = 5 a%(9) (5.200)

Rownanie (5.200) pokazuje, ze:
qap(?) =0 jesli P (Sg|9) =0. (5.201)

Wstawiajac (5.199) dla ¢ = 0 do (5.200) i poréwnujac otrzymany wynik z (5.148), P (++ [0) =
P (——10) = 0, otrzymujemy:

Cl,=0__=0. (5.202)
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Centralne zalozenie statystyczne dla eksperymentu EPR-Bohm’a: Rozktad prawdopo-

dobienstwa (5.146), ktorego szukamy okreslony jest na przestrzeni zdarzeni S;Sp = Sap € Qup,

(5.145), zatem zbior mozliwych wynikow to ¢ = (++), (——), (+—), (—+). Zatem ze zwiazku

(2.80) okreslajacego metryke Rao-Fishera gq, = gga % , otrzymujemy w rozwazanym obec-
i=1

nie zagadnieniu, po skorzystaniu z pochodnej z (5.199):

QQab o 1 4 Y . v
50 —2<Babcos<2>—0absm<2>) , (5.203)

nastepujaca postaé tej metryki na jednowymiarowej podprzestrzeni statystycznej parametryzo-

wanej w bazie ¥ a indukowanej z rozkladu (5.146):

8qab 8ng
— oy o

= (B (B2 - ) sit ) - BuCysi?o) . (520
ab

goo(¥) =

Zatozmy niezaleznosé metryki Rao-Fishera gyy od vartosci parametru . Wtedy (5.206) prowadzi
do warunkéw:

1 !/ 1 ! /
go9 = goo(0=0) =7 > (Bw) = 12 (Byy)?+2(By)%) dla =0, (5.205)
ab

gdzie skorzystano z symetrii (5.156) otrzymujac B;Jr =B _ i B;_ = B/_Jr7 oraz:

gy = geo(V=m)= izb: (2 (Bu)® — (C;b)2>
- % (4 (B, )2 +4(B, )2 - 2(0;_)2) dla 9 =1, (5.206)

gdzie skorzystano z (5.202). Z (5.205) oraz (5.206) otrzymujemy:

/ /

(Biy)?+ (By)? = (CL_)* > 0. (5.207)

Warunek ten oznacza, ze C_ # 0 gdyz w przeciwnym wypadku, tzn. dla C;_ = 0, z warunku
(5.207) oraz z (5.202) otrzymalibySmy zerowanie sie wszystkich wspotczynnikow B;b oraz C’;b,
co odpowiadato by trywialnemu przypadkowi braku rozwiazania dla zagadnienia EPR. Zatem
otrzymujemy:

C=C,_=C_, #0, (5.208)

gdzie dla rownosci wspotezynnikéw odwotano sie rowniez do symetrii (5.156).
W konicu warunek niezaleznosci gy od ¥ dla dowolnej wartosci ¥ daje po uwzglednieniu (5.205):

S ((B)? = (C)?) = 2((By)?* + (BL)* = (Ch)?) =0, (5.200)
ab

czyli warunek automatycznie spelniony na podstawie (5.206), oraz

> B, Chp=2B, C, )=0. (5.210)
ab
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Zatem warunek ten wraz z (5.208) oznacza:

’ /

B,_=0=B__. (5.211)

Ze wzgledu na (5.200) druga z powyzszych rownosci wynika z symetrii (5.156).
W koricu zauwazmy, ze ze wzgledu na (5.211) oraz (5.207) warunek istnienia nietrywialnego

rozwiazania oznacza, ze:
B=B_, =B__#0, (5.212)

gdzie ponownie w pierwszej rownosci skorzystano z symetrii (5.156).
Podstawiajac otrzymane wyniki do (5.199) otrzymujemy:

G+ (9) = ¢——(9) = Bsin (8/2) , q_+(9) = q4—(9) = Ccos (9/2) . (5.213)

Jak widaé¢ rownosci wspolezynnikow w zwiazkach (5.208) oraz (5.212) jest odbiciem réwnosci
odpowiednich amplitud wynikajacej z symetrii odbicia przestrzennego (5.156) oraz (5.200).
Musimy jeszcze wyznaczy¢ state B oraz C. Zwodu wykluczania sie roznych zdarzen Sy, (5.145),
oraz warunku warunku normalizacji P (S, S5|9):

> P (SuSyl0) =P (U Sas,,w) =1. (5.214)

ab ab

otrzymujemy ze wzgledu na (5.200) roéwnanie:

% () + )+ ()t (9) =1. (5.215)

Korzystajac z (5.213) i (5.215) mamy:

B?sin® (9/2) + C? cos® (9/2) = (B? — C?) sin® (9/2) + C* = 1. (5.216)
Poréwnujac wspotczynniki stojace przy odpowiednich funkcjach zmiennej 9 po lewej i prawej
stronie drugiej rownosci powyzszego wyrazenia otrzymujemy:

B*=C?=1, (5.217)

co po wstawieniu do (5.213) daje ostatecznie:

Qi () = q—(9) = £sin(9/2) . q_+(9) = qo_(9) = L cos (9/2) . (5.218)

Podstawiajac amplitudy (5.218) do P (Sg|d) = 5 ¢2,(9), (5.200), daje wynik na laczne praw-
dopodobieristwo otrzymania okreslonej kombinacji rzutéow spindéw przy zadanej wartosci kata

¥
P(++0)=P(——9) = %sin2 (0/2), P(+—1|9)=P(—+9) = %(3052 (9/2), (5.219)

ktory jest przewidywaniem mechaniki kwantowej [47]. Wynik ten w ramach medody EFI zostal
oryginalnie wyprowadzony w |7|, jednakze powyzszy sposob wyprowadzenia rozni si¢ z dwoch
miejscach. Po pierwsze warunki brzegowe zostaly ujetne w sposéb bardziej przejrzysty [16], a
po drugie w [7] odwotano sie do wlasnosci ortogonalnosci wprowadzonych tam kwantowych am-
plitud, o czym wspomnimy na koricu rozdziatu, a czego w powyzszym wyprowadzeniu uniknieto
wprowadzajac w to miejsce warunek niezaleznosci metryki Rao-Fishera od warto$ci parametru 9.
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Wezesniej w (5.162) wyznaczono laczne prawdopodobiefistwo P (Sg) = %. Z drugiej strony
z (5.150) i (5.153) otrzymano, ze P(Sy) = 1/2 (analogicznie P(S,) = 1/2), a wiec wynika z tego,
ze:

P (Sap) = P (Sa) P (Sh) , (5.220)

warunek, ktéry oznacza niezaleznos¢ spinowych zmiennych S, oraz Sp. Zatem powstaje pytanie,
czy (5.220) nie przeczy zalozeniom eksperymentu EPR-Bohm’a? Zauwazmy jednak, ze prawdo-
podobienstwo P (Sgp) w (5.220) z definicji okresla rownoczesne pojawienie sie kombinacji rzutow
spinu Sy, przy braku informacji o zmiennej ¢ (w (5.220) nie ma zaleznosci od ). W konsekwencji
takie wydarzenie opisane réwnoscia (5.220) pojawia sie z wyniku eksperymentu EPR-Bohm’a,
w ktorym ¢ nie jest znane, a jedynie wiemy, ze zawiera si¢ w przedziale (0, 27), czyli w sytuacji
(5.152). Zatem mozna oczekiwaé, ze korelacja zmniejszy sie po usrednieniu po wszystkich katach
Y, a z takim usrednieniem mamy do czynienia, gdy ¥ nie jest znane. Z (5.220) wynika, ze po
usrednieniu po calym zakresie kata 9 korelacja nie tylko zmniejsza sie, ale catkowicie znika. Tzn.
pod warunkiem nieznajomosci ¥ zmienne spinowe S, oraz Sp sa niezalezne.

Powyzszy wniosek ten ma interesujacg fizyczna interpretacje. Mianowicie twierdzenie Ehrenfe-
sta moéwi, ze Srednie warto$ci kwantowych operatoréw sa réwne ich klasycznym odpowiednikom.
W jego $wietle wyrazenie (5.220) mowi, ze w przypadku usrednienia po kacie ¥ stany splatane
EPR-Bohm’a, na powr6t ulegaja klasycznej separacji.

Uwaga: Natomiast z (5.218) widaé, ze efekt korelacji spinu zmienia si¢ bardzo mocno wraz
z wartoscia kata ¥, i w samej rzeczy daja one warunek (por. (5.154) i (5.155)):

P (Sup|9) # P (Sal9) P (Syl0) - (5.221)

Uwaga: Warunek niezaleznosci wyprowadzenia formut (5.213) od mechaniki kwantowej mozna
by nieco ostabié¢, tzn. na tyle aby statystyczno$é teorii byla dalej widoczna. Frieden uczynit
to jak nastepuje [7]. Pokazmy, ze q.(19) jest proporcjonalna do (kwantowej) amplitudy qp(19)
parametryzowanej parametrem ¢ dla stanéw (5.145). Niech P (Sgp, ) jest prawdopodobienstwem
pojawienia sie konfiguracji (a, b) rzutu spinéw, podczas gdy parametr wynosi ¥. Nie jest to wiec
prawdopodobieristwo taczne zajscia zdarzenia: “pojawita sie konfiguracji (a, b) rzutu spindéw, oraz
kat ¢, gdyz ten ostatni nie jest zmienna losowa. Funkcje 1,(¢) okreslimy tak, ze kwadrat jej
modutu spetnia zwiazek:

VD)2 = WO (91500) = p (0 50p) = Lo )

(Sab)

tzn. jest prawdopodobienistwem, ze skoro pojawitaby sie taczna konfiguracja spinéw S, to war-

, (5.222)

tos¢ kata wynosi ¥. Komplikacja polega na tym, ze gq, () opisuje losowe zachowanie zmiennej
spinowej S,, a nie ¥, co oznacza, ze qup(19) jest amplituda typu ¥y (ab) a nie ¥qp(9).

Aby pokazaé, ze qqp(1) jest proporcjonalna do 14,(1) skorzystajmy (5.222) a nastepnie z twier-
dzenia Bayesa oraz definicji prawdopodobieristwa warunkowego:

P (Sap, ) _ P(Sap[0)r(9) _ P(Sap[9)r(9) _ P(Sa|Se, )P (S) (V)

2
|Yab (V)] P(Sa)  P(SabIS6)P(Ss)  P(SalSy)P(Se)  P(SalSy)P (Ss)
4 (9)(0)
e (5.223)
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Korzystajac z (5.152), (5.163) oraz (5.166) otrzymujemy wiec z (5.223), ze

Y@ = — (), (5.224)
skad
Yap(V) = g qar(V) . a€R. (5.225)

Zatem, q5(9) o< qap(19), co oznacza, ze!?, skoro pojawila sie taczna konfiguracja spinéw Sg,
to amplituda prawdopodobieristwa 14,(1)), ze wartos¢ kata wynosi 9, jest proporcjonalna do
amplitudy prawdopodobienstwa g, (1) zaobserwowania rzutu spinu S, czastki 1 pod warunkiem,
ze rzut spinu czastki 2 wynositby Sp, a kat . Zdanie to jest wyrazem splatania, ktore pojawito
sie w kwantowym-mechaniczno opisie eksperymentu EPR-Bohm’a.

W koncu, ze wzgledu na (5.224) amplitudy g,p(¢) sa proporcjonalna do amplitud 14, (9). Zatem
Frieden zarzadal ortogonalnosci amplitud kwantowych ¢ i1, skad automatycznie wynika
ortogonalnos$¢ amplitud ¢ oraz g4 _:

2 2
/ 49 qoiqr = / d9 B, , sin (9/2) [B;, sin (9/2) + C',_ cos (0/2)] ~0, (5.226)
0 0

co pozwolilo na wyprowadzenie zerowania sie B;_ oraz B/_+, (5.211), a dalej postepujac juz jak
powyzej otrzymal formuty (5.219).

5.2.4 Niepewno$¢ wyznaczenia kata

Jedna sprawa dotyczaca analizy estymacyjnej opisanej powyzszymi rachunkami wymaga jesz-
cze podkreslenia. Ot6z w rzeczywistym pomiarze badacz otrzymuje wartosci rzutu spinu S, z
okreslonymi czestosciami, ktore sa oszacowaniami rozkladu prawdopodobieristwa (5.219). Na-
tomiast analiza, ktora doprowadzita do (5.219) jest, tak jak w calej analizie EFI (nie uwzgled-
niajacej wplywu urzadzenia pomiarowego), wewnetrzng sprawa uktadu dokonujacego estymacji
parametru zgodnie z metoda EFI, zatem jest sprawg modelu EFI. Sytuacja ta ma dwie nastepu-
jace konsekwencje.
Pierwsza, zwiazana z (wewnetrznym) bledem przedstawionej metody (fizycznej estymacji) EFI,
okresla ten blad jak nastepuje. Zauwazmy, ze nieréwnos¢ Rao-Cramera ma postac, agT >
1/1(0), (2.29), gdzie tym razem estymator T' = 0. 7 nieréwnosci tej otrzymujemy warunek na
wariancje estymatora ) kata o:

9 (4 1
o (19) R (5.227)

gdzie TF(9) = I jest informacja Fishera (5.169), a nie pojemnoscia informacyjna I, podana w
(5.198). Bez analizowania postaci estymatora 9, nieréwnosé Rao-Cramera (5.227) okresla DORC
dla jego wariancji, o ile tylko estymator ten jest nieobciazony.
Poniewaz pojemnosé informacyjna jest suma po kanatach z ich informacji Fishera, wiec:

I, > IF(9). (5.228)

W mechanice kwantowej powiedzieliby$my, ze 10q,(19) oznacza amplituda prawdopodobieristwa zdarzenia, ze
wartosé kata wynosi ¢ o ile pojawitaby sie laczna konfiguracja spinéw Sep.
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Z (5.228) oraz z (5.227) otrzymujemy:

1 1
— <
I, ~ IF(V)

<o?(9) . (5.229)
Poniewaz pojemnos¢ kanatu I;, wedtug (5.198) wynosi:

I, = 4r, (5.230)

a

wiec podstawiajac ta warto$é do nieréwnosci (5.229) :

N1
o (19) > = ~0.081ad?. (5.231)

™

Nieréwnosé (5.231) stwierdza, ze obserwacja jednej wartosci rzutu spinu przy kompletnej niezna-
jomosci kgta 9 (stad (5.152)) daje o nim mala, lecz skoniczona informacje. Blad jego estymacji
/0,08 rad = 0,28 rad jest dos¢ duzy, co jest zwiazane z plaska funkcjg “niewiedzy” r(¢) okre-
slona w (5.152).

5.2.4.1 Wplyw zaszumienia pomiaru

Analiza EFI w obliczu pomiaru i ptyngcego z tego faktu zaszumienia danych wewnetrznych
EFT nie jest przedmiotem tego skryptu. Zainteresowany czytelnik znajdzie omoéwienie tego te-
matu w |7, 16]. Ponizej zawieram wniosek z analizy Mroziakiewicz [16] dotyczaca tego problemu,
dla powyzszej analizy eksperymentu EPR-Bohm’a: W pomiarze stanu ukladu przez zewnetrz-
nego obserwatora, otrzymujemy dane zaszumione przez uktad pomiarowy. Tzn. dane pomiarowe
rzutu spinu (oznaczmy je S,) sa generowane przez prawdziwe wartogci wielkosci Sy, Sy, ¥ W
obecnosci szumu aparatury pomiarowej. Szum ten powstaje co prawda w urzadzeniach Sterna-
Gerlacha a oraz b ale, ze wzgledu na zalozenie podane na samym poczatku Rozdziatu 5.2.1, z
innych przyczyn niz (przyjete jako zero) fluktuacje rzutu spinu. Uzyskana przy tych danych in-
formacja Fishera I,,,, o parametrze 9, uwzgledniajaca zaszumienie pomiarowe, jest generowana
przez informacje Fishera IF(¥) = I, (5.169). W tym sensie informacja Fishera I F(¢), (5.169),
procedury estymacyjnej EFI jest czeScia informacji, ktéra przejawia sie w pomiarze. Zatem obok
nierownosci (5.228) zachodzi rowniez:

TF (V) = Las:(9) - (5.232)

Ze wzgledu na to, ze I,qs,(9) wchodzi w (5.229) w miejsce IF (1)), warunek ten oznacza jednak
pogorszenie jakosci estymacji w poréwnaniu z (5.231).

5.2.5 Informacja () jako miara splatania

Tak jak we wszystkich problemach estymacyjnych rozwiazanych metoda EFI, tak i w ekspe-
rymencie EPR-Bohm’a wykorzystano przy estymacji kata 19, informacyjna zasade strukturalna
@1, = —I1,, (5.174). Poniewaz nie mierzony byl stan czastki 2, tzn. spin S, w czasie naszej
analizy mogt przyjac¢ wartosé + lub —, zatem pojemnoé¢ informacyjna I, jest informacja o kacie
¥, zawarta w obserwacji (zgodnej z dokladnoscia do szumu, z rzutem) spinu czastki 1, dokonanej

przez zewnetrznego obserwatorall.

H7aszumienie z aparatury Sterna-Gerlacha, o ktérym wspomniano powyzej, z uproszczenia pomijamy.
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Zatem informacja strukturalna @1, (5.172) dla czastki 1, jako pozostala czes¢ informacji fizycz-
nej K, jest informacja zawartg w nieobserwowanej wewnetrznej strukturze informacyjnej uktadu.
Sugeruje to istnienie tacznej, nieseparowalnej informacji strukturalnej dla czastek 11 2. Stowem,
informacja o tacznej strukturze uktadu, to nie to samo co suma informacji o jego sktadowych.
Zatem, ze wzgledu na @1, = —I;,, przestrzen danych (tzn. obserwacje czestosci rzutu spinu
czastki 1), jest na poziomie informacji, zwiazana ze zrodtowa przestrzenia konfiguracyjna odbita
w @Q1,. Co prawda, ze wzgledu na brak bezposredniego wgladu w relacje wewnatrz uktadu, mo-
zemy jedynie ze skonczona doktadnoscia (Rozdziat 5.2.4) wnioskowaé o kacie ¢, jednak sam fakt
mozliwosci takiego wnioskowania okresla sytuacja nazywana splgtaniem standw obu czastek.
Wynik ten prowadzi do stwierdzenia, ze wewnetrzna zasada informacyjna I = —x(Q), stosowana
dla kazdego rozwazanego problemu EFI, opisuje (w przypadku braku separowalnosci I oraz Q na
sumy pojemnosci informacyjnych oraz informacji strukturalnych wlasciwych dla poduktadow)
splatanie przestrzeni danych obserwowanych!? z nieobserwowana konfiguracja uktadu czastek!.
Postuluje to wykorzystywanie EFI jako formalizmu do predykcji wystapienia standéw splatanych
i to nie tylko w przypadku problemu EPR-Bohm’a. Tak wiec informacja strukturala ) jest in-
formacja o ,splataniu” widocznym w korelacji danych przestrzeni pomiarowej (o wartosciach w
przestrzeni bazowej) z przestrzenia konfiguracyjna uktadu.

Na koniec wspomnijmy, ze inne traktowanie informacji fizycznej K w [7] niz w obecnym skrypcie,

sprawia, ze wnioski tam otrzymane sa inne'4.

12Powyzej czestosci rejestracji okreslonych rzutéw spinu S,.

BPowyzej kat 9.

1 Wnioski w pracy [7] sa nastepujace: Przekaz [zwiazanej| informacji J do czgstki obserwowanej wzbudza wartosé
spinu S, do poziomu danej w probee, zgodnie z koricowym prawem (5.219). Oznacza to, ze przekaz informacji
sprawia, ze czastka spetnia koricowe prawo (5.219) [opisujace zachowanie sie| spinu. Przyczyna jest jaki$ nieznany
mechanizm oddzialywania, by¢ moze pewna “bogata i zlozona struktura, ktéra moze odpowiada¢ na informacje
i kierowaé¢ zgodnie z tym swoim wlasnym ruchem” . W ten sposob, przekaz [zwiazanej| informacji J wiaze z
sobg stany spinowe nieobserwowanej i obserwowanej czastki. A zatem J (zgodnie z wymogiem) “nadaje postaé”
wlasnosciom spinu nieobserwowanej czastki.
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Rozdzial 6

Z.akonczenie

Celem skryptu byla prezentacja uogblnienia MNW oraz zastosowania IF w jej czeSci wnio-
skowania statystycznego dotyczacego estymacji niepartametrycznej metoda EFI zaproponowana
przez Friedena i Soffera do opisu zjawisk fizycznych i (ekono)fizycznych. Podstawowy przeprowa-
dzenia takiej analizy statystycznego opisu zjawisk zostaly wprowadzonych w latach 20 ubieglego
wieku przez Fishera. Poczatkowo Fisher wprowadzit MNW poszerzona o pojecie IF w celu (ja-
kiego$) rozwiazania problemu estymacji punktowej i przedziatowej parametru rozktadu zmiennej
losowej w sytuacji matej proby. Jego statystystyczna metoda doboru modeli, rozwijana niezalez-
nie od 6wczesnie rozwijanych teorii fizycznych, okazala sie jednak siegac¢ o wiele dalej, w obszar
estymacji rownan fizycznych teorii pola, przy czym okazalo sie, ze wielkosé¢ (malej) proby jest w
tej estymacji cechg charakterystyczna modeli. Zagadnieniu temu po$wiecona jest gléwna czesé
niniejszego skryptu.

Jestesmy w punkcie, w ktéorym mozna juz da¢ pewne wstepne podsumowanie metody EFT jako
procedury statystycznej budowania modeli, w tym modeli fizycznych i ekonofizycznych. Jest
wiec EFI metoda statystycznej estymacja réwnan ruchu teorii pola lub réwnari generujacych
rozklady fizyki statystycznej. Gdy juz szukane réwnanie ruchu wyestymowane metodg EFI zo-
stato otrzymane, wtedy poszukiwanie rozktadu prawdopodobieristwa na analitycznych warstwach
przestrzeni statystycznej S, tzn. na (pod)rozmaitosci w S z metryka Rao-Fishera, moze by¢ da-
lej prowadzone. Moze sie zdarzy¢, ze funkcja tacznego rozktadu prawdopodobienstwa (pdf) jest
analizowana przez EFI na catej polozeniowo-pedowej przestrzeni fazowej uktadu! i to dla wiecej
niz jednego pola. Ma to np. miejsce, gdy obok pola fermionowego Diraca obecne jest réwniez
pole cechowania (Rozdziat 4.3.2.1). Wtedy na warstwach rozktadéw fermionowych, w ich po-
chodnych kowariantnych, pole cechowania (dla brzegowego pdf pola cechowania wyznaczonego z
tacznego pdf wszystkich pol) musi byé¢ samo-spojnie wziete pod uwage.

Jednak sedno metody EFI jest zawarte w ogolnej postaci informacji fizycznej K zadanej przez
rownania (4.6) oraz (4.7) (lub (4.8)), ktora jest zarowno funkcja &, (¢»(x)) jak i amplitud ¢, (x)
(lub 9y, (x)) wraz z ich pochodnymi. Przy tak ogélnym zrozumieniu K, réznorodno$é¢ rownan
EFT jest konsekwencjg roznych warunkéw wstepnych dyktowanych przez fizyke. Moga sie one
wyraza¢ np. poprzez rownania ciaglosci (ktore same sa wynikiem estymacji statystycznej [10],
Rozdzial 3.4), pewne symetrie (Rosdziat 2.7.1) charakterystyczne dla zjawiska oraz warunki nor-
malizacyjne. Wstepne zalozenia fizyczne moga rowniez wskazywaé (poza ewentualnoscia natoze-
nia dodatkowych rownar cigglosci) na wykorzystanie tylko wariacyjnej zasade informacyjnej, jak

!Gdyby na przyktad chcie¢ wyznaczy¢ metoda EFT taczny rozktad energii i pedu czastki gazu.
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to ma miejsce w przypadku rownania Kleina-Gordona dla pola skalarnego (Rozdzial 4.3.1), badz
na obie zasady i ich samo-sp6jne rozwiazanie, jak to miato miejsce w pozostatych przypadkach.

Podsumowujac, przeszlismy w skrypcie przez trzy etapy rozbudowy dzialania MNW oraz pojecia
IF w statystyce. Na pierwszym, wstepnym etapie, przedstawiono zastosowanie MNW oraz poje-
cia IF w statystyce (Rozdzial 1), na drugim wprowadzono pojecie entropii wzglednej i pojemnosci
informacyjnej oraz wprowadzono strukturalng i wariacyjna zasade informacyjna (Rozdzial 2-3),
a w trzecim przedstawiono wykorzystanie tych poje¢ do wyprowadzenia podstawowych réwnan
modeli fizycznych (Rozdzialy 4-5, Dodatek), wlaczajac w to przyktad ekonofizycznego opisu zja-
wiska (Rozdziat 5.1.4).
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Rozdzial 7

Dodatki

7.1 Dodatek: Zasada nieoznaczonosci Heisenberga

Ponizsze wyprowadzenie zasady nieoznaczonosci Heisenberga zostalto przedstawione w [7, 18].
Zasada Heisenberga stwierdza, ze w okreslonej chwili czasu ¢ nie mozna z dowolna doktadnoscia
wyznaczy¢ jednoczesnie polozenia y i pedu y, czastki, tzn. ze potozenie i ped czastki sg rozmyte,
co mozemy zapisa¢ nastepujaco:

h 2
o -0y > <2> : (7.1)

gdzie 03 i 012, sa wariancjami polozenia i pedu czastki wzgledem ich wartosci oczekiwanych,

odpowiednio 6 oraz 0.

Wyprowadzenie nieré6wnosci (7.1) dla pola rangi N = 2

Zalozmy, ze dokonujemy estymacji tylko w jednym przestrzennym kanale informacyjnym przy
zalozeniu, ze pozostale (czaso-przestrzenne) parametry rozkladu sa znane. Powyzsza relacja
moze by¢ wyprowadzona przy odwotaniu sie do wlasnosci informacji Fishera. Wartosci potoze-
nia zmiennej Y sa rozmyte (badz fluktuuja) wokot jej wartosci oczekiwanej 6, skad wartosci x
zmiennej odchylen X spelniaja (jak zwykle w skrypcie), zwiazek:

x=y—60. (7.2)

Zalozmy, ze jest spelniona nieréwnosé Rao-Cramera (2.29):

o2 Ip(0) > 1, gdzie o2=E <(9 (y) — 9)2> : (7.3)

gdzie Ir(0) jest informacja Fishera parametru 6 dla pojedynczego pomiaru (z powodu odwolania
si¢ do skalarnej wersji twierdzenia Rao-Cramera), ktora po skorzystaniun z postaci kinematycznej
(3.40) w Rozdziale 3.3, ma zatem postac:

I = 4/de (822‘))2 . (7.4)

Rozwazmy zespolona amplitude v, (3.42), dla pola rangi N = 2:

ww:mwzjﬁmww@wu (7.5)
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ktora ma jako cze$é rzeczywista i urojong dwie rzeczywiste amplitudy ¢;, © = 1,2. Zespolona
funkcje v (x) mozna zapisa¢ poprzez jej transformate Fouriera, przechodzac z reprezentacji po-
tozeniowej x do pedowej p:

v (x) = (7.6)

1
dp ¢(p) exp (ipx) ,
T | 4 0®) e (ip)
gdzie p jest rozmyciem (fluktuacja) pedu y, wokot jego wartosci oczekiwanej 6, , tzn.:
P=yp—06p, (7.7)

a ped czastki jest mierzony w tej samej chwili co jego potozenie.
Dla amplitudy N = 2 pojemnos$¢ informacyjna I, (3.49), ma postac:

I—8/dxd¢*(x) d(x) —s/dx“w il

dx dx dx

Przedstawiajac 1 w postaci:

P(x) = [¢(x)] exp (i5(x)) (7.9)
i wykonujac rézniczkowanie:

a0 _ dlw () s
dx dx

mozemy (7.8) przeksztalci¢ nastepujaco:

X) 4|y (x)] ) de)((X) : (7.10)

I = SIdX‘dL(X)‘Q — Sfd d’lpd}gx) dd;g(x)
_ 8fdx dW(X)| —zS (x) _ ZW)( )’ —iS(x )dS(X)) (dW(X)\GiS(x) +Z|¢ (X)‘eis(x) dig(x)) _
X ) X X 7].1
=8 [ dx (d“"—) [t () /S0 UG TLL — iy ()] 7500 T ALy (71

oGP (52)°] =8 fax [(W) TERCONR

Zajmijmy sie teraz pierwszym skladnikiem pod ostatnia catka w (7.11). Poniewaz norma ampli-

tudy 1 jest rowna:

|| = ! 5 (@ +a3) (7.12)

zatem:

(walfcx)‘)z—;(;i{my—\m—qa—ql—(ji)z : (7.13)

gdzie skorzystano z zalozenia, ze N = 2 wymiarowa proba dla zmiennej odchylen X jest prosta,
skad rozktady ¢;(x), i = 1,2, sa takie same.
Podstawiajac powyzszy wynik do catki (7.11) i korzystajac z (7.4), otrzymamy nastepujaca

"8 [dx [( ) + 1w )P ( “Zix))Q] = (7.1
_8fdx<dq) +8 [dx ¢ (x)[ (dii{x)) —2IF+8E[< §<)>2]

rOwnoscé:

I= 8fdx’7dw(x)
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Z (7.14) oraz (7.8) wynika wiec nastepujaca nieréwnosc:

2

d
2Ip <1 lub Ip §4/dx’1/:i(x) . (7.15)
b'q
Wykorzystujac transformate Fouriera (7.6), otrzymujemy z (7.15) po przejsciu do reprezentacji
pedowe;j:
4
e < 55 [ dp o) p*. (7.16)

gdzie |¢ (p)|? jest brzegowa gestoscia prawdopodobienstwa P(p) odchyleri pedu.
Zatem calka po prawej stronie (7.16) jest wartoscia oczekiwang F(p?) dla p?:

Ip < %E (p%) = (2)2 E[(yp—6p)°] = @)205 : (7.17)

gdzie ag jest wariancja pedu czastki a pierwsza rowno$¢ wynika z tego, ze p jest odchyleniem
(fluktuacja) pedu od jego wartosci oczekiwanej 6, (7.7), (a przesuniecie o stata wartosci zmiennej
nie zmienia jej wariancji).

Podstawiajac powyzszy wynik do nieréwnosci Rao-Cramera, o3 - Ip(6) > 1, (7.3), otrzymujemy
(7.1):

2
oF - 012, > (h/2> , cnd. . (7.18)
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7.2 Dodatek: Réwnanie Schrodingera

Roéwnania Schrodingera wyprowadzimy jako nierelatywistyczna granice rownania Kleina-
Gordona. Wyprowadzenie go jako nierelatywistycznej granicy rownania Diraca bytoby meryto-
rycznie bardziej uzasadnione [50], jednak celem ponizszego wyprowadzenia jest zwrocenie uwagi
na relatywistyczne pochodzenie spinu elektronu.

Rozpoczniemy od separacji zmiennych czasowych i przestrzennych wystepujacych w réwnaniu
(4.49) dla pola rangi N = 2, zapisujac po lewej stronie wszystkie wyrazy zawierajace pochodna
czasowy a po prawej pochodna po wspotrzednych przestrzennych:

2
<h2 0 + QZhegZ) + ZheaGb — 62¢2> )

ot? ot
= <62h2V2 — 2iech (A : V) —iech (6 : ff) —e2A% — m264) (N (7.19)
7 wyrazenia
v-(,am) — V- A+ Ay (7.20)

Nastepnie skorzystajmy z nierelatywistycznej reprezentacji funkcji falowej [50]:
W (x,1) = (x, 1) e/ (7.21)

gdzie wydzielilismy z 1 wyraz zawierajacy energie spoczynkowa mc? otrzymujac nowa funkcje
falowa 1. Kolejnym krokiem jest zastosowanie (7.21) w (7.19). Rozniczkujac (7.21) po czasie
otrzymujemy:

0 - imc? ime
5= (i~ ) (722)

a po kolejnym rézniczkowaniu:

0? 0? zmc2 d - m3ct imet/h

22? = <at2w B vl ¢> imeit/h (7.23)
Stosujac nierelatywistyczne (n.r) przyblizenie:

Epr
T <<, (7.24)

gdzie E, , jest okreslone poprzez ponizsze zagadnienie wlasne:

- (7.25)

mozemy pominaé pierwszy wyraz po prawej stronie (7.23).
Dla Odwotajmy sie do przyblizenia statego, stabego potencjatu, dla ktorego zachodzi:

e << me?, (7.26)
oraz
g‘f ~0. (7.27)

126



Nastepnie wstawiajac (7.22) oraz (7.23) do (7.19), i wykorzystujac (7.24), (7.26) oraz (7.27),
otrzymujemy po przemnozeniu przez —1/2me? i oznaczeniu 1 jako 1, réwnanie:
2 A2

2mc?

2 . .
in2 o —epp = — L2 4 C R gy 4 LD
ot 2m me

(v : /f) b+ Sy (7.28)

2me

Jest to rownanie Schodingera dla nierelatywistycznej funkcji falowej v z potencjatem elektroma-
gnetycznym A oraz o.

W przypadku zerowania sie czedci wektorowej potencjatu Aidla niezerowego potencjatu skalar-
nego ¢, robwnanie to przyjmuje znang postac:

L0 R,
zhaw = —%V U+ epi) . (7.29)

Pytanie: Powiedz dlaczego powyzsze wyprowadzenie réwnania Schédingera z rownania Kleina-
Gordona, Swiadczy o relatywistycznym charakterze spinu elektronu?
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7.3 Dodatek: Rezultaty EFI dla elektrodynamiki Maxwella oraz
teorii grawitacji

7.3.1 Dodatek: Pole cechowania Maxwella

Ponizej zaprezentujemy rezultat metody EFI otrzymany w zapisie Friedena-Soffera dla wy-
prowadzenia rownan Maxwella (M). Punktem wyjscia jest pojemnos¢ informacyjna (3.53):

=5 2 (R )

P (X)

Rozwazmy réwnania ruchu Maxwella dla pola z amplituda rzeczywista ¢,, n = 1,2,3,4, tzn.
ranga pola wynosi N = 4. Zakladamy, ze pola cechowania sa proporcjonalne do tych rzeczywi-
stych amplitud [7]:

@(x)=aA,(x), gdzie v=n—-1=0,1,2,3, (7.30)
gdzie a jest pewna stala.
Definujemy amplitudy ¢”(x) dualne do g, (x):

3 3
¢’ (x) = Zn”“qu(x) =a ZWWA#(X) , gdzie v=n—-1=0,1,2,3, (7.31)
=0 n=0

tak, ze amplitudy ¢, (x) oraz ¢”(x) sa zwiazane z punktowymi rozkladami prawdopodobienistwa
Pr (X) nastepujaco:

P (%) = Py, (%) = @ (X)¢” () = a®A, ()4 (x) , gddie v=n—1=0,1,23. (7.32)

Dalej postepujemy jak w [7]. Stosujemy obie zasady informacyjne, strukturalna (z k = 1/2),
(3.31), oraz wariacyjna (3.32):

I+KkQ =0 gdzie k=1/2, oraz §,;HK =0, (7.33)
ktore rozwiazujemy samo-spojnie, wraz z natozonym dodatkowo warunkiem Lorentza:

0, AM =0. (7.34)
Zgodnie z (3.53) oraz (7.32) pojemnos¢ informacyjna I jest nastepujaca:

I=4ad’ / d*z 0,4, 0" A" . (7.35)

Wiasdciwa postaé informacji strukturalnej @ = Qs dla réwnan ruchu Maxwella, zostata wypro-
wadzona w |7].

Warunki fizyczne: W celu otrzymania zaréwno Qs jak i wartosci k, musza byé przyjete pewne
fizyczne zalozenia [7]. Po pierwsze jest to warunek Lorentza i po drugie pewna wstepna postaé
Q. Po trzecie, wymagane jest rowniez zatozenie o braku dodatkowych zZrodet pola elektroma-
gnetycznego w przestrzeni wolnej od cztero-wektora pradu j# = (cp,]').
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Drugi z tych warunkow, zapisany zgodnie z notacja zawarta w (4.7), wyraza sie zadaniem naste-
pujacej faktoryzacji obserwowanej informacji strukturalnej:

a? A, A" F, (A, (@) = = A F,(5)) | (7.36)

ktora jest nastepnie wykorzystana w (7.33). O ile funkcja F,(j,) spelnia zalozenie o zaleznosci
jedynie od j, [7], wtedy z zasad informacyjnych metody EFI, (7.33), wynika zaréwno wartos¢
wspolezynnika efektywnosci k = 1/2 jak i rownanie ciaglosci strumienia 0”j, = 0 [35]. W efekcie
informacja strukturalna dla réwnania Maxwella jest rowna |7]:

Q=Qu=-""a / d'a j, AP (7.37)

W koricu, dla I jak w (7.35) oraz @ jak w (7.37), i dla @ = 2, metoda EFI daje wektorowe
rownanie falowe w cechowaniu Lorentza:

DA* = (47 /c)j* | (7.38)

co w konsekwencji prowadzi do znanej postaci rownan Maxwella dla pola magnetycznego i elek-
trycznego [61, 7].

Podkreslmy, ze proporcjonalnosé ¢, (x) = aA,(x) oraz warunek normalizacji:

(1/4) Z / d*z ¢ (x) Z / dix A%(x (7.39)

stawiaja pytanie o znaczenie lokalizacji fotonu oraz istnienie jego funkcji falowej, ktore sa ostatnio
mocno dyskutowane w literaturze dotyczacej optyki. Dyskusja zawarta w [36] wspiera gltownie
poglad, ktory stawia réownania Maxwella na tych samych podstawach co réwnanie Diraca w
sformutowaniu pierwszej kwantyzacji. Fakt ten byl weze$niej zauwazony w pracy Sakurai [50].
Przyjmujac interpretacje funkeji falowej fotonu jako majaca te same podstawy co wystepujaca w
(4.23) funkcja falowa czastek materialnych z masa m = 0, z trzeciego z powyzszych fizycznych
warunkéw mozna by zrezygnowaé [7].

Zauwazmy, ze normalizacja' (7.39) cztero-potencjatu A, uzgadnia wartosé¢ statej proporcjonal-

nosci’ a = 2 z wartoscig N = 4 dla pola $wietlnego.

Normalizacja (7.39), natozona jako warunek na rozwiazanie rownania (7.38), jest spojna z na-
rzuceniem warunku poczatkowego Cauchy’ego we wspoltrzednej czasowej (por. dyskusja w [7]).
Gdy jednoczesnie we wspolrzednych przestrzennych narzucony jest warunek Dirichlet’a (lub Neu-
mann’a), wtedy te mieszane czasowo-przestrzenne warunki brzegowe nie sa wspoélzmiennicze, co
skutkuje tym, ze rozwiazanie rownania (7.38) nie jest wspotzmiennicze.

Jednakze tylko z mieszanymi warunkami brzegowymi rozwiazanie to jest jednoznaczne [60, 7],
co dla metody EFT jest warunkeim koniecznym, gdyz jest ona metoda estymacji statystyczne;j.
Fakt ten stoi w opozycji do przypadku, gdy warunek Dirichlet’a (lub Neumann’a) jest natozony
wspolzmienniczo zaréwno we wspolrzednych przestrzennych jak i wspotrzednej czasowej, gdyz
co prawda otrzymane rozwiazanie jest wtedy wspolzmiennicze, jednak nie jest ono jednoznacze.

!'Normalizacja cztero-potencjatu A, zadana przez (7.39) do jednosci mogtaby nie zachodzié¢ [59]. Warunkiem
koniecznym dla ¢, (x) jest aby niezbedne érednie mogtly by¢ wyliczone. Poréwnaj tekst ponizej (3.7).
20trzymanej wezesniej jako wynik uzgodnienia rezultatu metody EFI z rownaniami Maxwella.
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7.3.2 Dodatek: Metoda EFI dla teorii grawitacji

Ponizej przedstawimy jedynie gtéwne wyniki zwiazane z konstrukcja EFI dla teorii grawita-
cji. Wychodzac z ogdlnej postaci pojemnosci (3.53) i postepujac analogicznie jak powyzej dla
pola Maxwella przy definicji amplitud dualnych, otrzymujemy amplitudowa postaé dla pojem-
nosci informacyjnej metody EFI. Nastepnie postepujemy juz jak w [7], gdzie zostalo podane
wyprowadzenie stabej (tzn. falowej) granicy rownan ruchu Einsteina, dla przypadku pol z ranga
N =10, a amplitudy ¢,(x) = ¢, (x) w liczbie dziesig¢, sa rzeczywiste i symetryczne w indeksach
v, =0,1,2,3. Zatem, pojemnosci informacyjna jest nastepujaca:

3 3
Oquu(x) 0g"*(x)
_ 4 1
1_4/dx§j§j el (7.40)

v,pu=0~y=0

gdzie amplitudy dualne maja postaé¢ ¢°7(x) = Zi,u:() n%n gy, (x). Rozwiazujac samo-spojne
rownania rozniczkowe obu zasad informacyjnych, strukturalnej i wariacyjnej, wraz z natozonym

: 3
warunkiem Lorentza, >

>0 0ug"H(x) = 0, ktory redukuje wspotezynnik efektywnosci do wartosci

k = 1/2, otrzymujemy nastepujaca posta¢ informacji strukturalnej:

3
1 _
Q= —8/d4xL4 hw[ 6CT4FGTW—2A7;W : (7.41)
v pu=0
gdzie
huu(x) = L2quu(x) (7.42)

natomiast 77, jest metryka Minkowskiego, G jest staly grawitacyjna, T, jest tensorem energii-
pedu, A jest tzw. stalg kosmologiczng, a stala L jest charakterystyczng skala, na ktoérej amplitudy
711,“ sg usrednione.

Rozwiazanie metody EFI pojawia sie w postaci réownania falowego dla amplitud EW:

_ 167G
Ohy,, = C4

Tl/u - 2A77uu ) (743)

gdzie O = Zi:o 0v0, = zi,vﬂ) N 0,0, jest operatorem d’Alemberta. Rownania (7.43) maja
postaé¢ wlasciwa dla réwnan ruchu w granicy stabego pola w ogélnej teorii wzglednosci. Rezul-

tatem EFT jest rowniez rownanie cigglosci strumienia, 213/:0 0"T,u(x) =0, dla tensora T,,,.

Pozostaje pytanie o rozwiazanie dla dowolnie silnego pola. Jedna z odpowiedzi jest nastepu-
jaca. Poniewaz Dﬁw jest jednoznaczng liniowg aproksymacja tensora rangi drugiej 2R, — g, R,
gdzie R, jest tensorem Ricci’ego [62], g, jest tensorem metrycznym, a R = Zi:O R zatem

mozna by uznaé, ze rownanie Einsteina wytania si¢ jako jedyne mozliwe, w tym sensie, ze jego
linearyzacja jest rownanie falowe stabego pola (7.43) otrzymane w EFI [7].

Jednakze postac¢ rozwiazania (7.43) metody EFI mogtaby réwniez sugerowaé inng selekcje przy-
szlego modelu grawitacji. Otéz w calym formalizmie EFI amplitudy sa podstawa do definicji
pola, a nie metryki czaso-przestrzeni. Zatem bardziej naturalnym wydaje si¢ zinterpretowanie
hy,, jako pola grawitacyjnego®. Zatem réwnanie (7.43) metody EFI dla grawitacji lezy blizej

3A nie tzw. metryki stabego pola pochodzacej od liniowej czesci zaburzenia metryki. Metryka stabego pola
ma postac: hu, = Ruy — %nm,h, gdzie h = Zi,V:O 0" by, oraz hyy = guw — Muw, dla |hp | << 1.
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innej teorii grawitacji, nazywanej “szczegblng teoria wzglednosci grawitacji’, ktéra prowadzi do
efektywnej teorii grawitacji typu Logunov’a [34], i jest poprzez swoj widoczny zwiazek z teo-
riami cechowania bardziej “obfita” niz sama ogolna teoria wzglednosci. Problem statystycznego
poréwnania obu teorii grawitacji jest kwestig przysztych prac.
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7.4 Dodatek: Informacyjny odpowiednik drugiej zasady termo-
dynamiki: Twierdzenie /. Temperatura Fishera
Niech proba bedzie N = 1-wymiarowa. Podobnie jak przechodzi sie z (2.100) do (2.101) w

celu otrzymania dyskretnej postaci informacji Fishera?, tak mozna tez pokaza¢, ze mozna przejsé
do jej nastepujacej dyskretnej postaci:

_ 1 [p(ae+ Ax) —p(z)]?
Ir = Az zk: e [ Ao, . (7.46)

Postepujac w sposob analogiczny jak w przypadku wyprowadzenia (2.106) z (2.101), otrzymu-
jemy:
2
Ip=———=5 S(p(x)|p(r+ Ax)) . (7.47)
(Az)

Niech zmiana rozktadu prawdopodobienstwa z p = p(z) w chwili ¢ do pa, = p (x + Ax) nastepuje
na skutek infinitezymalnej zmiany czasu o dt. Jesli wiec dla rozkladéw p oraz pa, entropia
wzgledna spelnia warunek:

dS (p |paz) (t)

>0 7.48
dt = (7.48)
wtedy ze wzgledu na (7.47) informacja Fishera spelnia warunek:
dlp (t
) (7.49)

dt

nazywny [-twierdzeniem. Oznacza ono, ze informacja Fishera I dla parametru 6 maleje mono-
tonicznie z czasem.

Uwaga: Dowdd (7.48) oraz faktu, ze relacja ta istotnie prowadzi do drugiej zasady termodyna-
miki w rozumienia twierdzenia H, czyli dowdd ktory trzeba przeprowadzi¢ dla entropii Shannona,
mozna znalez¢é w pracach na temat dynamiki uktadow otwartych [64] .

Wprowadzenie twierdzenia I jako majacego zwiazek z twierdzeniem H jest jak widaé nieprzypad-
kowe. Ale jest (rowniez nieprzypadkowe) podobienistwo dziatajace w druga strone. A mianowicie,
pojemnos¢ informacja jest zwiazana z ranga pola N, co bylo widoczne w calej tresci skryptu.
W istniejacej literaturze mozna znalezé wyprowadzenia pokazujace, ze istnieje entropijny od-
powiednik zasady nieoznaczono$ci Heisenberga, oraz zwiazek informacji Shannona z wymiarem

4Pojemnosé informacyjna (3.53) dla N = 1 i skalarnego parametru 6 wynosi:

Ir = / dwp(ix) (8pgix)>2 : (7.44)

i jest to informacja Fishera parametru 6, gdzie informacje o parametrze 6 pozostawiono w indeksie rozkladu.

Interesujacy teraz zwiazek informacji Fishera z entropig Kullbacka-Leiblera pojawia sie na skutek zmiany rozktadu
zmiennej losowej spowodowanego (nie zmiang parametru rozktadu ale) zmiang wartosci z na + Ax. Zastepujemy
wiec (7.44) suma Riemanna (7.46).

Wprowadzmy wielkosé:

_ DPe (xk + A:L') _

I oo (an) 1. (7.45)

Postepujac dalej podobnie jak przy przejsciu od (2.102) do (2.106) (tyle, ze teraz rozklady roznia sie z powodu
zmiany wartosci fluktuacji x), otrzymujemy (7.47).
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reprezentacji grupy obrotéw dla pol fermionowych rangi N.

Uwaga: Jako kolejna ilustracje (nieprzypadkowego) podobienistwa rachunkow informacyjnych
i entopijnych rozwazmy definicje temperatury Fishera (dla) parametru 6. Otoz, informacja Fi-
shera parametru 6 pozwala na zdefiniowanie temperatury Fishera Ty zwiazanej z estymacja tego

parametru:

1 ol

R 7.50

T, b 00 (7.50)
Tak okreslona temperatura Ty jest miara czulosci informacji Fishera na zmiane parametru 6,
podobnie jak temperatura Boltzmanna T (dla ktorej zachodzi % = 63%) jest miara czulosci

entropii Boltzmanna Hp na zmiane energii F uktadu. Temperatura Fishera znalazla swoje
zastosowanie miedzy innymi w badaniu rynkow finansowych [65, 66].
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